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CAPITOLO 1

Analisi complessa

1.1. Numeri complessi

DEFINIZIONE 1.1.1. Definiamo 'insieme dei numeri complessi C come I’in-
sieme delle coppie ordinate di numeri reali (z,y) € R? con somma e prodotto
definiti come

(z1,91) + (22,92) = (¥1 + 22,91 + ¥2)

(@1, 91) (22, ¥2) = (T1272 — Y1y2, T2y1 + T1Y2) ;
¢ facile convincersi che con queste definizioni C ha le proprieta algebriche di un
campo (vedi sez. 2.3). Inoltre, assimilando i numeri della forma (z,0) ai numeri
reali, e possibile mostrare che ogni numero complesso si puo scrivere come

(z,y) = (2,0) + (0,1) (y,0) = = + 1y
dove i = (0,1).

L’analogia tra C ed R? (¢ immediato vedere che i due insiemi sono in cor-
rispondenza biunivoca) suggerisce di rappresentare il campo complesso come
Iinsieme dei punti di un piano cartesiano. Definiamo poi, dato un numero
zeC=z+iy = (z,y):

(1) il coniugato z = x — iy

(2) la parte reale Rz =z = (2 4+ z) /2

(3) la parte immaginaria Sz =y = (z — z) /21

(4) il modulo |z| = /22 +y? = /22
Avendo rappresentato i numeri complessi su un piano cartesiano, si puo ora
passare ad una rappresentazione in coordinate polari. Si puo quindi scrivere
z € C come z = p(cosf + isinf); evidentemente per z = 0 la forma polare &
mal definita. p ¢ il modulo di z e 8 I’'argomento 6 = arg z, che € definito a meno
di multipli interi di 2. 11 walore principale dell’argomento ¢ il valore scelto in
(—m, 7], Arg z. Definendo poi tramite la formula di Eulero e*® = cos 4 1isin
(relazione che sara giustificata in seguito) avremo z = pei?

TEOREMA 1.1.2. Le quantita sopra definite godono di una serie di proprieta
algebm'che: stano z1,z9 € C, con z1 = x1+1iy1 = pleigl €z9 =To+1iys = pgeiel

(1) pr = |z]

(2)

(3) z129 = p1p261(91+92)
(4) 21/2'2 = pl/p2 ei(01—62)
(5)
(6)

2 = pleind nez
N
{l/z_—”ple("Jr") k=0,1,...n—1

2
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Inoltre si nota che |-| soddisfa le definizioni di una distanza (sez. 2.2), e di
conseguenza si puo considerare C uno spazio metrico.

1.2. Funzioni di variabile complessa

DEFINIZIONE 1.2.1. Una funzione di variabile complessa ¢ una funzione f :
S C C — C, dove ovviamente si comprendono come casi particolari le funzioni
reali di variabile complessa. Risulta particolarmente utile sottolineare il legame
tra C ed R?, perche molte delle proprieta delle funzioni di variabile complessa
diventano conseguenze dirette di quelle della funzioni in R2. Sia ® una funzione
biunivoca che mappa C in R? (ad esempio ® : z = = + iy — w = zi + vj).
Possiamo scrivere ogni funzione di variabile complessa f : § C C — C come
somma di due funzioni ® (S) C R? — R:

flz=z+1iy) =u(z,y) +iv(z,y)
I limiti sono definiti in modo ovvio, rispetto alla distanza di C; scriviamo

lim f(z)=w <= Ve>030:|z— 2| <I=|f(2) —w| <¢
z—20

i limiti ad infinito seguono sulla base della definizione di un intorno di co come
|z| > 1/e, € > 0:

1
lim f(z) =w <= Ye>030: |z| > == |f(2) —w| <e¢,

zZ—00 5

lim f(z) =00 <= Ve>030:|z—20| <d=|f(2) >
z—20
TEOREMA 1.2.2. Considerando f(z =x+ iy) = u(x,y) + iv(x,y), 20 =
xo + iy e wo = ug + iyo, lim, ., f (2) = wo se e solo se

lim u(x,y) =u e lim v(z,y)=v
o) oy T Y) = ¥ e oo 1Y) =

TEOREMA 1.2.3. Selim, .., f (2) = wp e lim,_.,, g (z) = hg allora

(1) hmZHZO [f (Z) +9 (Z)] = wo + ho
(2) lim.—z [f (2) g (2)] = woho
(3) lim.—z [f (2) /g (2)] = wo/ho per ho # 0

DEFINIZIONE 1.2.4. Anche la definizione di continuita ricalca quella per
una funzione in un generico spazio metrico: una funzione f (z) ¢ continua in
2o se lim,_,., f (2) = f (20), sottointendendo che questa scrittura presupponga
lesistenza del limite e della funzione nel punto. Una funzione si dice continua
in un insieme se ¢ continua per ogni punto di quell’insieme.

TEOREMA 1.2.5. Una funzione f(z) é continua se e solo se le sue compo-
nenti u e v sono continue.

TEOREMA 1.2.6. La funzione composta da due funzioni continue é continua

TEOREMA 1.2.7. Una funzione continua su un insieme A chiuso e limitato
e imitata, cioé il suo modulo raggiunge un valore massimo per almeno un punto
di A.
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1.2.1. Derivate.

DEFINIZIONE 1.2.8. La definizione di derivata per una funzione a variabile
complessa ricorda formalmente quella per le funzioni reali: se f : C — C &
definita in un intorno di zg, la derivata ¢ definita come

. z) = <0
f/(ZQ):hm f() f( )7
zZ—20 Z — ZO
se il limite esiste. In realta la derivabilita e una condizione piuttosto restrittiva:
anche funzioni apparentemente “innocue”, come z — Z non sono derivabili.

TEOREMA 1.2.9. Se una funzione é derivabile in un punto é anche continua
nello stesso punto.

TEOREMA 1.2.10. Siano f,g : A C C — C, A aperto, zo € Ae f eg
derivabili in zo. Allora
dc

(1) — =0 ¢ costante

(2) dilz (cf) = c% ¢ costante

(3) f+g ¢ derivabile e (f +9)' (20) = f' (20) + ¢’ (20)

(4) fg ¢ derivabile e (fg)' (z0) = f'(20) 9 (20) + f (20) ¢’ (20)
E5> 1/f ¢ derivabile se f(z0) # 0 e (1/f) (20) = =" (2) /f (2)?
(

B~ W

6) (2") =nz"!
Nsef:ACC—C,g: f(A) — C, f ¢é derivabile in zy € A eg ¢
derivabile in f (z0) allora (f o g)' (20) = ¢’ (f (20)) ' (20)
TEOREMA 1.2.11. Sia f(z =z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y); condizione ne-

cessaria perche f sia differenziabile in zg € che valgano le condizioni di Cauchy-
Riemann,

‘ux:fuy uy:—vx‘

Se inoltre u e v hanno derivate in un intorno di zg e tali derivate sono
continue in zg, allora le condizioni sopra citate sono anche sufficienti, ed esiste
la deriata f'(20) = uz + 1v;.

DEFINIZIONE 1.2.12. Una funzione e analitica o olomorfa in un insieme
aperto se ha derivata in ogni punto di tale insieme. Diremo che ¢ analitica in
un punto zy se e analitica in un intorno di zg, e che & intera se € analitica su
tutto C. Se f non & derivabile in un punto zg, ma e derivabile in qualche punto
di ogni intorno di zy diremo che zg & una singolarita. Se esiste un intorno di zg
tale che f sia derivabile in tutto I'intorno tranne che in zy diremo che zg € una
singolarita isolata.

Si definisce dominio un insieme D aperto connesso, che non possa cio¢ essere
espresso come unione di due aperti disgiunti non vuoti. Si puo dimostrare che
esiste sempre una poligonale composta da un numero finito di segmenti che
unisce qualsiasi coppia di punti contenuti in un dominio.

TEOREMA 1.2.13. Se una funzione ha derivata nulla in un dominio D, allora
f (2) = ¢ costante in tutto il dominio.
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DEFINIZIONE 1.2.14. Una funzione reale di due variabili u (x,y) si dice ar-
monica se soddisfa '’equazione differenziale u ., + 1y, = 0. Una funzione armo-
nica v si dice armonica coniugata di una funzione armonica u se le due funzioni
soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann.

TEOREMA 1.2.15. f(z =2+ 1y) = u(z,y) + iv(z,y) é analitica in un
dominio D se e solo se v é armonica coniugata di u.

1.3. Funzioni elementari

Definiremo ora una serie di funzioni sul campo complesso, corrisponden-
ti alle funzioni esponenziale, logaritmica ed alle funzioni trigonometriche sul
campo reale. Vedremo in seguito che il requisito di analiticita e la richiesta di
coincidere con le controparti reali per Sz = 0 rende univoca la nostra scelta,
e stabilisce un nesso tra ’espansione in serie della funzione reale e quella della
funzione complessa.

Inoltre quando ¢ possibile stabilire relazioni tra le varie funzioni (es. rela-
zioni trigonometriche), in modo tale che i due membri dell'uguaglianza siano
funzioni analitiche in un dominio, le relazioni sono verificate su tutto il domi-
nio a patto che siano verificate sull’asse reale. Questo permette in genere di
estendere a tutto il campo complesso la validita delle usuali relazioni nel campo
reale.

1.3.1. Esponenziale. La funzione esponenziale sul campo complesso e* ¢
definita come

e* =e" (cosy +isiny) = ee*?

ricordando la formula di Eulero. Si dimostra facilmente che valgono le usuali
proprieta della funzione esponenziale, e*17%2 = e*1e?2, (*)" = €"?; inoltre e* &
periodica con periodo 27i: e* T2k = 2,

1.3.2. Funzioni trigonometriche ed iperboliche. Le funzioni trigono-
metriche si definiscono a partire dall’esponenziale, come

) 6iz _ e—iz 6iz + e—iz
sing = ————— cosz = ————;
2i 2
.. . . . . / /
sono analitiche ed hanno rispettivamente derivate (sinz)' = cosz e (cosz) =
—sin z. Valgono le formule di addizione, duplicazione, prostaferesi, formalmente
uguali a quelle nel campo reale; tangente, cotangente, secante e cosecante sono
definite come nel caso reale.
Le funzioni iperboliche sono definite da
z —Z z —Z
. e —e e +e
sinhz = ———— coshz = ——;
2 2
. / / . . . . .
(sinh z)" = cosh z e (cosh z)" = sinh z; oltre alle solite relazioni valide sul campo
reale si hanno —isinhiz =sinz, coshiz = cosz, —isiniz =sinhz e cosiz =
cosh z, che legano funzioni trigonometriche ed iperboliche sul campo complesso.
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1.3.3. Logaritmo. Definiamo la funzione logaritmo come la soluzione w
dell’equazione e = z. Scrivendo z = |z|e!®8% & chiaro come esistano pit
soluzioni, della forma logz = In|z| 4+ i (Argz + 2kw), k € Z. Ciascuna delle
soluzioni, con k fissato, costituisce una branca della funzione logaritmo, che
¢ in effetti una funzione a piu valori. La branca principale della funzione &
quella presa con k = 0. Ciascuna branca della funzione logaritmo & analitica
su C tranne che nell’origine e lungo un raggio (branch cut), ed ha derivata

(log z)' = 1/z.

1.3.4. Potenze con esponenti complessi. Per z # 0 e ¢ € C definiamo
z clogz  Tale funzione coincide, per ¢ € N, con i valori di 2™ definiti sulla
base delle proprieta algebriche dei numeri complessi; in generale ¢ perd una
funzione a molti valori, con branche che corrispondono alla branca scelta per la
funzione logaritmo, logz = In|z| + iargz (o < argz < a+ 2m). z¢ ¢ analitica
nel dominio in cui ¢ analitica la funzione logaritmo, e ha derivata (2¢)" = ¢z~

La funzione esponenziale con base ¢ si definisce come ¢ = e?1°8¢, ed & una
funzione intera quando venga scelta una qualsiasi branca di log ¢, ed ha derivata
c®logec.

Cze

1.4. Integrali nel campo complesso

DEFINIZIONE 1.4.1. Occorre formulare delle definizioni di integrali nel cam-
po complesso. Conviene cominciare introducendo gli integrali di una funzione di
variabile reale con valori complessi, w (t) = u (t) + iv (¢); definiamo la derivata
di tale funzione come w’ (t) = v (t) + iv’ (t), cosi che valgano formalmente le
stesse regole di derivazione del caso a valori reali.

Gli integrali si introducono naturalmente, in questo contesto, come

(1.4.1) /abw(t)dt:/abu(t)dt+i/abv(t)dt,

in modo da poter trasportare senza problemi le varie regole di integrazione del
caso reale.

TEOREMA 1.4.2. Gli integrali nella (1.4.1) sono di sicuro ben definiti se le
funzioni u e v sono continue a tratti, e vale il teorema fondamentale del calcolo
integrale: se 2’ (t) = w (t),

b
/ w(t)dt =z (b) — z(a);

inoltre vale la disuguaglianza

/:w(t)dt' S/ab|w(t)]dt (a<b).

DEFINIZIONE 1.4.3. Gli integrali di funzioni a variabile complessa vengo-
no definiti lungo dei percorsi di integrazione, in modo analogo agli integrali
curvilinei per le funzioni reali di piu variabili. Occorre quindi per prima cosa
considerare delle curve parametriche in C, definibili come z (t) = x () + 1y (¢);
un arco di curva ¢ un tratto con z definita per ¢ € [a,b] C R, continua; si dice
semplice se z (t1) = z(t2) <= t1 = t2 (la curva non ha autointersezioni), e
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chiuso se z (a) = z (b); si dice regolare se z € C! ([a,b]) e 2’ (t) # 0 tranne al pit
agli estremi. E regolare a tratti se € possibile suddividerla in un numero finito
di archi regolari.

TEOREMA 1.4.4. (DI JORDAN) Ogni curva semplice e chiusa divide il piano
in due regioni aperte, una limitata (interno) ed una non limitata (esterno).

DEFINIZIONE 1.4.5. Per ogni arco di curva semplice e regolare z (t) & possi-
bile definirne la lunghezza come 'integrale L = fab |2’ (t)] dt.

TEOREMA 1.4.6. La definizione di lunghezza appena data & indipendente
dalla parametrizzazione; considerando la curva parametrica zZ (1) = z (¢ (1)),
dove ¢ (1) : [, f] — R € una funzione con derivata continua maggiore di zero
(in modo da garantire che mappi in maniera biunivoca o, 3] su [a,b]),

:/ab\z/(t)|dt:Lﬁ|z'(T)|dT

1.4.1. Integrali di contorno. Abbiamo ora gli strumenti necessari per
introdurre una definizione conveniente di integrale per una funzione di variabile
complessa a valori complessi, lungo un percorso di integrazione C' rappresentato
da una curva parametrica in C.

DEFINIZIONE 1.4.7. Sia C una curva regolare a tratti, C' = |Jz; (t), =2; (¢):
[ai, bz] — (C a; = bz 1,2:Z Z) = Zj+1 (al+1 Definiamo

/f dz—Z/fzz PAGK 2

Segue da questa definizione che se possiamo scomporre il percorso C' come
“somma” di due percorsi C; e Cy (tali che z; : [a,c] — C, 22 : [c,b] — C e
21 () = 22 (¢))
[r@a=[ 1@ | fea

Cq Ca

C
e che se consideriamo il percorso —C' identico al percorso C' ma con verso di

percorrenza opposto,
| r@a=-| @
-C C

TEOREMA 1.4.8. Vale la disuguaglianza Ucf(z) dz‘ < ML, dove M ¢
il massimo wvalore di |f (z)| assunto dalla funzione lungo il percorso, e L la
lunghezza del percorso.

DEFINIZIONE 1.4.9. Esiste una correlazione stretta tra gli integrali di con-
torno nel campo complesso e quelli in R?; infatti & possibile formulare una
definizione di antiderivata, che svolge una funzione analoga al potenziale nel
caso reale. Si dice antiderivata di una funzione f : D C C — C continua una
funzione F tale che F’ (z) = f (z) in tutto il dominio D. L’antiderivata & unica
a meno di una costante additiva.

TEOREMA 1.4.10. Sia f una funzione continua su un dominio D. Allora
ognuna di queste proprieta implica le altre due:
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(1) f ha antiderivata F in D
(2) Uintegrale di f lungo contorni interamente contenuti in D dipende solo
dai punti iniziali e finali del contorno

(3) UVintegrale di f lungo ogni contorno chiuso interamente contenuto in
D é nullo.

TEOREMA 1.4.11. (D1 CAUCHY-GOURSAT) Se una funzione f é analitica
all’interno e sui punti di un cammino semplice chiuso C, allora

/Cf(z)dz:O

Questo teorema puo essere provato facilmente, sotto ipotesi leggermente piu
forti (supponendo anche la continuita di f’), ricorrendo al

TEOREMA 1.4.12. (DI GREEN) Se Q (x,y) P (z,y) e le loro derivate parziali
sono continue su di un contorno C e sulla regione interna R, allora

/CPdeery://R(Qx—Py)dA

DEFINIZIONE 1.4.13. Un dominio si dice semplicemente connesso se ogni
contorno semplice chiuso contenuto in D ha interno interamente contenuto in
D. Un dominio che non sia semplicemente connesso si dice molteplicemente
connesso. E un’immediata conseguenza del teorema di Cauchy-Goursat che:

TEOREMA 1.4.14. Se una funzione f é analitica in un dominio semplice-

mente connesso D,
/ f(z)dz=0
(&

per ogni cammino semplice chiuso C contenuto in D.

COROLLARIO 1.4.15. Una funzione analitica su un dominio semplicemente
connesso ammette antiderivata in quel dominio.

Ficura 1.4.1. Dominio molteplicemente connesso, e percorsi di
integrazione per il teorema 1.4.16
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TEOREMA 1.4.16. Consideriamo f analitica in un dominio D molteplice-
mente connesso. Sia C un cammino semplice chiuso in D percorso in senso
antiorario, e Cy (k=1...n) cammini semplici chiusi interamente contenuti
interno di C, percorsi in senso orario, i cui interni non abbiano punti in co-
mune, e tali che tutti i punti dell’interno di C' in cui f non é analitica siano
contenuti all’interno di uno dei Cy, (fig. 1.4.1). Allora

/Cf(z)der%: Ckf(x)dz:O

COROLLARIO 1.4.17. Se Cy e Cs sono due cammini semplici chiusi percorsi
nello stesso verso, per i quali l’interno di Ca € interamente contenuto nell’in-
terno di C1, e se una funzione f é analitica nella regione chiusa compresa tra
1 due contorni, allora

f(z)dz= f(z)dz.
1 Co

TEOREMA 1.4.18. (FORMULA DI RAPPRESENTAZIONE DI CAUCHY) Se una
funzione f & analitica all’interno e sul bordo di un contorno semplice chiuso C',
percorso in senso positivo (antiorario), per ogni punto zy interno al contorno
stesso

f(20) = L —(Z) dz.

S 2mi Joz— 2
Inoltre tutte le derivate della funzione somo analitiche all’interno del con-

torno, e
n n! f(z
I )(zo)——/cﬁdz

_27Ti — 20

COROLLARIO 1.4.19. Se una funzione é analitica in un punto z = x+1iy, le
sue componenti u (x,y) e v (x,y) hanno derivate parziali continue di ogni ordine

in (z,y).
TEOREMA 1.4.20. (DI MORERA) Se una funzione é continua in un dominio

D e
/Cf(z)dz:O

per ogni cammino semplice chiuso contenuto in D, f & analitica in D.

TEOREMA 1.4.21. (D1 LIOUVILLE) Se f ¢ intera e limitata nel piano com-
plesso, allora f(z) é costante su tutto il piano.

TEOREMA 1.4.22. (FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA) Ogni polinomio

N
Py (2) = Z anz"
n=0

di ordine N > 0 ha almeno uno zero.

COROLLARIO 1.4.23. Un polinomio di grado N > 0 puo essere fattorizzato
come un prodotto di n termini linear:
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TEOREMA 1.4.24. Se f ¢ analitica in un intorno |z — zo| < € di un punto
20, € |f (2)| < |f (20)| per ogni punto z appartenente all’intorno, allora f (z) =
f (20) in tutto l’intorno.

Se f e analitica in un dominio D e non é costante, allora non ha massimo
modulo in D.

COROLLARIO 1.4.25. Se f ¢é continua su una regione chiusa e limitata, ed
e analitica e non costante all’interno della regione stessa, allora il massimo
modulo di |f (z)| si registra sul bordo della regione, e mai all’interno.

1.5. Serie di potenze

1.5.1. Successioni nel campo complesso. Per introdurre le successioni
ed i concetti di convergenza nel campo complesso ci limitiamo a declinare le
definizioni per un generico spazio metrico, utilizzando la distanza e la nomen-
clatura di C. In particolare, sara utile costruire legami tra le successioni in C e
le successioni in R.

DEFINIZIONE 1.5.1. Una successione in C & una funzione N — C, che indi-
chiamo come un insieme di valori con indice, {z,}. Diciamo che una successione
converge a z, o che lim, oo 2, = 2se Ve > 03N :n > N = |z, —z| < €.
Una serie ¢ una somma infinita - | z,, e diciamo che converge se converge la

: 1 N
successione delle somme parziali sy =)

n—=1~*n-

TEOREMA 1.5.2. Sia z, = x, + iy, una successione in C, e z = x + iy.
Allora

lim z, =2 <= lim x,=x ¢ lim y, =y;
n—oo n—oo n— oo

in modo analogo, se S = X + 1Y, la serie

0.] o o
Zzn:S = an:XeZyn:Y.
n=1 n=1 n=1

TEOREMA 1.5.3. Se una serie di numeri complessi converge in valore asso-
luto, converge anche in senso proprio: se > >, |zn| converge, allora converge

anche Y07 | zy.
1.5.2. Serie di potenze.

DEFINIZIONE 1.5.4. Una serie di potenze € una serie dipendente da un
parametro z, della forma
o
Z an (z — 29)"
n=0

TEOREMA 1.5.5. Se una serie di potenze Y o an (z — 29)" converge per
z = 21 # 2z, allora converge assolutamente in ogni punto del disco aper-
to |z — z9| < Ry = |21 — 20| Definendo il raggio di convergenza R come il
sup |z — zo| tra tutti gli z per cui la serie converge, abbiamo che la serie con-
verge assolutamente all’interno di un disco di raggio R centrato in zq, ed in
nessun punto all’esterno del cerchio. Se R = oo la serie converge su C, se é
zero converge soltanto in zg.
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Una serie di potenze definisce quindi una funzione sul suo cerchio di con-
vergenza,

S(2)=) an(z—2)"  (]z—2| <R)
n=0

TEOREMA 1.5.6. Una serie di potenze con raggio di convergenza R converge
uniformemente entro ogni cerchio chiuso di raggio R’ < R centrato in zg, ed é
uniformemente continua entro tale cerchio.

TEOREMA 1.5.7. Sia S (z)una serie di potenze definita come sopra, e C' un
contorno interno al cerchio di convergenza della serie. Sia g (z) una funzione
continua sul percorso C. Allora

/Cg(z)S(z)dz:gan/cg(z)(z—zo)"dz.

TEOREMA 1.5.8. S (z) é analitica all’interno del suo cerchio di convergenza,
e puo essere derivata termine a termine, cioé

S'(2) = Znan (z—20)" 1,
n=1

inoltre
B S ()
n!
TEOREMA 1.5.9. (DI TAYLOR) Sia f una funzione analitica in un cerchio
aperto |z — zo| < R. Allora la serie di potenze definita come

0 r(n) (,
()= T gy
n=0 ’

converge a f (z) per ogni punto interno al cerchio.
Tale sviluppo é unico, cioé S (z) = Y 2 yan (2 — 20)" converge a f (z) solo
se i suoi coefficienti sono a, = f™ (zg) /n!.

an,

%

Ficgura 1.5.1. Dominio anulare e percorso di integrazione per
il teorema di Laurent.
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TEOREMA 1.5.10. (DI LAURENT) Sia f una funzione analitica in una corona
circolare Ry < |z — z0| < Ra, e sia C un contorno semplice chiuso orientato
positivamente, interamente contenuto nel dominio anulare in cui f € analitica
(fig- 1.5.1). Allora, in ogni punto del dominio,

1O =Y m - a) + Y
n=0 n=1

e 1 coefficienti dello sviluppo valgomno

1 f(2) 1 f(2)
an = 91 /C = zo)"ﬂ dz by, = 91 /C = 20)7"“ dz.

Tale sviluppo € unico.

1.5.3. Prodotto di serie. Date due serie > a, e > b, ¢ possibile definire
il prodotto di Cauchy delle due serie come Y, ¢y, con ¢, = Y p_o Akbp_k-

TEOREMA 1.5.11. Se f e g sono due funzioni analitiche, esprimibili in serie
di Taylor all’interno di due cerchi|z — zf| < Ry e |z — z4| < Ry rispettivamente,
il prodotto di Cauchy delle loro serie di Taylor converge al prodotto delle due
funzioni, all’interno dell’intersezione dei due cerchi di convergenza.

1.6. Calcolo dei residui

DEFINIZIONE 1.6.1. Si rimanda alla definizione 1.2.12 di singolarita isolata;
per una singolarita isolata zg di una funzione f, esiste sempre un intorno in cui
la funzione f & analitica, ed & quindi esprimibile in serie di Laurent.

TEOREMA 1.6.2. Dalla definizione dei coefficienti della serie di Laurent
seque che, per un contorno C contenuto nell’intorno della singolarita,

/ f(2)dz = 2miby,
C
dove by ¢ il coefficiente del termine 1/ (z — zg) nella serie di Laurent.

Si e soliti indicare il termine by della serie di Laurent di una funzione f,
in un intorno di una sua singolarita isolata zg, come residuo di f in zg, by =

Res,—., [ (2).

TEOREMA 1.6.3. (DEI RESIDUI) Sia C' un contorno semplice chiuso orien-
tato positivamente. Se una funzione f & analitica all’interno di C tranne che
per un numero finito di singolarita isolate zy, allora

TEOREMA 1.6.4. Se una funzione é olomorfa in C, eccetto che per un nume-
ro finito di punti singolari interni ad un contorno semplice chiuso C orientato

positivamente, allora
. 1 1
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DEFINIZIONE 1.6.5. E possibile classificare i punti singolari isolati di una
funzione f studiando la forma del suo sviluppo di Laurent in un intorno di
ciascun punto. Si possono in particolare verificare tre casi:

(1) Tuttii coefficienti b, delle potenze negative di z—zp sono identicamente
uguali a zero. In questo caso zg si dice singolarita eliminabile, perche
la funzione diventa analitica in z( se si assegna f (z9) = ag (dove ag &
il termine di ordine zero nello sviluppo in serie).

(2) b, =0 per n > m e by, # 0. In questo caso zg si dice essere un polo di
ordine m; un polo di ordine 1 si dice polo semplice.

(3) Un numero infinito di b, sono diversi da zero. zq si dice singolarita
essenziale.

TEOREMA 1.6.6. (DI PICARD) In ogni intorno di una singolarita essenziale,
una funzione assume un numero infinito di volte ogni possibile valore, con la
possibile eccezione di un unico valore.

1.6.1. Calcolo dei residui. I teoremi sviluppati fino a qui permettono
di esprimere in modo semplice integrali lungo contorni che contengano punti
singolari. Resta pero il problema di calcolare il coefficiente by della serie di
Laurent; un primo approccio prevede la possibilita di ricavare lo sviluppo in serie
della funzione in esame a partire da sviluppi noti, ricavando cosi in particolare il
residuo; ¢ anche possibile calcolare esplicitamente il coefficiente con la formula
integrale (ma questo chiaramente svuota di significato il ricorso al teorema dei
residui per calcolare un integrale). Sono infine disponibili alcune formule che
permettono di calcolare i residui in modo semplice in certi casi particolari.

TEOREMA 1.6.7. Una singolarita isolata zg di una funzione f € un polo di
ordine m se e solo se f puo essere scritta nella forma

__9(2)
f(Z) - (Z _ Zo)m,
dove ¢ (z) € analitica in zg. Inoltre
Y (2)
Res f(2) =~

DEFINIZIONE 1.6.8. Si dice che una funzione f analitica in un punto zy ha
uno zero di ordine m in zg se f™ (z9) = 0 per n < m e f™ (z) # 0.

TEOREMA 1.6.9. Un funzione f analitica in zo ha uno zero di ordine m
se e solo se esiste una funzione g(z), analitica e non nulla in zg, tale che
f(2) = (2= 20)"g(2) in un intorno di 2.

TEOREMA 1.6.10. Se due funzioni p e q sono analitiche in zg, p(z9) # 0 e

q ha in zyg uno zero di ordine m, allora p(2)/q(2z) ha un polo di ordine m in
20-

COROLLARIO 1.6.11. Se p e q sono analitiche in zo, p(z0) # 0, ¢(z0) =0 e
q (20) # 0 allora zy é un polo semplice e

Res p(2) _ p (20)

e=20q(z) ¢ (20)
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TEOREMA 1.6.12. Se f ¢é analitica in un dominio D, ed E ¢é l’insieme degli
zeri di f, se E ha un punto di accumulazione in D, f(z) =0 in tutto D.

COROLLARIO 1.6.13. Una funzione analitica é univocamente determinata
dat suoi valori in un dominio o lungo un segmento.



CAPITOLO 2
Spazi di Hilbert

2.1. Insiemi finiti, numerabili, non numerabili

DEFINIZIONE 2.1.1. Due insiemi A e B hanno la stessa cardinalita se esiste
una corrispondenza biunivoca tra gli elementi di A e quelli di B.

Un insieme si dice finito se contiene un numero n < oo di elementi, numera-
bile se ha la stessa cardinalita di N, al pitt numerabile se ¢ finito o numerabile,
e non numerabile se & infinito e non & possibile metterlo in corrispondenza
biunivoca con N.

TEOREMA 2.1.2. L’unione di un insieme al pit numerabile di insiemi al pit
numerabili € al pit, numerabile.

COROLLARIO 2.1.3. Z e Q sono numerabili

TEOREMA 2.1.4. R ¢ non numerabile.

2.2. Spazi metrici

DEFINIZIONE 2.2.1. Un insieme X, assieme ad una funzione distanza d :
X? — R, & uno spazio metrico se per ogni z, y, z € X sono verificate le seguenti
proprieta:

(1) d(z,y) >0

(2) d(z,y) =d(y,z)

(3) d(z,y) =0 <= xz =y

(4) d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) (disuguaglianza triangolare)

Si dice intorno di un punto x € X linsieme N, (x) ={y € X : d(z,y) < r}.

TEOREMA 2.2.2. Dalla disuguaglianza triangolare si ricava immediatamente
che d(l’,y) - d(m,z) < d(y,Z)

DEFINIZIONE 2.2.3. Una funzione N — X si dice successione in X, ed i suoi
elementi si indicano come a,,. Si dice che una successione {a,} converge ad un
valore a € X se Ve > 03N :n > N = d(an,a) < ¢, cioe se a ¢ il limite della
successione rispetto alla distanza d.

Una successione la quale Ve > 0 IN : n,m > N = d(an,an) < € si dice
successione di Cauchy; uno spazio metrico nel quale ogni successione di Cauchy
¢ anche convergente si dice completo.

Un insieme Y si dice denso nello spazio metrico X se Y C X e Vx €
X,VN, (z): Ny (z)NY #0.

15
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TEOREMA 2.2.4. Ogni spazio metrico ammette un completamento: dato uno
spazio metrico (X, d) esiste sempre uno spazio metrico completo <X, ci) , ed una
mappa ® : X — X con le sequenti proprietd:

(1) ® é iniettiva
(2) d(z,y) = d(® (), (y))
(3) ©(X) é denso in X.

DEFINIZIONE 2.2.5. Una funzione f : X — X definita su uno spazio me-

trico € una contrazione se per ogni x,y € X ¢ verificata la disuguaglianza
d(f (@), f (9)) < kd(2,y), con 0 < k < 1.

TEOREMA 2.2.6. (DI PUNTO FISSO) Se (X, d) é uno spazio metrico completo
e se f & una contrazione su X, allora Iz € X : f () = .

2.2.1. Serie di funzioni. Consideriamo in questo paragrafo le funzioni
definite tra due spazi metrici, f: (X,d) — (Y,h).

DEFINIZIONE 2.2.7. Diremo che la successione di funzioni {f,} converge
puntualmente ad f se Vo € X,e > 03N (z,¢):n> N = h(f,(x),f(z)) <e.

Viceversa, diremo che una successione converge uniformemente se Ve >
03N (e) :n > N = h(fo(z),f(x)) < € per ogni x € X. L’importante
differenza rispetto al caso precedente € che qui ¢ possibile trovare un N valido
per tutti gli x.

TEOREMA 2.2.8. Nel caso di funzioni da uno spazio metrico X a C, una
serie di funzioni {f,} converge uniformemente a f se e solo se

Ve> 03N :n> N = sup|fy(z) — f(x)] <e
zeX

Mentre la convergenza puntuale non comunica alla funzione limite le pro-
prieta eventualmente possedute dalle funzioni della successione, la convergenza
uniforme ne trasmette alcune; in particolare

TEOREMA 2.2.9. Il limite uniforme di funzioni continue é continuo.

2.3. Campi e spazi vettoriali

DEFINIZIONE 2.3.1. Si dice campo un insieme F sul quale siano definite due
operazioni + e - con le seguenti proprieta: se x, y, z € E

rT+y=y+zx

yel

(y+2)=z-y+z-2
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Gli insiemi dei numeri reali e dei numeri complessi, R e C sono due esempi
molto importanti di campi.

DEFINIZIONE 2.3.2. Si dice spazio vettoriale rispetto ad un campo C' un
insieme V sul quale siano definite le operazioni di somma e di moltiplicazione per
uno scalare, che godono delle seguenti proprieta: siano x,y,z€ V ea,3 € C

X+y=y+XxX

(9) (a+3)x = ax + fx

Gli elementi di uno spazio vettoriale si dicono vettori, ed il vettore v =), ¢;x;
si dice combinazione lineare dei vettori {x; € V'} con coefficienti {¢; € C'}; se
S C V, l'insieme [S] di tutte le combinazioni lineari finite dei vettori contenuti
in S si dice inviluppo lineare (span) di S, oppure si dice che S genera (spans)
[S].

I vettori x1,...,Xy si dicono linearmente indipendenti se Zle X, =0 =
¢; = 0, e si dicono dipendenti in caso contrario. Se uno spazio vettoriale V' con-
tiene r vettori linearmente indipendenti ma non ne contiene r + 1 si dice che ha
dimensione r, e si scrive dim V' = r. Un insieme .S di vettori si dice indipendente
se tutti i sottoinsiemi finiti di vettori di S sono linearmente indipendenti.

Un sottoinsieme B C V che generi V' e sia composto da vettori linearmente
indipendenti si dice base di V. E opportuno sottolineare che una base vettoriale
¢ tale se genera tutti i vettori di V' come combinazioni lineari di un numero finito
di vettori della base stessa.

TEOREMA 2.3.3. Se uno spazio vettoriale & generato da un insieme di r
vettori, allora dimV < r. Se dimV = r allora:

(1) Un insieme di r vettori genera V' se e solo se gli r vettori sono linear-
mente indipendenti

(2) V ha almeno una base, ed ogni base consiste di v vettori

(3) Se{yitiy con1 <s <r, edivettoriy; sono linearmente indipen-
denti, esiste una base di V' che contiene i vettori y;.

DEFINIZIONE 2.3.4. Un sottoinsieme M C V & un sottospazio dello spazio
vettoriale V' se € a sua volta uno spazio vettoriale, rispetto alla somma ed alla
moltiplicazione per scalare definite in V. In altri termini, ¢ un sottospazio se
Vz,we M, aeCz+weMeaze M.

Un sottoinsieme E € V si dice convesso se per ogni x,y € E, 0 <t <1
z = ty+(1 — t) x € F; chiaramente, ogni sottospazio ¢ convesso, e se un insieme
E ¢ convesso, lo ¢ anche il suo traslato E 4+ w = {x+w:x € E}.

2.3.1. Applicazioni lineari.
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DEFINIZIONE 2.3.5. Un’applicazione A da uno spazio vettoriale X ad uno
spazio vettoriale Y si dice lineare se Vx,y € X, o, € C A(ax+ fy) =
aA(x) + BA(y). Le applicazioni lineari da X in X si dicono operatori lineari
su X.

Un’applicazione lineare L : X — C si dice funzionale lineare. L’'insieme dei
vettori in X tali che Lz = 0 si dice kernel (nocciolo) del funzionale L.

2.4. Norma e spazi di Banach

DEFINIZIONE 2.4.1. Una norma ¢ un’applicazione ||-|| sullo spazio vettoriale
V' (rispetto al campo C' reale o complesso) che ha le seguenti proprieta: sia
x,yeVedel
(1) x| =0
(2) |x[|=0 <= x=0
(3) x| = [A[ Il
@) lIx+yll <l +lyl

TEOREMA 2.4.2. Una norma permette di definire una funzione d .| : V2 -
R, dy. (x,y) = [[x =yl che ha le proprieta di una distanza; V' ¢ quindi uno
spazio metrico rispetto alla distanza indotta dalla norma.

DEFINIZIONE 2.4.3. Uno spazio vettoriale su C dotato di norma e completo
rispetto alla metrica indotta dalla norma si dice spazio di Banach.

2.5. Prodotto scalare e spazi di Hilbert

DEFINIZIONE 2.5.1. Sia H uno spazio vettoriale sul campo complesso, defi-
niamo prodotto interno (o prodotto scalare) un’applicazione (-,-) : H? — C con
le seguenti proprieta: siano z,y, 2 € H e a € C

(1) (y,2) = (z,y)

(2) (x+y,2) = (z,2) + (y,2)

(3) (amw,y) = a(z,y)

(4) (z,z) >0,e (z,2) =0 < =0

TEOREMA 2.5.2. Dalle proprieta sopra elencate per il prodotto scalare, ne
derivano altre:

(1) (0,y)=0Vye H

(2) (z,0y) =@ (z,y)
Si dimostrano anche altre proprieta, che mostrano come lapplicazione ||x| =
V(x,x) sia una norma, come definita nella sez. 2.4:

(1) (DISUGUAGLIANZA DI SCHWARZ) |(z,y)| < ||z ||ly]]
(2) [lz +yll < =] + llyll
(3) [lex]| = |af =]

DEFINIZIONE 2.5.3. Dato che il fatto che |z|| = y/(z,x) sia una norma
(norma indotta dal prodotto interno) permette di introdurre anche una distanza
indotta dalla norma (vedi sez. 2.4), H ¢ anche uno spazio metrico. Si definisce
spazio di Hilbert uno spazio con prodotto interno completo rispetto alla distanza
indotta dal prodotto interno.
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TEOREMA 2.5.4. (IDENTITA DEL PARALLELOGRAMMA) sia H uno spazio di
Hilbert, e ||-|| la norma indotta dal prodotto interno; per ogni x, y € H wvale allo-

ra la relazione ||z + y|* + ||z — y||* = 2 <||m||2 + ||y||2> Inoltre questa proprieta

contraddistingue le norme indotte da un prodotto interno: si puo mostrare che
se e solo se ||-|| soddisfa lidentita del parallelogramma, allora

1 2 2 . .02 .2
(2.9) = 7 [le+yl” = e =yl* + 1 (1 + 1y = |l — 1y*)]
ha le proprieta di un prodotto scalare.

Consideriamo ora la funzione lineare che associa (per un y € H fissato) ad
ogni x € H il numero complesso (z,y).

TEOREMA 2.5.5. Per ogni y € H lapplicazione © — (x,y) & lineare e
continua. Inoltre anche x — ||z|| é continua.

DEFINIZIONE 2.5.6. Se (z,y) = 0 diciamo che = ed y sono ortogonali, e
scriviamo x L y. La relazione di ortogonalita € simmetrica.

Definiamo z+ Pinsieme di tuttigliy € H : y L 2; se M C H & un sottospazio
di H definiamo M~ I'insieme di tutti i vettori y € H che sono perpendicolari
a tutti i vettori z € M. Un sottospazio di uno spazio di Hilbert si dice chiuso
se le successioni convergenti di elementi del sottospazio convergono ad elementi
del sottospazio (se lim,, o0 , =T € x,, € M implica T € M, M si dice chiuso).

\

TEOREMA 2.5.7. Se M ¢é un sottospazio dello spazio di Hilbert H, M+ ¢ un
sottospazio chiuso di H.

Si dimostrano una serie di importanti teoremi che riguardano i sottospazi
di uno spazio di Hilbert:

TEOREMA 2.5.8. Ogni sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso E di uno
spazio di Hilbert H contiene un solo elemento di norma minima, g € E : ||y|| =
infoep ||z

TEOREMA 2.5.9. Sia M wun sottospazio chiuso di H. FEsiste una ed una
sola coppia di applicazioni lineari P - H — M, Q : H — M con le sequenti
proprieta:

(1) Ve € Hz = Pz + Qx

Q)VzeeMzr=Pz, Qr=0eVr €M 2=Qxz, Pt =0
(3) Va € H |lz — Pal| = infyenr ||z — y]

(4) [|l=[* = | P2|® + ||Q=|?

Si dice che P e Q proiettano x sui sottospazi M e M*.

COROLLARIO 2.5.10. Se M # H, M+ non ¢é vuoto e contiene almeno un
elemento diverso da 0.

Abbiamo mostrato che + — (z,y) ¢ un funzionale lineare continuo; un
teorema molto importante mostra come tutti i funzionali lineare su H possano
essere espressi in questo modo.

TEOREMA 2.5.11. Se L ¢ un funzionale lineare su H, e ker L # H, allora
dim (ker L)* =1
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TEOREMA 2.5.12. Se L ¢é un funzionale lineare continuo su H, allora vi é
uno ed un solo y € H tale che Lx = (x,y) Yx € H.

DEFINIZIONE 2.5.13. Un insieme u,, di vettori di uno spazio di Hilbert H,
dove o € A & un indice (discreto o continuo), & detto ortonormale se per Vo, 3 €

A (uq,ug) = dap.

TEOREMA 2.5.14. Se U = {uqa},cq € un insieme ortonormale, {ui}i?:l un
qualsiasi sottoinsieme finito di vettori di U e x = Zle ciu; € una combinazione
lineare dei vettori di tale sottoinsieme, allora ¢; = (z,u;) e ||z|?* = Zle les]?.

COROLLARIO 2.5.15. Dato chex =0 <= ¢; = 0V, e per ogni sottoinsieme
finito {u;}¥_,, ogni insieme ortonormale ¢ indipendente (vedi sez. 2.3).

Sia V' = {v;};_, un insieme finito di vettori linearmente indipendenti €
H; se xz & un generico vettore in H, si cercano i coefficienti che minimizzano

Hx - Y i

TEOREMA 2.5.16. Ogni sottospazio finito dimensionale di uno spazio di
Hilbert H é chiuso.

. Se si considera che

il teorema 2.5.9 ci garantisce Iesistenza di un unico elemento che minimizza
1 . I o1
tale norma, g = Pz, e che z — g € [V]~. Da queste considerazioni ¢ possibile
ricavare il seguente teorema:

TEOREMA 2.5.17. Sia {ui}le un insieme ortonormale in H, e x € H.

Allora
k

T — Z (x,u;) u;

i=1

k

xr — Z )\Zul

i=1

<

)

e l'uguaglianza vale solo se \; = (z,u;); Zle (x,u;)u; € la proiezione ortogo-
nale di x sul sottospazio generato dagli u;, § la distanza tra x ed il sottospazio,

e
k

Dl u)l = Jal* - 62

i=1

DEFINIZIONE 2.5.18. Sia U = {uq},c4 un insieme ortonormale di vettori
di H, ed z € H. Definiamo % (o) = (z,uq) il coefficiente di Fourier del vettore
x, rispetto all’insieme U.

Inoltre, se 0 < ¢ (a) < 0o € una funzione da un insieme di indici A, definiamo

k

Y odl@)= sup Y (),

a€A {aj}le CA j=1
cioe il sup delle somme su tutti i sottoinsiemi finiti di A.

TEOREMA 2.5.19. Se " 4 |¢ ()| = K < oo, linsieme degli elementi 3 €
A per i quali |¢ ()] >0 é al piv numerabile.
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TEOREMA 2.5.20. (DISUGUAGLIANZA DI BESSEL) Riferendosi alla defini-
zione data sopra, se U = {uq},cq € un insieme ortonormale,

>l (@) <l

aEA

DEFINIZIONE 2.5.21. Definiamo l'insieme

KQ(A):{f:AHC:Z\f(a)\2<oo};
acA

si puo mostrare che definendo somma, prodotto per uno scalare e prodotto
interno come

(f +9)(a) = f(a)+g(a)

questo insieme e uno spazio di Hilbert.

Abbiamo notato sopra che ad ogni vettore x di uno spazio di Hilbert H,
considerando un insieme ortonormale U = {uq},c4, corrisponde un elemento
@ (a) € £2(A) (grazie alla disuguaglianza di Bessel, siamo sicuri che la somma
Yoacal® (a)|? < o0). Cisi puo chiedere se questa corrispondenza sia suriettiva,
cioe se ogni elemento di £? (A) corrisponda ad un elemento di H; la risposta &
affermativa:

TEOREMA 2.5.22. (DI RIESZ-FISCHER) Sia U = {uq},c 4 un insieme orto-
normale in H. Se ¢ (o) € £? (A), allora 3z € H : ¢ (o) = (7, uq).

DEFINIZIONE 2.5.23. Un insieme ortonormale U = {uq},c4 si dice mas-

simale, o base Hilbertiana o base ortonormale completa se Pz € H : x # 0 e
(x,uq) =0Va € A.

TEOREMA 2.5.24. Sia U = {ua},ecyq un insieme ortonormale in H. Allora
ognuna delle sequenti affermaziont implica le altre tre.

(1) {uataca € un insieme ortonormale massimale in H

(2) L’insieme S di tutte le combinazioni lineari finite dei membri di U é
denso in H.

(3) Per ogni = € H wale che ||z|* = YoacalZ (a)?

(4) (UGUAGLIANZA DI PARSEVAL) Se z,y € H, allora

(z,y) = Y #(a)j (o)
a€cA
TEOREMA 2.5.25. Ogni spazio di Hilbert che non sia composto solo dall’e-

lemento 0 ammette una base Hilbertiana.

DEFINIZIONE 2.5.26. Diciamo che due spazi di Hilbert Hy e Hs sono isomorfi
se esiste una applicazione lineare iniettiva e suriettiva ® : Hy — H che conservi
i prodotti scalari: se z,y € Hy (z,y)y, = (®x, Py)y, .
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TEOREMA 2.5.27. Due spazi di Hilbert sono isomorfi se e solo se hanno basi
Hilbertiane della stessa cardinalita.

DEFINIZIONE 2.5.28. Uno spazio di Hilbert H si dice separabile se contiene
un sottoinsieme numerabile denso, cioe se esiste una successione di elementi di
H, {z, € H}, |, tale che per ogni = € H esista una sottosuccessione x,, che
tende a x.

n=1’

TEOREMA 2.5.29. Uno spazio di Hilbert H ha una base Hilbertiana al piu
numerabile se e solo se ¢ separabile.

TEOREMA 2.5.30. In ogni spazio di Hilbert esiste una base di Hamel B, un
insieme {x4} indipendente tale che per Vo € H x = Zj&l CiToy-

2.6. Serie trigonometriche

DEFINIZIONE 2.6.1. Sia T = {z € C: |z| = 1} il cerchio unitario nel piano
complesso; se F': T — C & una qualsiasi funzione definita su T, la funzione
definita su R come f (t) = F (eit) ¢ una funzione periodica di periodo 2m. Vi-
ceversa, ad ogni funzione periodica su R di periodo 27 corrisponde una funzione
F definita su T.

C (T) sia 'insieme di tutte le funzioni continue definite su T (o equivalen-
temente delle funzioni su R continue e 27-periodiche). Definendo il prodotto

interno (f,g) f f(t)g (t)dt, C (T) & uno spazio pre-Hilbertiano, ma non &
completo. In effettl C ( ) e completo rispetto alla norma dell’estremo superio-
re, ||f|l = supscpo,2q] |f (¢)], che perd non deriva da un prodotto scalare e non

permette di strutturare C' (T) come uno spazio con prodotto interno.

Per ottenere una struttura Hilbertiana su T e necessario formulare un inte-
grale piu generale di quello di Riemann-Stieltjes, e considerare I'insieme delle
funzioni a quadrato integrabile (L2 (T)), con prodotto scalare

(9= [ foawma

si puo dimostrare che questo spazio ¢ completo.
2.6.1. Polinomi trigonometrici.

DEFINIZIONE 2.6.2. Consideriamo gli insiemi ortonormali in C (T),

1 o 1 o
cos kx, sin kx} , { —ei”m} :
{\/27r \/_ \/_ h—1 V2T oo
definiamo quindi i polinomi trigonometrici come le combinazioni lineari finite
di elementi delle due basi, rispettivamente

N . N .

1 cos kx sin kx enT

PNWZE%*Z(% N ) Py)= 2, en p
n=—N

k=1

TEOREMA 2.6.3. [ polinomi trigonometrici sono densi in C (T), sia consi-
derando la convergenza uniforme che la convergenza in norma due. Quindi gli
insiemi ortonormali sopra definiti sono sistemi ortonormali massimali; anche 1
polinomi trigonometrici a coefficienti razionali (che sono numerabili) sono densi
in L? (T), ne seque che L? (T) ¢é separabile.
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COROLLARIO 2.6.4. Valgono risultati analoghi a quelli dimostrati nel caso
generale di uno spazio di Hilbert qualsiasi: se per una funzione f € L2 (T)
definiamo i suoi coefficienti di Fourier

R 6—1nt
n) =
Foy= [ 1=
allora vale l’uguaglianza di Parseval

f Zf

n=—oo

dt

e il teorema di Riesz-Fischer: per ogni sequenza di numeri complessi {cy}
sommabile in modulo quadro vi & una funzione in L*(T) per la quale c, =

I o 5.

2.7. Operatori lineari in H

DEFINIZIONE 2.7.1. Definiamo £ (H) l'insieme degli operatori lineari di uno
spazio di Hilbert H in se stesso,

L(H)={L:H— H;z,yc Ho,f € C= L(ax+ Py) =aLlz+ BLy}.

Un operatore lineare si dice continuo se
Vrg € H,Ve > 035 <0: ||z — z¢|| < d = ||Lz — Lag|| < ¢

si dice limitato se 3k > 0: Ve € H ||Lz| < k|z].

TEOREMA 2.7.2. Per un operatore L € L (H) le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(1) L é continuo in 0O

(2) L é continuo in tutto H
(3) L ¢ limitato
4) V{z,} : 2y, - = Lz, — Lx
2.7.1. Norme di operatori.

DEFINIZIONE 2.7.3. Definiamo B (H) 'insieme degli operatori lineari limi-
tati su H; definiamo
[ L] z
120l ey = sup == = sup || Lo—
BH) w20 |12l wxoll [l
B (H) & uno spazio vettoriale su C, ponendo (L + Ly)x = Lixz + Loz e
(AL)x = ALz.

]: sup || Lal].
[|lz]|=1

TEOREMA 2.7.4. [|-[|gy) € una norma, e B(H) é completo rispetto alla
distanza indotta dalla norma.

TEOREMA 2.7.5. Sia H uno spazio di Hilbert, {x,} una successione in H
con ||z,|| < K < o0, {yn} un’altra successione in H con ||ly,|| < K < oo e {ay}
una successione in C con )", |on| < K < oco. Allora lapplicazione

[e o]
r — Z an (T, Tn) Yn
n=1
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e lineare e continua.

DEFINIZIONE 2.7.6. Consideriamo una successione di operatori {L,} C
L (H). Diciamo che L,, — L
(1) In norma: se Ve > 03N :n > N = |Ln— Ll < € cioe se
Sup||z|=1 |1 Lnz — La| <e.
(2) Fortemente: se Vo € H L,x — Lx, cioe¢ se Ye > 0,2 € H 3N, : n >
N, = ||Lpx — Lz|| < €
(3) Debolmente: se Vx,y € H (Lpz,y) — (Lz,y)

TEOREMA 2.7.7. La convergenza in norma implica la convergenza forte, che
implica la convergenza debole, ma non viceversa.

DEFINIZIONE 2.7.8. Definiamo kernel (nocciolo) di un operatore L € L (H)
Iinsieme degli x € H tali che Lz = 0. Questa definizione corrisponde a quella
data per i funzionali lineari. Definiamo rango di un operatore l'insieme degli
y € H tali che Lz = y per qualche x € H:

ker L ={z € H: Lz =0}
ranL={y€ H:3rv € H: Lx =y}

2.7.2. Operatori aggiunti.

DEFINIZIONE 2.7.9. Sia L € L (H); definiamo ’operatore aggiunto L* come
Poperatore che Vz,y € H soddisfa (Lx,y) = (z, L*y).

TEOREMA 2.7.10. Se L € B(H) anche L* € B(H); inoltre |L*| 3 = || L||z
e (LX) =L.

Nel caso finito-dimensionale, per CV, si pud mostrare che tutti gli operatori
lineari si possono rappresentare con matrici, A = (a4;), con a;; € C, in modo
tale che Lx = Ax = Zij a;jxjé;, dove é; sono i vettori della base rispetto alla
quale sono date le componenti x; dei vettori dello spazio. Inoltre, con il prodotto
scalare definito come (x,y) = >, 2;7;, ¢ facile mostrare che L* & rappresentato
dalla matrice aggiunta A* = (aj;).

2.7.3. Operatori compatti. Introduciamo per prima cosa alcune nozioni
topologiche su spazi metrici (valide quindi in particolare su spazi di Hilbert).

DEFINIZIONE 2.7.11. Sia A C X, dove X ¢ uno spazio metrico. A si dice
compatto se per ogni successione {z,} C A esiste una sottosuccessione che
converge ad un punto x € A. Un insieme si dice chiuso se contiene tutti i suoi
punti di accumulazione; la chiusura A di un insieme A & I'unione dell’insieme e
dell’insieme dei suoi punti di accumulazione; chiaramente A = A se A & chiuso.

Un insieme si dice precompatto se la sua chiusura e compatta.

TEOREMA 2.7.12. Sia A C J dove J & uno spazio normato; allora se A é
compatto, é anche chiuso e limitato (3K > 0: |jz| ; < K Vx € A).

TEOREMA 2.7.13. Se J = RN, CN (finito-dimensionale) A C J ¢ compatto
se e solo se é chiuso e limitato.
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TEOREMA 2.7.14. (DI BOLZANO-WEIERSTRASS) In CV ogni successione
limitata ammette una sottosuccessione convergente, e ogni insieme limitato ed
infinito ha almeno un punto di accumulazione.

Questi teoremi non si possono pero estendere al caso infinito-dimensionale:

TEOREMA 2.7.15. Sia H spazio di Hilbert, con dim H = oo, allora l’insieme
S ={x:|z|| =1} é chiuso e limitato ma non compatto.

Siamo ora pronti a definire la nozione di operatori compatti.

DEFINIZIONE 2.7.16. Un operatore L € L(H) si dice compatto se per
VC C H limitato L (C') & precompatto; in altre parole, se V{xz, € H},| x| <
K 3{zy,,} : {Lzy,} converge.

TEOREMA 2.7.17. Se dimran L < oo, L é compatto.
Se H ¢ separabile, ogni operatore compatto e limite in norma di una suc-
cessione di operatori A, con dimran A, < oco.

2.7.4. Spettro di operatori.

DEFINIZIONE 2.7.18. Definiamo il prodotto di due operatori L1, Ly € B (H)
come (LiLy)x = Ly (Lox) Vo € H . E facile notare che ||LiLo| < ||Ly| || L2]|.
Questo fatto, unito alla completezza di B (H) ed alla presenza di un funzionale
lineare continuo F : x — z tale che LE = FL =LVYL € B(H) e |E|| =1 fa di
B (H) un’algebra di Banach.

Definiamo I’operatore inverso di un operatore L : H — H 'operatore L !
tale che Yy € H L™'y =z <= Lx = y; 'operatore inverso esiste se e solo se
L & biunivoco: se L non fosse suriettivo, L~ non sarebbe definito per qualche
y € H, e se non fosse iniettivo, Lx; = Lzy = y e quindi L~y non sarebbe
univocamente definito; L~'L = LL™' = E.

TEOREMA 2.7.19. L’inversa di un’applicazione lineare é lineare.

TEOREMA 2.7.20. (DELLA MAPPA APERTA) Siano G ¢ W due spazi di Ba-
nach su C, e L : G — W lineare. Se L(G) =W (se L é suriettiva) allora sia
Sa CG={z € G: || <1} la sfera unitaria in G, allora 6Sw C L (S¢q), dove
0Sw ¢ la sfera di raggio 6 > 0 in W,

COROLLARIO 2.7.21. Se L € B(H) ed é biunivoca, allora ||Lz| > ¢ |z|;
allora ||z = |[LL™ x| > &§ | L7 2||. Quindi |[L™ x| < 1/6|z|, quindi L™' €
B(H).

DEFINIZIONE 2.7.22. Definiamo lo spettro o (L) di un operatore L € B(H)
come l'insieme dei A € C tali che L — AE non ammette inverso continuo. Se
esiste un vettore v # 0 tale che per un A € o (L) vale che Lv — Av = 0 (in altri
termini se ker (L — AE) # {0}) si dice che A & un autovalore di L. L’insieme
degli autovalori si dice spettro discreto op (L); chiaramente op C o.

TEOREMA 2.7.23. Per ogni operatore L € B(H), o (L) ¢é chiuso e limitato.

TEOREMA 2.7.24. Sia T € L (H) operatore compatto. Allora é vero che:
(1) YA #0 dimker (T'— \) < oo
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(2) Se dim H = oo allora 0 € o (T)
(3) VS € B(H) sia ST che T'S sono compatti

TEOREMA 2.7.25. Sia T € L (H) operatore compatto. Per ogni n > 0
esiste solo un numero finito di elementi di o (T) che siano maggiori di 0; in
altri termini gli elementi dello spettro sono al pit numerabili, e se sono infiniti,
lunico punto di accumulazione é lo 0. Inoltre o (T') = op (T).

2.7.5. Operatori autoaggiunti. Un operatore si dice autoaggiunto se
L*=1L.
TEOREMA 2.7.26. Se L € B(H) ¢ autoaggiunto, allora i suoi autovalori

sono reali, e gli autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali.

TEOREMA 2.7.27. Se T € B(H) ¢é compatto ed autoaggiunto, e H ¢é separa-
bile, allora gli autovettori di T costituiscono una base Hilbertiana per H.
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Trasformata di Fourier

3.1. Definizione e proprieta

DEFINIZIONE 3.1.1. Sia L!(R) I'insieme di tutte le funzioni a modulo in-
tegrabile su R, L' (R) = {f R—C, [ |f(¢)|dt < oo} Sia f € L' (R),
definiamo la trasformata di Fourier di f come la funzione

Fn) = % / T f)e e,

definiamo poi I'antitrasformata di Fourier la funzione

~ 1 o ilx
g<x>=ﬁ/mg<»ewx

Sotto opportune ipotesi, <f> =f

TEOREMA 3.1.2. Sotto opportune ipotesi di regolarita, per le funzioni f,

f1, fo € LY*(R) e le loro trasformate f, fl, fg valgono le sequenti proprieta
algebriche (a,b e C, k€ R):

(1) (afi +bfo) = afi +bfs

@) (f) @) = f(-2)
® Ho=7n
@) (f (z—w) (\) =eMf(N)
(5) (" (@) (\) =F(A—n)
(6) (f (k2)) (\) = £ (\/K)
e le proprieta analitiche
(1) f ¢ timitata, |f )| < 1l = 7= [51f (@) do
(2) fé uniformemente continua
(4) Se f™ e L' (R) e lim| ;oo f™ (x) =0 per n < m, allora

(£ @) ) =G0 F o)
(5) Se z™f (z) € L' (R) allora Vj <m 27 f (x) € L' (R), e
() £ (@) ) =F9 )

27
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3.1.1. Trasformata di Fourier in L?. L? non & un sottoinsieme di L',
e quindi esistono funzioni in L? per le quali

F= o= [ r@eta

non ¢ ben definita. Si pud pero definirla senza problemi in L? N L'; considerato
che L? N L' & un sottoinsieme denso di L?, e che Vf € L? esiste {f,} C L>NL!
tale che f,, — f in norma 2, possiamo definire

f = lim fn
n—oo
Dato che la norma di L? non distingue tra funzioni che differiscono su un
insieme di misura 0 (in effetti gli elementi di L? sono classi di equivalenza di
funzioni che sono uguali quasi ovunque), il problema di questa definizione ¢ che
la trasformata ¢ ben definita come elemento dello spazio di Hilbert L2, ma non

puntualmente.
Si puo dimostrare che vale anche 'uguaglianza di Parseval

171, = || 4],

3.2. Convoluzione

DEFINIZIONE 3.2.1. Siano f,g € L' (R). La convoluzione di f e di g si
scrive f *x g ed & definita da

(f*g)(fc)=¢%/2f(y)g(x—y)dy

TEOREMA 3.2.2. Siano f,g € L' (R).
(1) f*xg€ L' (R)
(2) frg=gxf
(3) (Fx9) (V) =S Mg
@) 1f xglly = JZ 1(f *9) (@) d < = Ifll; lglly
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Integrale di Lebesgue

4.1. Integrale di Riemann

Ricordiamo per cominciare la definizione dell’integrale di Riemann, oltre a
qualche teorema. Ci limiteremo ad integrali su intervalli di R!.

DEFINIZIONE 4.1.1. Sia dato un intervallo [a,b], con a < b € R. Si definisce
partizione di [a,b] un insieme P finito di punti tali che

a=rg<x1<...<xp_1<2, =0

Scriveremo inoltre Ax; = x; — x;_1.
Se ora f ¢ una funzione reale limitata definita su [a, b], e P una partizione
di [a, b] poniamo

U(P f)=> MAx L(P,f)=)Y miAz;
i=1 =1

b b

/fdx:infU(P,f) /fdm:supL(P,f)

dove inf e sup sono calcolati al variare di tutte le partizioni di [a,b], e i due

integrali si dicono rispettivamente integrale di Riemann superiore e inferiore.
Se i due integrali sono uguali, f si dice Riemann-integrabile (f € R ([a,b])), e

definiamo l'integrale di Riemann di f su [a, b] il valore comune dei due integrali,

/abfdm:/abfdm:/abfdx.

Osserviamo che, dato che ogni funzione limitata esistono m, M € R tali che
m < f(x) < M per ogni x € [a,b],

m(b—a) <L(P,f)<U(P,f)<M(b—a),

gli integrali di Riemann superiori ed inferiore sono definiti, anche se non ¢ detto
che abbiano lo stesso valore.

TEOREMA 4.1.2. f € R ([a,b]) se e solo se per ogni € > 0 esiste una
partizione P tale che

U, f)—L(P,f)<e.

29
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Se tale condizione é verificata per la partizione P = {xg,x1,...,x,} et; €

[zi—1,2;] allora
b
i) Ax; — / fdx

4.2. Misura di Lebesgue

< €.

Il primo passo per la costruzione di una versione di integrale piu sofisticata,
ed in grado di integrare una classe piu ampia di funzioni, ¢ la definizione di
funzioni che permettano di assegnare un misura agli insiemi.

DEFINIZIONE 4.2.1. Indichiamo con il simbolo () I'insieme vuoto. Se A e B
sono due insiemi, definiamo:
> Punione dei due insiemi, AUB ={z:2x€ AVz € B}
> Dintersezione, ANB ={x:x € ANz € B}
> la differenza, A— B={x:x € ANz ¢ B}
Due insiemi si dicono disgiunti se AN B = ().
Una famiglia di insiemi R si dice anello se A, B € R implica che AUB € R
e A—B € R. Poiche ANB =A—(A— B), se R ¢ un anello anche AN B € R.
R si chiama o-anello se I'unione di un insieme numerabile di elementi di R &
ancora un elemento di R, cioe¢ se A, € R implica

GA,LER;
n=1

se R e un o-anello, anche 'intersezione di una collezione numerabile di elementi
di R e ancora un elemento dell’anello,

ﬂAn_A1 U(Al—An)eR

n=1
Una funzione ¢ : R — R U {+00, —00} si dice funzione di insiemi additiva
se
A BeERANB=0=¢(AUB)=¢(A)+¢(B),
e numerabilmente additiva se

o o
(421) A €Rji#j=>ANA=0 = ¢ <U Al-) => ¢4,

n=1 n=1
Inoltre per evitare ambiguita escluderemo le funzioni la cui immagine contiene
sia 400 che —oo, e quelle per cui VA € R: ¢ (A) = too.

TEOREMA 4.2.2. Se una funzione di insiemsi ¢ soddisfa le condizioni enun-
ctate qui sopra, allora valgono le sequenti proprieta:
(1) La serie nella equazione (4.2.1) converge assolutamente
(2) ¢(0) =
(3) ¢ (UL Ai) = S0 6 (An) sei £ = Ain Ay =0
(4) SeVAGR ¢ (A) >0, e AC B, allora ¢ (A) < ¢ (B)
(5) §

<o (
5) Se ACB e|p(A) <00, p(B—A)=¢(B)—¢(A)
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(6) Se A,e ReA, CA,1eA, CAconAcR,

n—0o0

A=JA = lim ¢(4,) =¢(4)
n=1

4.2.1. Costruzione della misura di Lebesgue.

DEFINIZIONE 4.2.3. Definiamo un intervallo in RP l'insieme dei punti x €
RP = (x1,x2,...,2p) tali che

a; <z <by t=1,...,p

sia che le disuguaglianze siano prese in senso stretto o con alcuni < segni sosti-
tuiti da <; non si esclude il caso in cui per qualche i si abbia a; = b;, e I'insieme
vuoto € un intervallo.
Un insieme costituito da un numero finito di intervalli si dice insieme ele-
mentare. Definiamo la funzione di insiemi
P
m (1) =[] b —a),

i=1

ese A= Uivzl I, € 'unione di un numero finito di intervalli disgiunti, poniamo

(4.2.2) m(A)=> m(I,)

TEOREMA 4.2.4. Indichiamo con & la famiglia dei sottoinsiemi elementari
di R.

(1) € ¢ un anello, ma non un o-anello

(2) VA € &, é possibile scrivere A come [unione di un numero finito di
intervalli disgiunti

(3) m (A) definita dalla (4.2.2) non dipende dalla scelta di intervalli di-
sgiunti che compongono A

(4) m é additiva su &.

DEFINIZIONE 4.2.5. Una funzione di insiemi additiva e non negativa 1 de-
finita su & si dice regolare se per ogni A € £ e € > 0 esistono F,G € &£, con F
chiuso e G aperto, taliche FC AC G e

P(G)—e<p(A) <P (F) +e

Ad esempio, m & regolare.

Sia ora u additiva, non negativa, regolare e finita su £. Ricopriamo un
insieme B C RP con un infinita numerabile di insiemi aperti elementari A,,,
B C |J;2 | Ay Definiamo la misura esterna di B corrispondente a

w(B)=inf 3 i (A,)
n=1

dove l'inf & calcolato al variare di tutti i ricoprimenti di B. Evidentemente
w*(B) >0, ese By C By, u* (By) < u* (Ba).
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TEOREMA 4.2.6. Per ogni A€ &, pu* (A) = u(A), e se B=,_, By
W (B) <3 (B)
n=1

DEFINIZIONE 4.2.7. Definiamo la differenza simmetrica tra due insiemi A e
B come
S(A,B)=(A-B)U(B—-A),
e, se A,B CRP,
d(A,B) = 1" (S (A, B)).
La funzione d (A, B) & “quasi” una distanza: si pud mostrare che soddisfa le
proprieta

d(A,B)=d(B,A)  d(A,A) =0 d(A,B)<d(AC)+d(C,B)

ma non ¢ vero che d(A,B) = 0 = A = B; a questa difficolta si pud ovviare
lavorando nell’insieme delle classi di equivalenza dei sottoinsiemi di RP? rispetto
alla relazione di equivalenza d (A, B) = 0. A meno di riformulazioni ovvie delle
definizioni, si ottiene cosi una distanza a tutti gli effetti, e quindi si puo definire
uno spazio metrico.

Diremo che A,, — A se

lim d (A, A,)=0;

n—oo
se esiste una successione {A, } C & di insiemi elementari tale che A,, — A diremo
che A & finitamente p-misurabile, e scriveremo A € Mp (u). Se A & 'unione
di una collezione numerabile di insiemi finitamente p-misurabili, diremo che &
w-misurabile, e scriveremo A € M ().

TEOREMA 4.2.8. M () € un o-anello, e u* é numerabilmente additiva su
M ().

In altri termini, Mg (1) & il completamento di £, e M (p) “estende” Mg (1)
rendendolo un c-anello. In maniera analoga p* “estende” la funzione p (defi-
nita solo su &) dandole un senso anche in M (1), nel quale & numerabilmente
additiva. Una funzione di questo tipo si dice misura, e se u = m si dice misura
di Lebesgue.

4.3. Integrale di Lebesgue

DEFINIZIONE 4.3.1. Le nozioni fin qui introdotte sono state trattate in RP,
ma in realta le questioni fondamentali riguardano la struttura di un o-anello e
la presenza di una funzione numerabilmente additiva definita su tale insieme.

Un insieme X si dice spazio di misura se esiste un o-anello M di sottoinsiemi
di X (che si dicono misurabili), ed una funzione di insiemi p non negativa e
numerabilmente additiva, detta misura, definita su M. Se X € M, X si dice
spazio misurabile.

Sia f una funzione definita su uno spazio misurabile X, a valori in R U
{+00, —o0}. La funzione f si dice misurabile se 'insieme

{z: f(x) >a}

€ misurabile per ogni a € R.
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TEOREMA 4.3.2. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(1) {z: f(z) > a} é misurabile per ogni a € R
(2) {z: f(x) > a} é misurabile per ogni a € R
(3) {z: f(x) < a} é misurabile per ogni a € R
(4) {z: f(z) < a} é misurabile per ogni a € R

TEOREMA 4.3.3. Se f é misurabile, anche |f| é misurabile; se {f,} é una
successione di funzioni misurabili e

g (z) =sup fn (v) h(z) = limsup f, (v)

n—oo

anche g e h sono misurabili; se f e g sono misurabili, anche g+ f, gf, max (f,g)
e min (f, g) sono misurabili, in particolare sono misurabili

f+:max(f,0) f_:—mln(f,())

DEFINIZIONE 4.3.4. Sia s una funzione definita su X a valori reali. Se
I'immagine di s ¢ finita, diremo che f ¢ una funzione semplice. In particolare &
semplice la funzione caratteristica di un sottoinsieme F C X,

wo={y g

e se 'immagine di s ¢ costituita dai valori distinti {ci}ij\il, eE; ={z:s(z) =q},

allora
N
s = E CiXE;»
i=1
e s ¢ misurabile se e solo se tutti gli insiemi F; lo sono.

TEOREMA 4.3.5. Ogni funzione puo essere approssimata con funzioni sem-
plici: sia f : X — R, allora esiste una successione {s,} di funzioni semplici tali
che sy, (x) — f (x) puntualmente per n — oco. Se f é misurabile, si puo scegliere
una successione di funzioni semplici misurabili, e se é anche non negativa {s,}
si puo scegliere monotona crescente. Se f & limitata, la convergenza € uniforme.

DEFINIZIONE 4.3.6. Sia f una funzione misurabile e non negativa definita
sullo spazio misurabile X con misura u, e S I'insieme di tutte le funzioni semplici
misurabili su X, s = Zf\il CiXE;, tali che 0 < s < f. Siapoi X D F € M.

Definiamo
N

Ip(s) = e (BN E):;
i=1
allora
[ rdu=sup1n(s)
E ses

si dice integrale di Lebesgue di f, rispetto alla misura p, sull’insieme E. L’inte-
grale puo valere anche +o0o. Chiaramente, per ogni funzione semplice misurabile
non negativa

/Esd,u:IE(S).
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La definizione si estende al caso di funzioni misurabili: diciamo che f misu-
rabile e integrabile secondo Lebesgue su F, rispetto alla misura u, e scriveremo

feL(p)suk, se
/ frdu < oo / fdu < oo,
E E

Afwzlyﬂm—éfdw

TEOREMA 4.3.7. L’integrale cost definito gode delle sequenti proprieta:

(1) Se f & misurabile e limitata su E, e se u(E) < 0o, allora f € L (u) su
E
(2) Sea< f<bsuFE, esepu(E)<oo, alora

ap (E) S/Efduébu(E)

(3) Se f,ge L () suE, ese f<ginFE, allora

Af@éﬁg@

(4) Se f € L(p) su E, allora cf € L(u) su E per ogni costante finita ¢, e

/chdu:c/Efd,u

(5) Se pu(E) =0 e f é misurabile, allora

/Efd,u:O

(6) Se fe L(p) suE, ACE é misurabile, allora f € L (1) su A.

e definiamo

TEOREMA 4.3.8. Se f ¢ misurabile e non negativa su X, oppure se f € L (1)
su X, e definiamo per A € M

o(4) = [ fap,
A
¢ € numerabilmente additiva su M.

COROLLARIO 4.3.9. Se ABe M eu(A—B)=0, e f é misurabile e non
negativa, oppure f € L () su X, allora

/Afdu=/deu

In altre parole, se due funzioni differiscono solo su un insieme di misura
nulla, il loro integrale sara uguale. Se per una funzione una proprieta vale per
tutti i punti in cui ¢ definita, eccetto che per un insieme di punti di misura
nulla, diremo che la proprieta e verificata quasi ovunque.

TEOREMA 4.3.10. Se f € L(u) su E, allora anche |f| € L () su E; se f ¢
misurabile su E, e |f| < g eg€ L(n) suE, allora f € L () su E.
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TEOREMA 4.3.11. (DELLA CONVERGENZA MONOTONA DI LEBESGUE) Sia
E € M; sia {fn} una successione di funzioni misurabili tali che

0< fi(x)<...< fo(z) < frp1(x) < ... Vo € E.

Se definiamo f come il limite f (x) = lim,_, fn (z), allora
lim fndu = / fdu.
COROLLARIO 4.3.12. Siano f1, fo € L (u) su E, allora f = fi1+ f2 appartiene

o L(n) suE, e
/EfdMZ/Ef1du+/Ef2du-

Se {fn} € una successione di funzioni misurabili non negative, e

f@)=> folz) VzeE
n=1

/Efduzgjl/Efndu.

TEOREMA 4.3.13. (D1 FATOU) Sia E € M, {f,} una successione di funzioni
misurabili non negative e

allora

f(x) =liminf f, (z)

n—0o0

allora

/ fdu < liminf/ fndu
E n—oo E

TEOREMA 4.3.14. (DELLA CONVERGENZA DOMINATA DI LEBESGUE) Sia
E € M, {fn} una successione di funzioni misurabili tali che f, (x) — f (z); se
esiste una funzione g € L (u) su E tale che |f, (z)| < g(x) Yn,z € E, allora

lim fndu = / fdu.
E

n—0o0 E

4.3.1. Integrale di Riemann ed integrale di Lebesgue. L’integrale
di Lebesgue permette di integrare classi piu ampie di funzioni, e soprattutto
I'integrabilita si conserva in modo naturale per operazioni di passaggio al limite.
Dato che R! & uno spazio misurabile con il o-anello e la misura di Lebesgue
definite nella sezione 4.2, diventa naturale chiedersi che relazione esista tra
I'integrale di Riemann e quello di Lebesgue nel caso di integrali su intervalli di
R!.

TEOREMA 4.3.15. Se f € R ([a,b]), allora f € L (m) su [a,b], e

b
/ fdr = fdm;
a [a,b]

Se f é limitata su [a,b], é Riemann-integrabile se e solo se é continua quasi
ovunque in [a,b].



