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Cari studenti,

questi sono gli appunti delle lezioni del corso di Istituzioni di Fisica Nucleare e
Subnucleare tenute fino all’anno accademico 2001-02, 'ultimo anno del vecchio or-
dinamento del corso di Laurea in Fisica all’'Universita " Roma Tre”.

A partire dal 2003 questo corso e stato sostituito da due corsi, uno nel terzo anno
della Laurea Triennale: Elementi di Fisica Nucleare e Subnucleare, e ’altro nel primo
anno della Laurea Specialistica: Complementi di Fisica Nucleare e Subnucleare.
Comunque gli argomenti trattati nei due corsi non sono sostanzialmente diversi
da quelli del corso precedente, ¢ cambiato un po’ 'ordine di presentazione degli
argomenti, e alcuni ora vengono trattati in altri corsi "a scelta”.

Gli appunti sono divisi in 1-Metodologie, 2-Fisica Nucleare, 3-Fisica Subnucle-
are, e sono corredati da appendici, alcune sono richiami di argomenti gia trattati nei
corsi della Laurea Triennale, altre sono approfondiment: di argomenti trattati nei
corsi dell’indirizzo di Fisica Subnucleare della Laurea Specialistica. L’intendimento
e quello di uniformare definizioni, simboli e formule a quelli usati in queste lezioni.

Questi appunti non possono sostituire un buon libro di testo perché gli argomenti
sono trattati in modo piuttosto schematico senza curare le connessioni logiche, le
figure non sono di buona qualita, mancano i riferimenti bibliografici, etc..., e so-
prattutto perche non vogliono sostituire i libri di testo, ma unificare piu argomenti
che sono trattati in testi diversi. Siete quindi caldamente invitati a studiare sui libri,
e ce ne sono di ottimi. Buono studio.
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Chapter 1

Metodologie della fisica nucleare e
subnucleare

1.1 Introduzione

La fisica e lo studio dei fenomeni della natura e della loro interpretazione in base
a leggi il piu semplici e generali possibile. Per questo si cerca di interpretare i
fenomeni macroscopici come una composizione e successione di interazion: a livello
microscopico tra costituenti elementari.

Ad esempio, la legge delle proporzioni chimiche di Dalton stabili, all’inizio dell’800,
che le reazioni chimiche avvengono rispettando semplici leggi di combinazione: due
proporzioni di idrogeno combinate con una di ossigeno ne formano due di acqua,
2 Hy + Oy — 2 H50, che interpretato come fenomeno microscopico implica che
le quantita in gioco dei singoli elementi sono proporzionali ad alcune quantita ele-
mentari, cioe che la massa di una mole € proporzionale alla masse di una molecola,
ovvero

M (grammo molecola) = N x M (molecola)

Un esempio tratto da fenomeni di conduzione elettrica e la legge di Faraday,
della meta dell’800, per cui in elettrolisi la formazione su un elettrodo di una mole
di un elemento monovalente corrisponde ad una quantita fissa, F© = 96500 C, di
carica elettrica. Combinando questa osservazione con la precedente abbiamo per la

costante di Faraday
F =96500 C'/mole = N x e

dove e e la carica elettrica elementare.

Un altro esempio ¢ la legge di Boyle. Per una mole di un gas ideale pV = RT.
Sulla base degli studi di termodinamica statistica di Maxwell, Boltzmann e Planck
della seconda meta dell’800, sappiamo che la costante dei gas ideali R ¢

R=Nxk

dove k ¢ la costante di Boltzmann.
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La costante N che interviene in questi tre esempi di leggi della chimica, elettricita
e meccanica statitistica e il Numero di Avogadro il cui valore venne determinato
sperimentalmente con precisione solo nel 900 studiando molti diversi fenomeni

N, = 6.02 10%* mole™!
e possiamo definire la carica elettrica elementare

e=F/N,=1.6010"" C

1.1.1 Il protone

Per il sistema atomico piu semplice, I'idrogeno, una mole ha la massa di 1 grammo.
La massa dell’atomo di idrogeno & quindi my = 1 grammo/N,

my = 1.66 1072 kg

In queste lezioni useremo come unita di misura il sistema MKSA che e quello ufficiale
dell’Unione Europea. Per i sistemi microscopici € perd piu conveniente usare come
unita di misura di energia 1’ elettron Volt, eV = 1.60 10~ J. Sfruttando 'equivalenza
tra energia e massa espressa dalla relazione di Einstein, £ = mc?, useremo come
unita di massa eV/c? (o i suoi multipli), dove ¢ ¢ la velocita della luce del vuoto

c=3.0010%m s !
In queste unita la massa dell’atomo di idrogeno ¢

2 —27 16, 2 -2 ~10 151071 J 9
Poiché, come vedremo, I'atomo di idrogeno e uno stato legato protone-elettrone e
la massa dell’elettrone ¢ molto minore di quella del protone e I'energia di legame e

trascurabile, questa e con buona approssimazione la massa del protone
m, = 938 MeV/c*

Il protone & il primo (dal greco mpwTog) costituente elementare. E caratterizzato da
carica elettrica +e e massa m,.

1.1.2 L’elettrone

Alla fine dell’800 lo studio di molti fenomeni ha indicato che le sostanze contengono
particelle con carica elettrica negativa e che queste possono essere emesse come con-
seguenza di diverse sollecitazioni elettriche o termiche o per esposizione a radiazione
elettromagnetica. Le osservazioni erano fatte con gas molto rarefatti ed erano rese
possibili dal perfezionamento delle tecniche di vuoto.
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Nei suoi studi sulla formazione e propagazione di onde elettromagnetiche, Hertz
osservo che le scariche elettriche inducevano il passaggio di corrente in un circuito
aperto. Crookes osservo che in un tubo contente un gas molto rarefatto dove si
stabilisce una differenza di potenziale tra due elettrodi, si forma nei pressi del catodo
una scarica a bagliore che si propaga verso ’anodo e che ha intensita che dipende
dalla differenza di potenziale e dalla pressione del gas.

In entrambe i casi si osservo che il fenomeno non dipendeva né dal tipo di gas
né dal materiale degli elettrodi. Inoltre il passaggio di corrente veniva fortemente
influenzato dalla presenza di diaframmi nel tubo a vuoto o da campi magnetici. Ben
presto si chiari che questo fenomeno, chiamato emissione di ragg: catodici, era dovuto
all’emissione di cariche negative dal catodo e che queste non erano ioni negativi del
catodo.

Nel 1897 Thomson chiari la natura di queste particelle e ne misuro il rapporto
tra carica elettrica e massa. Il metodo sperimentale di Thomson e illustrato nella
Fig.1.1. In un tubo a raggi catodici, per effetto di un forte campo elettrico, le
particelle negative vengono emesse dal catodo C e accelerate verso ’anodo A in cui
vi ¢ un foro. Le particelle che attraversano il foro si muovono di moto rettilineo
uniforme e il loro passaggio viene segnalato dalla fluorescenza prodotta sulla parte
terminale del tubo. Questo permette di conoscere la traiettoria tra il foro e lo
schermo. Lungo il percorso le particelle attraversano una regione in cui si puo
stabilire un campo elettrico uniforme normale alla direzione di propagazione e un
campo magnetico normale sia a questa che al campo elettrico. Chiamiamo x la
direzione di propagazione, y la direzione del campo elettrico, z quella del campo
magnetico e ¢ la lunghezza della zona in cui e presente il campo elettrico.

Figure 1.1: Esperimento di Thomson

e In assenza di campo elettrico e magnetico le particelle vanno di moto rettilineo
con velocita v, costante ma non nota perche vengono emessi dal catodo con
velocita variabile /

T At
Le particelle cariche arrivano nel punto S dello schermo.

Vg

e In presenza di campo elettrico, £, le particelle di carica e acquistano una
componente della velocita v, = (eE,/m)At, e quindi lo spostamento dalla
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traiettoria lineare ¢

ek ek, 02
Ay=—2 (At =
y 2m< ) 2m 1)2

Le particelle cariche arrivano nel punto 1" dello schermo.

e Per valutare la velocita v, Thomson applico un campo magnetico B, in modo
che la forza risultante, F' = e(E 4+ U A B), fosse nulla e le particelle cariche
arrivassero nel punto S dello schermo

Fy:€<Ey—Usz):O /sziy

e Il valore del rapporto tra la carica e la massa dell’elettrone si ottiene quindi
dalla misura dello spostamento Ay relativo ai due punti S e T sullo schermo

e (? B2

1
Ay=—- —
2m E,

Thomson verifico che il valore e/m non dipende dal gas nel tubo a raggi catodici,
né dal materiale del catodo. Quindi stabili che questa e una particella elementare
di carica negativa contenuta nelle varie sostanze che venne chiamata elettrone (dal
nome greco dell’ambra, nAekTpor) come quantita elementare di carica negativa.

Il valore di e/m misurato da Thomson

176 10" € kgt

m
era straordinariamente simile ad un’altra quantita misurata pochi mesi prima da Zee-
man studiando gli spettri di emissione degli atomi in presenza di campo magnetico.
Zeeman aveva ossevato che, quando si acccendeva un intenso campo magnetico, le
righe di emissione venivano suddivise in piu righe e che la separazione in frequenza
era proporzionale all’intensita del campo.

Facciamo l'ipotesi che le sostanze contengano elettroni. Quando queste sono
sottoposte ad una sollecitazione termica, o a una scarica elettrica, gli elettroni sono
sollecitati ad oscillare attorno alla posizione di equilibrio. Al primo ordine dello
sviluppo del potenziale che lega gli elettroni, questa sara un’oscillazione armonica
con frequenza propria w,. Il sistema si comporta come un dipolo oscillante ed emette
radiazione con la stessa frequenza. Possiamo rappresentare il moto oscillatorio come
la sovrapposizione di due moti circolari con frequenza angolare +w, e —w,. In
presenza di campo magnetico, alla forza di richiamo —k7 si sovrappone la forza di
Lorentz et A B. L equazione del moto nel piano x — y normale alla direzione di B

mi=—kxr+eBy miy=—ky—eB i

che, per un moto oscillatorio, ha soluzione

W 2w —w=0 wy =



e, per w* < w,,
W= w, xw"

Quindi loscillatore emette su due frequenze w, + w* e w, — w* e la differenza Aw =
eB/m & proporzionale al rapporto e/m.

Poiché il rapporto e/m misurato nell’esperimento di Thomson e nell’effetto Zee-
man e molto maggiore del rapporto tra carica elettrica e massa depositata sugli
elettrodi nel caso di elettrolisi di sostanze elettricamente neutre, si conclude che la
massa dell’elettrone ¢ molto minore di quella degli atomi

e e
_— > — = me K My,
me ma

1.1.3 La carica dell’elettrone

La prima misura sufficientemente precisa della carica elementare fu fatta nel 1909 da
Millikan raffinando un metodo utilizzato da Thomson per studiare il comportamento
di gocce elettricamente cariche formate nel vapore di acqua. Millikan osservava col
microscopio il moto di gocce di olio che si caricavano elettricamente per attrito con
'aria (Fig.1.2).

<

Figure 1.2: Esperimento di Millikan

e In assenza di campo elettrico le gocce si muovono di moto uniforme per effetto
della gravita. Assumendo che siano sferette di raggio r e densita p e che 7 sia
il coefficiente di viscosita, il moto avviene con velocita costante vy

473

F = pg—6mnruv=0

Misurando la velocita di caduta si ottiene il raggio r

" 1/2
r=23 7}1/2 <2pog>

e Se durante la caduta si accende un campo elettrico diretto lungo la verticale,
la velocita di caduta di una goccia con carica elettrica ¢ cambia

Arr3
3

F= pg—6mrnruv—qk =0
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e Da queste relazioni si ottiene
oo \ /2
0
qF =6 nr (v; —vy) = 187 n*/? () (v1 — o)
2pg

Millikan osservo che tutte le cariche misurate erano multipli interi di una carica
elementare “e” e ottenne per “e” un valore entro 1'l% uguale a quello noto oggi.
Dalle misure di Thomson e di Millikan conosciamo quindi la massa dell’elettrone

.1
me = 0.511 MeV/c? Te _

1.1.4 1l fotone

Alla fine dell’800 interpretazione di due fenomeni, I'emissione di radiazione del
corpo nero e leffetto fotoelettrico, richiesero una profonda revisione delle leggi
dell’elettromagnetismo e della meccanica.

Spettro del corpo nero

Lo spettro di emissione del corpo nero e trattato nell’appendice ?7?7. Consideriamo
una cavita mantenuta a temperatura T in cui e praticato un piccolo foro, per questo
sistema si ha:

e l'energia irraggiata per unita di superficie e per unita di frequenza, il potere
emissivo specifico, € proporzionale alla densita di energia per unita di frequenza
nella cavita

e(v,T) = 2 u(v, T)

e la radiazione all’interno ¢ in equilibrio con le pareti della cavita;
e la densita di energia per unita di frequenza e espressa dalla legge di Wien
u(v,T) =v* F(v/T)

dove F(v/T) ¢ una funzione universale che dipende solo dal rapporto tra fre-
quenza e temperatura.

La forma della funzione u(v, T') & stata derivata sulla base della meccanica statistica
classica con le ipotesi seguenti

e nella cavita, all’equilibrio termico, le onde elettromagnetiche stazionarie hanno
vettore d’onda k;¢; = 2n con n intero (i = 1,2, 3; ¢; sono le dimensioni della
cavita; |k| = 2mv/c);

e per ciascuna proiezione il numero di modi di vibrazione per unita di frequenza

e dn; = ({;/c) dv
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e tenendo conto che ci sono due stati di polarizzazione della radiazione, il numero
di modi di vibrazione per unita di volume e

Ari?

dn =2 dv

3

e per il principio di equipartizione dell’energia ciascun modo di vibrazione con-
tribuisce con due gradi di liberta e quindi con un walore medio di energia

(E) = kT
Ne deriva che la densita di energia specifica e

82

u(y,T) = kT

3

Questa forma della densita di energia specifica del corpo nero, nota come formula
di Rayleigh-Jeans, non rappresenta i risultati sperimentali a frequenze elevate e
diverge ad alta frequenza: la densita di energia, U(T) = [u(v,T)dv, ¢ infinita.
Questo effetto e stato chiamato catastrofe ultravioletta.

Nel tentativo di impostare una forma della densita di energia specifica del corpo
nero che riproducesse i risultati sperimentali e seguisse le leggi della termodinam-
ica, Planck fu guidato dalle osservazioni di Hertz sulla emissione e assorbimento di
radiazione elettromagnetica da parte di dipoli oscillanti. Le ipotesi di Planck sono

e le pareti della cavita in equilibrio termico con la radiazione sono rappresentate
come un insieme di oscillatori armonici lineari con frequenze pari a quelle della
radiazione elettromagnetica;

e in funzione delle variabili coniugate p e x ’energia meccanica di ciascun ocil-

latore di massa m & ) -
P mwx
E _

“om T 2

e secondo le leggi della meccanica statistica il numero di oscillatori nell’intervallo
dpdx in equilibrio a temperatura T e

&n=C e BT dp dx C = costante

e se gli oscillatori sono indipendenti, di modo che si conserva I’energia di cias-
cuno, la relazione E = costante definisce un ellisse nel piano p — x di area
1/2 _ L

A= /dp dr = T Prmaz Tmaz = T (ZmE)l/2 (2E /mw?) -

e se si suddivide il piano p — x in anelli concentrici della stessa area h (Fig.1.3),

il j—esimo anello contiene N; = D e "/FT' oscillatori di energia E; = jhv,
(=0,1,2,..., D = costante);
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Figure 1.3: Quantizzazione dell’oscillatore armonico

e 'energia media per oscillatore, (E) = >; E; N;/>; N;, ¢ uguale all’energia
media per modo di vibrazione della radiazione in equilibrio termico nella
cavita.

Ponendo z = hv/kT si ha
Y jhve P =hve* (1+2:4322+..)=hve” (1—e?)7"
0

e F=(1+eF+e¥+..)=1-€e7)"
0

(B) = hy e~ /KT hv

1 — e—hv/kT — ohv/kT _ |

La formula di Planck per la densita di energia specifica ¢

8 hu3

U(V’ T) - 073 ehv/kT _ 1

La forma della funzione soddisfa la legge di Wien. Inoltre la formula ottenuta da
Planck riproduceva bene i dati sperimentali: dal confronto con questi ottenne il
valore della costante di Planck, h = 6.55 1073* J s, che ¢ in buon accordo con il

valore noto oggi
h = 6.626076 + 0.000004 1073* J s

Nel limite in cui la costante di Planck e piccola, h — 0, si ottiene la formula classica
di Rayleigh-Jeans

_ hv hv

lim

= = kT
h=0 eh/FT —1 1+ h/kT+...—1

Il risultato presentato da Planck nel 1900 era assolutamente sorprendente: gli
oscillatori armonici in equilibrio termico con la radiazione elettromagnetica scam-
biano energia solo sotto forma di multipli interi di un quanto di energia pari a huv.
Ne risulta che 'energia di un oscillatore armonico lineare non puo variare in modo
continuo, ma puo solo avere valori quantizzati multipli della frequenza propria v
moltiplicata per la costante di Planck. Le variazioni discrete di energia tra due stati
corrispondono all’emissione o all’assorbimento di quanti di radiazione elettromag-
netica di energia hv che sono chiamati foton:.
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Effetto fotoelettrico

L’emissione di cariche elettriche negative da materiali esposti a radiazione ultravio-
letta fu osservata da Hertz nel 1887. Ulteriori misure chiarirono che in un sistema
costituito da due elettrodi con differenza di potenziale AV

e |'esposizione alla luce di un elettrodo induce il passaggio di corrente;

e questo avviene solo per una polarita, quando l'elettrodo esposto ha carica
negativa;

e le cariche raccolte all’anodo non sono ioni negativi del catodo.

A seguito della scoperta dell’elettrone ci si convinse che il passaggio di corrente era
dovuto all’estrazione di elettroni provocata dall’interazione della luce sul catodo.

Una serie di misure piu raffinate fu eseguita da Lenard nel 1900 utilizzando
un tubo a raggi catodici. L’elettrodo C e esposto a radiazione elettromagnetica
e le cariche emesse possono essere accelerate dal potenziale variabile AV tra C e
Ielettrodo A. Nella zona a valle di A sono opportunamente posizionati alcuni elet-
trodi raccoglitori di carica, R, e in questa zona si puo produrre un campo magnetico
B normale alla linea di volo e quindi si puo misurare I'impulso delle particelle. Con
questo strumento (Fig.1.4) Lenard misuro il rapporto tra carica elettrica e massa dei
portatori di carica negativa e lo trovo in accordo con il valore misurato da Thomson:
sono elettroni. Inoltre osservo che

Figure 1.4: Esperimento di Lenard sull’effetto fotoelettrico

e si ha passaggio di corrente solo per tensioni AV minori di 1 +2 V;

e per intensita di luce costante, la corrente aumenta da questo valore fino a
AV ~ (0 V e si mantiene costante per valori negativi;

e l'intensita di corrente dipende dall’intensita della luce, ma non dipende dalla
frequenza;

e l'energia cinetica degli elettroni emessi dal catodo non dipende dalla intensita
della luce, ma solo dalla frequenza;
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e la relazione tra energia cinetica e frequenza e

E.=hv—1,)

Questi risultati vennero raffinati da misure piu precise effettuate alcuni anni dopo
da Richardson e Compton, e da Millikan. Ma gia nel 1905 Einstein diede una spie-
gazione semplice dell’effetto fotoelettrico basata sui quanti di radiazione di Planck
considerando il fotone non come un modo di vibrazione del campo elettromagnetico,
ma come una particella

e la radiazione elettromagnetica di frequenza v e formata da fotoni di energia
E = hv;

e nell’interazione i fotoni cedono tutta I’energia agli elettroni legati nei materiali;

e parte dell’energia, eV, & spesa per il lavoro di estrazione degli elettroni dal
materiale;

e il resto e ceduta come energia cinetica agli elettroni liberi;
e la conservazione dell’energia ¢ hv = eV, + E..

Pochi anni dopo Millikan misuro il coefficiente h della legge dell’effetto fotoelettrico,
h = 6.56 10734 J s, in ottimo accordo con la determinazione fatta da Planck.

1.1.5 Il modello atomico di Bohr

I materiali a temperatura T irraggiano energia termica con uno spettro continuo.
Invece si e osservato che la maggior parte degli elementi sotto forma di gas una volta
eccitati emettono radiazione sotto forma di righe discrete. Inoltre, a partire dalla
scoperta di Balmer del 1885 sulla regolarita delle righe di emissione dell’idrogeno, si
e accumulata una enorme quantita di informazioni che dimostrano che le frequenze
delle righe spettrali degli elementi implicano 'esistenza di una struttura semplice.

Queste evidenze intrigarono a lungo i fisici e un passo importante fu fatto nel 1911
da Rutherford che dimostro sperimentalmente che un sistema atomico ¢ costituito
da uno stato legato di un nucleo di carica positiva circondato da una distribuzione
di carica negativa, gli elettroni, e che inoltre le dimensioni spaziali del nucleo sono
molto piu piccole dell’estensione della distribuzione di carica negativa, cioe che il
campo elettrico del nucleo si puo trattare con buona approssimazione come il campo
coulombiano generato da una carica puntiforme.

Sulla base di questa evidenza e nell’intento di spiegare le regolarita degli spettri
degli elementi, Bohr nel 1913 propose un modello atomico che introdusse profonde
innovazioni nel modo di interpretare la struttura atomica. Trattiamo in modo sem-
plificato il modello dell’atomo di idrogeno per introdurre alcune quantita e grandezze
fisiche importanti per il seguito. Le ipotesi di base sono
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e l'atomo di idrogeno e costituito da un protone e un elettrone puntiformi legati
dal potenziale coulombiano;

e la massa del protone ¢ molto maggiore di quella dell’elettrone per cui il bari-
centro del sistema e essenzialmente il protone;

e 'atomo ¢ in uno stato stazionario, cioe, contrariamente a quanto avverrebbe
per un sistema planetario in meccanica classica, le cariche in moto accelerato
non irraggiano energia;

e quindi 'energia meccanica ¢ conservata.

Consideriamo la massa ridotta del sistema m = (m. my,)/(m. + m,) ~ m.. La
traiettoria dell’elettrone (la particella leggera) e un ellisse. Semplifichiamo il prob-
lema considerando una circonferenza di raggio r percorsa con velocita angolare &
costante. La forza coulombiana e il prodotto massa x accelerazione centripeta

La conservazione di energia e momento angolare ammette un continuo di soluzioni

1 e? 1 e?
E==-muw?r*— = —— = costante
2 4me, 7 2 dwe, 1
L =m w r? = costante

Per ottenere soluzioni discrete, seguendo la via di Planck di quantizzazione del mo-
mento lineare dell’oscillatore armonico, Bohr introdusse la quantizzazione del mo-
mento angolare

j{Ldng:nh =~ L=nh/2n=nh

(n=1,2,...)dacuisiottengono i valori dell’energia e del raggio degli stati stazionari

m (e*/4me,)? n? h?

En=- 2 n2 h? =

m e?/4re,
Gli spettri di righe osservati corrispondono alle transizioni tra stati stazionari con
emissione (o assorbimento) di radiazione di frequenza hi,,, = E,, — E,. Introdu-

ciamo due quantita costanti che ci saranno utili nel seguito (¢, = 8.85 107'% F/m,
lic=1.97 107" eV m)

B e? 1
“= Ame, he 137

62

raggio classico dell’elettrone re=-———-=28210"m
4me, mecC

costante di struttura fine
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e La costante di struttura fine ¢ il parametro adimensionale che compare nello
sviluppo in serie quando si risolvono i problemi di elettromagnetismo con il
metodo delle perturbazioni. Quindi o < 1 garantisce che i calcoli approssimati
sono di solito piuttosto precisi.

e [l raggio classico dell’elettrone e quello di una sfera carica che ha energia
elettrostatica pari alla massa dell’elettrone, m.c®>. In effetti sappiamo che
questo non ¢ il raggio dell’elettrone perché nessun esperimento ha rivelato che
I’elettrone abbia dimensioni finite ad un livello di sensibilita molto piu piccolo

dir,.
Usando queste grandezze

Loy s 2 Te
En:—ﬁa mc Tn=n"—3
Dalla prima relazione si osserva che la velocita dell’elettrone ¢ v = ac/n < ¢: questo
giustifica I'uso della meccanica non relativistica.
Per ’'atomo di idrogeno nello stato fondamentale, quello col minimo valore del
momento angolare (n = 1 nel modello di Bohr), si ha

raggio atomico di Bohr a=0.5310"m

energia di Rydberg R=136¢eV

in ottimo accordo con il valore sperimentale dell’energia di ionizzazione.

L’atomo di idrogeno ha un momento magnetico prodotto dal moto dell’elettrone
attorno al baricentro. Consideriamo l'orbita come una spira di raggio r percorsa
dalla corrente i = e/T = ew/2w. Il momento magnetico e pari al prodotto della
corrente per la superficie della spira (legge di Ampere) e ha direzione opposta (e < 0)
al momento angolare L

. , el el
fi=mr"—=—
2T 2m
Nello stato fondamentale in cui L = A il momento magnetico e pari ad un

h
magnetone di Bohr B = ;— =5810"°eV/T
m

1.1.6 Lo spin dell’elettrone

Gli stati stazionari dell’atomo di idrogeno si ottengono risolvendo l'equazione di
Schrodinger del moto dell’elettrone nel campo coulombiano del protone. Le soluzioni
sono ricavate nell’appendice 777. Le autofunzioni sono fattorizzate in una funzione
radiale R,;(r) e una angolare Y},,,(6, ¢). Gli autostati dipendono da tre numeri quan-
tici interi, |n,l,m): n ¢ il numero quantico principale (n = 1,2,...); [ ¢ I'autovalore
del momento angolare orbitale L in unita % (l=0,...,n—1); m e 'autovalore della
sua proiezione lungo un asse. Questa puo avere 20+ 1 valori, m = —I, —l+1,...,+[.
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Le regole di quantizzazione del momento angolare sono trattate nell’appendice
777, In generale 1'operatore momento angolare J & caratterizzato dall’avere auto-
valori hj con 25 + 1 = intero positivo, quindi j puo essere un numero intero o
semi-intero. Nel caso del momento angolare orbitale L gli autovalori sono interi.

Gli atomi emettono (o assorbono) radiazione elettromagnetica di frequenza v;;
passando da uno stato |n;,l;, m;) ad un altro |n;,l;, m;)

hVij = |Ez — E]l

Poiché gli autostati di energia sono discreti, gli spettri atomici sono costituiti da
righe. L’intensita delle righe dipende dalla probabilita di transizione tra i due stati.
Nel caso di sistemi atomici in generale sono piu probabili le transizion: di dipolo
elettrico in cui l'intensita ¢ approssimativamente proporzionale alla quarta potenza
della frequenza (appendice 777). In queste transizioni cambia la parita dello stato
che e caratterizzata dall’autovalore, pari o dispari, del momento angolare orbitale e
quindi [ cambia di una unita, Al = +1.

L’intensita diminuisce passando dall’ultravioletto al visibile all’infrarosso. Le
serie di righe osservate nell’emissione degli elementi alcalini sono state chiamate
Sharp, Principal, Diffuse, Fundamental, caratterizzate da frequenze (e intensita) via
via piu piccole. In spettroscopia si usa una notazione di origine storica che associa
lo stato di momento angolare alle iniziali delle serie di righe

I =01 2 3 4 5
S P D F G H

Ad esempio la serie Principal € costituita da transizioni P — S e la serie Diffuse
da D — P. Studiando le righe di emissione si € pero osservato che queste non sono
righe singole ma hanno una struttura fine, nel primo caso sono righe doppie e nel
secondo caso sono righe triple. Questo fenomeno si spiega assumendo che gli stati
con [ # 0 siano sdoppiati.

La chiave per interpretare questo fenomeno e stata fornita da Goudsmit e Uh-
lenbeck nel 1925 con una proposta bizzarra:

e se l'elettrone non fosse puntiforme si comporterebbe come una trottola (spin)
con un momento angolare intrinseco S

e questo avrebbe autovalore sh e 2s + 1 possibili proiezioni;
e per s = 1/2 l'elettrone potrebbe stare in due stati con proiezioni s = £1/2.

Nonostante partissero dal presupposto errato che l’elettrone non sia puntiforme,
queste ipotesi si rivelarono corrette e in grado di spiegare la struttura fine e una
serie di altri fenomeni osservati.
Assumiamo quindi che 'elettrone abbia un momento angolare di spin S = /2 e
un momento magnetico associato
- € 7
fi=g 55
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dove g e chiamato fattore giromagnetico. Lo stato del sistema e ora caratterizzato
dal momento angolare totale J = L+ S che ha autovalori Jj = 1£1/2 e molteplicita
27 + 1. Nella notazione spettroscopica questi stati sono rappresentati dal simbolo
X, dove X = S, P, D, F,... indica il momento angolare orbitale. Ad esempio, uno
stato con | = 0 ha solo j = 1/2 (Si/2), uno stato con [ = 1 si divide in due stati
con j =1/2 (Pyj2) e j = 3/2 (Ps)2), uno stato con [ = 2 si divide in due stati con
J=3/2(Dsp2) e j=5/2 (Ds2).

Gli stati con valori di 7 diversi hanno energie diverse. Questo e dovuto all’energia
di interazione, £ = —[i - é, tra il momento magnetico di spin dell’elettrone e il
campo magnetico prodotto dal moto orbitale. Il moto relativo tra elettrone e nucleo
e rappresentato dal momento angolare L cui ¢ associata una corrente i = ew /27 =
eL/2mmr?

-

&e[j e L

B Lol

h = _
2r 47 mr3  4me, mc2r3

L’energia di interazione e

2 L[S

4me, m2c3r3

(he)® 1.5
(mc2>2 7-3

In questa formula compare un fattore % dovuto al moto di precessione dello spin
lungo l'orbita (precessione di Thomas).

e l'interazione responsabile della struttura fine dipende dal prodotto scalare [-§
ed e chiamata interazione spin-orbita;

e dipende da « = €2 /4we,he, chiamata per questo costante di struttura fine.

Le transizioni P — S sono divise in due righe P35 — Sij2, Pija — Sije, e le
transizioni D — P sono divise in tre righe D5/ — P32, D32 — Ps2, D3jo — Pija
(D52 — P12 non avviene perché nelle transizioni di dipolo non puo essere Aj > 2).
Dal confronto tra i valori calcolati per Ej e i valori sperimentali si ottiene il fattore
giromagnetico dell’elettrone: g = 2. Quindi l'elettrone ha un momento magnetico
pari a un magnetone di Bohr.

Lo spin dell’elettrone ha un ruolo fondamentale nella struttura degli atomi ed
€ necessario per spiegare la tavola periodica degli elementi. E stato introdotto con
un’ipotesi ad hoc per spiegare i fenomeni osservati, ma la sua origine non trova sp-
iegazione nell’ambito della meccanica quantistica non relativistica. Inoltre il valore
g = 2 per il fattore giromagnetico dell’elettrone viene dedotto a posteriori per ripro-
durre i dati sperimentali. Pochi anni dopo I'introduzione dello spin dell’elettrone, nel
1928 Dirac sviluppo una teoria quantistica relativistica (appendice 777) che prevede
I'esistenza dello spin dell’elettrone e il valore corretto per il suo momento magnetico.
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1.2 Sezione d’urto

1.2.1 La sezione d’urto

Consideriamo un esperimento in cui un fascio di NV; particelle incide su un bersaglio
costituito da N, particelle e sia v la velocita relativa tra le particelle del fascio e del
bersaglio. Il flusso di particelle incidenti, il numero di particelle che attraversano
I'unita di superficie nell’unita di tempo, e

CASAt ASAz AtV

=nN; U

Il numero di particelle bersaglio per unita di superficie investite dal fascio e

Nb . Nb Ax

AST v AT

n; e ny sono il numero di particelle del fascio e del bersaglio per unita di volume.
Il flusso incidente viene attenuato dall’interazione col bersaglio e 'attenuazione e
proporzionale alla densita di particelle, ny, e allo spessore del bersaglio, Az,

AP = - ony Ax

di modo che la frazione di flusso rimosso dal fascio per 'interazione con il bersaglio
¢ pari al numero di particelle bersaglio contenute in un volume cAx (Fig.1.5)

AP
—E = Ny o Az

o ¢ la sezione d’urto del processo di diffusione che si sta analizzando e ha le di-

Figure 1.5: Sezione d’urto

mensioni di una superficie [cm?]. Nell’attraversare il bersaglio il flusso incidente ¢

attenuato secondo la legge
O(x) = Pe ™"

Per un processo di sezione d’'urto ¢ e un bersaglio di densita ny, si definiscono

coefficiente di assorbimento U= nyo [em™]
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lunghezza di attenuazione A=—=— [em)]

Il numero di atomi (o nuclei) per unita di volume in un materiale di peso atomico
A e densita p e
atomzi atomzi grammsi atomo grammi  Nyp

volume  grammo atomo grammo volume A

_3}

1.2.2 Sezione d’urto differenziale

Parte del flusso delle particelle incidenti viene diffuso dalle particelle bersaglio. Sup-
poniamo che vengano rivelate le particelle diffuse in un andolo solido df2 definito
dagli angoli polare # e azimutale ¢, dS2 = d cos Od¢. Il numero di particelle che sono
diffuse nell’'unita di tempo nell’angolo solido df2 e proporzionale al flusso, al numero
di particelle bersaglio e all’elemento di superficie efficace do

ANy = Ny d2 = ® N, do
La sezione d’urto differenziale

dO’ . Nf 2 1
0" BN, [em® sterad™]

& misurata dal rapporto tra il numero di particelle diffuse nell’unita di tempo nello
stato finale f e la luminosita

L=®N, [em™2 571

La sezione d’urto del processo che fa passare dallo stato iniziale ¢ allo stato finale
f si puo calcolare dalla probabilita di transizione nell’unita di tempo P;_; per ogni
particella bersaglio (N, = 1)

do  N; V.V
aQ N, v =y
Lo stato finale f puo essere in generale caratterizzato da diverse variabili della

particella diffusa. Se, ad esempio, p & I'impulso della particella nello stato finale,
la sezione d’urto si ottiene integrando la

d
sezione d’urto differenziale d—i [em? (eV/e) ™%
D
nellintervallo delle variabili nello sato finale
do
T Jrag

esplicitando dp’ in opportune coordinate

dp' = dpl, dp), dp’, = p” dp' dcost' d¢' = ply dpl dpy, d¢’
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Sezione d’urto invariante

Il sistema di riferimento naturale e il sistema del centro di massa delle particelle
che interagiscono che, di solito, non coincide con il sistema di riferimento in cui si
effettua la misura. Poiche le caratteristiche di un processo non devono dipendere
dal particolare sistema di riferimento in cui si effettua la misura (la sezione d’urto o
e definita come una superficie normale alla direzione del moto e quindi invariante),
¢ opportuno conoscere le leggi di trasformazione delle variabili dal sistema del lab-
oratorio al sistema del centro di massa e esprimere la sezione d’urto differenziale in
funzione di variabili invarianti.
Le componenti dell'impulso si trasformano (¢ = 1)

P, =pL — BVE Pp =Dpr E' = —fypL +~E

quindi dp'non ¢ invariante (do, dpr, d¢ sono invarianti, mentre dpz, non ¢ invariante).
D’altra parte il rapporto dpr,/E & invariante (E = [p2 +p2 + m2]1/2)

E— E'
dp}, = vdpr, — BydE = ydpr, — By L 7B = B dpr = — dpr,
) E E
e quindi la
, , . . do 9 s
sezione d’urto invariante E = [em*= eV (eV/c)™7]
D

non dipende dal riferimento in cui si effettua la misura.

1.2.3 Sezione d’urto di Rutherford

Come primo esempio di sezione d’urto consideriamo la diffusione di una parti-
cella carica nel campo coulombiano di un’altra carica (diffusione di Rutherford).
L’esperimento di Rutherford sulla diffusione di particelle a da nuclei di oro ha avuto
grande importanza nello sviluppo della conoscenza in fisica per una serie di motivi:

e ha introdotto il concetto di scattering nello studio della struttura della materia
e delle proprieta dei suoi costituenti fondamentali;

e ha fornito risultati di importanza fondamentale per impostare il modello atom-
ico;

e ha dimostrato la validita di tecniche strumentali innovative per la rivelazione
delle particelle ionizzanti.

L’esperimento, ideato da E.Rutherford e condotto nel 1911 da due giovani ricer-
catori, H.Geiger e E.Marsden, ¢ basato su semplici considerazioni sulla diffusione
di una particella dotata di carica elettrica nel campo coulombiano prodotto dalla
carica di un’altra particella.
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Consideriamo l'interazione tra una particella puntiforme di massa m e carica
elettrica ze e un’altra particella puntiforme di massa M e carica elettrica Ze. Sia
v la velocita relativa tra le due particelle. Facciamo l'ipotesi che v < ¢, in modo
da poter utilizzare le leggi della meccanica classica, e che sia m < M, in modo da
poter trascurare l'effetto del rinculo della particella M (nessuna di queste ipotesi e
restrittiva e sono approssimativamente valide nel caso specifico dell’esperimento di
Rutherford). Trattiamo il problema in un sistema di riferimento che ha origine nella
posizione della particella M, e definiamo il parametro d’urto, b, come la distanza tra
la linea di volo della particella m e la posizione della particella M (Fig. 1.6). La

Figure 1.6: Diffusione di Rutherford

forza che agisce tra le due particelle e

27e* 7

F — 72
4me, T

Il campo elettrico ¢ conservativo e la diffusione della particella m nel campo della
particella M & elastica. Se p' e p’ sono gli impulsi iniziale e finale, si ha

7’| = |p] Ap =[p' —pl =2p sinf/2

dove 6 e 'angolo di diffusione della particella m. Poiché ’energia totale e positiva,
la traiettoria e aperta: la particella m descrive un’iperbole con asintoti definiti dalle
direzioni p' e p’. L’impulso trasferito, Ap, ¢ per simmetria dovuto alla componente
trasversa della forza coulombiana lungo la traiettoria della particella m

00 +o0 22
Apz/ FTdt:/ 2L sy

0o 4me, 12

dove ¥ e l'angolo tra l'asse di simmetria del moto e il raggio vettore 7, (¢t =
—o0) = —(71/2—=0/2), Y(t = +o0) = +(7/2 — 0/2). La velocita della particella m
¢ U= (dr/dt) = (dr/dt) 7 +r (dy/dt) n e il momento angolare ¢

- d d d
L:F/\ﬁ:md:f’/\f—i—mr;ff/\ﬁ:mr? ;ff’/\ﬁ
d
L =mr? a;f = costante = pb
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e, cambiano variabile di integrazione, dt/r* = (m/pb) di

2Ze?  cos 27e* m
A :/ dip = " 9 cos0/2 = 2psind)/2
b 4e, " pb 4 4me, pb cos §/ psin/

Da cui si deriva la relazione tra 1’angolo di diffusione e il parametro d’urto

2Ze*m _energia potenziale a distanza 2b

tanf/2 = — =
/ 4me,b p? energia cinetica iniziale

Per calcolare la sezione d'urto differenziale osserviamo (Fig.1.7) che I'elemento di

.~'de

-

Figure 1.7: Relazione tra angolo e parametro durto

superficie bersaglio che corrisponde ad una angolo di diffusione 6 & definito dalla
corona circolare compresa tra parametri d'urto b e b + db

2Z\*m? 1 d9/2 (2Ze*\* m?2msing/2cos0/2 db)/2
p* tanf/2sin?0/2 p* sin* /2

Per cui concludiamo che la sezione d’urto differenziale per diffusione coulombiana e

do = 2wbdb = 27 (

4me, dre,

. d'urto di Rutherford do 2Ze?\’ m?
sezione d’urto di Rutherfor — =
dQ 4re, | 4prsin® /2

cioe inversamente proporzionale alla quarta potenza dell’impulso trasferito, Ap,

nell’interazione. Introducendo il raggio classico dell’elettrone, r, = €?/4me,mqc?,

si riconosce facilmente che la sezione d’urto ha le dimensioni di una superficie

do (mec?)?

— =72 (z2)? —

aa (22) 4p20? sin* /2
La seziond d’urto differenziale diverge per § — 0, quindi non e definita su tutto
I’angolo solido. Questo e dovuto al fatto che I’azione del potenziale coulombiano non
si annulla per qualunque valore grande della distanza 7. Nella realta non esistono
cariche elettriche isolate: qualunque carica e in qualche modo schermata da cariche
di segno opposto. Se consideriamo, ad esempio, un sistema atomico in cui il raggio
medio degli orbitali elettronici ¢ (r), il valore minimo dell’angolo di diffusione di una
particella di energia cinetica K e

27 Ty Mec?

tanf/2 = 2 K
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Esempio: distanza minima di avvicinamento

Esperimenti di diffusione Rutherford vengono effettuati per studiare la struttura
elettromagnetiuca del bersaglio. Il potere risolutivo e legato alla distanza minima
di avvicinamento del proiettile al bersaglio. La minima distanza, r,,;, = p, si ha
quando 7 ¢ normale a p. Per la conservazione del momento angolare e dell’energia
si ha e 7 2
= o
L=lrapl=pp=>bp E_2m+47reop_2m

dove p, ¢ la quantita di moto iniziale, b ¢ il parametro d’urto e 'angolo di diffusione
¢ tan /2 = (2Ze? /4me,b)(m/p?). Dalle relazioni precedenti si ha

p* —2btan6/2 p—b* =0

1 +sinf/2
cosf/2

Nell'urto con b = 0 si ha diffusione all’indietro, § = 7, e la distanza € minima quando
si annulla I'energia cinetica: p, = 2mzZe?/4dme,p? = 2btan /2. Quindi la distanza
minima di avvicinamento in funzione dell’angolo di diffusione e dell’energia cinetica
iniziale, K,, e

p=">0tanf/2 +b (1 +tan?0/2)/* =0

1 +sinf/2

2 1 ;
‘ - mec” 1 +sinf/2
2sin6/2

K, 2sinf/2

P = Po

1.2.4 Sezione d’urto di Thomson

Come secondo esempio di calcolo della sezione d’urto di un processo elementare
trattiamo la diffusione della radiazione elettromagnetica da una carica elettrica,
diffusione di Thomson. Consideriamo un’onda elettromagnetica che si propaga nella
direzione z con il campo elettrico parallelo all’asse = e il campo magnetico parallelo
all’asse y. Nel vuoto il flusso di energia incidente e

2
(I)i = CEOEx

Per azione della radiazione incidente, una particella di massa m e carica elettrica g e
sottoposta ad una accelerazione a, = ¢E,/m ed emette radiazione elettromagnetica
della stessa frequenza dell’onda incidente. Il flusso di energia emessa dalla carica
accelerata (appendice 777) &

1 ¢ a2

Po = —
41 4me, cA3r?

sin® 0, [eV em™ 57

0 e ¢ sono gli angoli polare e azimutale, r e la distanza dalla carica e 6, e ’angolo
tra la direzione di diffusione 7 e la direzione dell’accelerazione (Fig.1.8)

x = rsinfcos ¢ sin?0, = 1 — cos®f, = 1 — sin®f cos® ¢
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Figure 1.8: Diffusione di Thomson

Se la radiazione incidente non ¢ polarizzata, cioe il campo elettrico puo avere
qualunque orientazione nel piano x — y, occorre mediare sull’angolo azimutale ¢
e si ottiene

1
sin?f, =1 —sin*0 (cos®> ¢) = 1 — 3 sin® 6

Quindi il flusso di energia della radiazione diffusa e

1 ¢ 1, o I 1.
P = — “(1— si 0): (1— 20)
7 Ar dme, Ar? ( g o dme, | (mc?)? r? 2 o

Il caso di interesse e quello di un elettrone debolmente legato, quando cioe I'energia
di legame non e grande rispetto all’energia della radiazione incidente hiw. Per un
elettrone (¢ = e, m = m., €?/4mwe, = rom.c?) si ha

2,
O — B, (T) (1 _ Lgn? 9)
r 2

La sezione d’urto, cioe I'area efficace del bersaglio che sottrae parte del flusso inci-
dente e lo diffonde nell’angolo solido df2, e

O, do = dg 12 dD
da cui si deriva la
d 1
sezione d’'urto di Thomson &7 7 (1 — —sin? 0>
ds? 2
la sezione d’urto totale &

27 +1 ]_
or=r2[" | (1—2s1n29) dcostgbZS?jrrg
o —1

L’unita di misura della sezione d'urto & il barn, (1 b = 107* ¢m?). Poiché r? =
(2.82 10713 ¢m)? &~ 0.08 b, il valore della sezione d’urto di Thomson & o7 = 0.67 b.
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1.3 Acceleratori

Gran parte della fenomenologia dei nuclei e delle particelle e basata su risultati
ottenuti in esperimenti con acceleratori. In questo capitolo trattiamo brevemente i
metodi di accelerazione di elettroni, protoni e nuclei, con qualche accenno ai metodi
per produrre fasci secondari di altre particelle sia cariche che neutre. I metodi per
accelerare particelle cariche sono basati sull’azione di campi elettrici e magnetici.
L’equazione del moto e

dp

dt
Il campo magnetico non compie lavoro e ’energia acquistata per unita di tempo,
W = qu- E, e fornita dal campo elettrico. Gli acceleratori lineari utilizzano es-
clusivamente campi elettrici. Campi magnetici vengono utilizzati negli acceleratori
circolari e, in generale, per deflettere e per focalizzare i fasci di particelle.

q (E+TAB)

Sorgenti di ioni

Una sorgente di elettroni e essenzialmente un filamento caldo, che emette elettroni
per effetto termoionico, immerso in un campo elettrico che estrae gli elettroni e~
dalla sorgente (Fig.1.9) . Allo stesso modo si realizza una sorgente di ioni positivi.

Figure 1.9: Sorgenti di ioni

Gli atomi sono immersi in una regione in cui vi ¢ un campo elettrico alternato
per accelerare gli elettroni prodotti dal filamento e un campo magnetico per farli
spiralizzare. Gli elettroni cedono energia agli atomi ionizzandoli. Un campo elettrico
estrae gli ioni ¢t dalla sorgente.

Il progresso degli acceleratori ¢ fortemente legato al progresso delle tecniche di
vuoto. Nelle regioni dell’acceleratore in cui viene trasportato il fascio di particelle
occorre mantenere pressioni molto basse in modo da limitare 1’assorbimento e la
dispersione sia angolare che in energia del fascio. I fenomeni di interazione delle
particelle cariche sono descritti nel capitolo 777.

1.3.1 Acceleratori a caduta di potenziale

I primi acceleratori sono stati realizzati con campi elettrici statici: una particella di
carica ¢ viene accelerata con una differenza di potenziale AV. L’energia massima
raggiungibile con questa tecnica e limitata dalla differenza di potenziale che si puo
stabilire in laboratorio tra due elettrodi.
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Acceleratore Van de Graaff

Il primo esempio di acceleratore elettrostatico ¢ stato realizzato da Van de Graaff
nel 1929 (Fig.1.10). La differenza di potenziale si ottiene caricando un elettrodo
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beam
Figure 1.10: Principio di funzionamento degli acceleratori elettrostatici

di capacita C' per induzione elettrostatica. Una cinghia di materiale isolante passa
vicino ad una punta dove vi € un intenso campo elettrico e si carica. La cinghia
trasporta le cariche verso un elettrodo cavo che ha una forma il piu regolare pos-
sibile per limitare le scariche. Poiché il campo elettrico all’interno dell’elettrodo
conduttore e nullo, la carica trasportata si distribuisce sulla superficie. Il lavoro per
caricare l'elettrodo ¢ fornito dal moto della cinghia. Se i(¢) ¢ la corrente trasportata
dalla cinghia, la differenza di potenziale ¢ AV = [i(t) dt/C ed ¢ limitata dalle
perdite del dielettrico che avvolge I'elettrodo. Gli acceleratori elettrostatici sono di
solito immersi in gas inerte ad alta pressione per evitare scariche. La sorgente di
ioni e posta all’interno dell’elettrodo cavo e la differenza di potenziale viene ripar-
tita, con una serie di capacita o resistenze, lungo il tubo a vuoto in cui e accelerato
il fascio. Acceleratori di Van de Graaff possono produrre differenze di potenziale
AV ~ 10 MV e produrre fasci di ioni con correnti di fascio ~ 100 puA e sono
comunemente utilizzati in ricerche di fisica nucleare.

Acceleratore Cockroft-Walton

Il secondo esempio di acceleratore elettrostatico e quello realizzato da Cockroft e
Walton nel 1930 per studiare le prime reazioni nucleari in laboratorio. L’energia e
fornita da un generatore alternato, AV = V,coswt e la differenza di potenziale ¢
generata da una cascata di rettificatori. Questi sono alternativamente in conduzione
o in interdizione e caricano una serie di condensatori a tensioni via via crescenti.
Con riferimento alla Fig.1.10, le tensioni sono Va1 = V,(2k — coswt), Vo, = 2kV,,.
L’ultimo stadio € connesso a un elettrodo cavo sferico che contiene la sorgente di
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ioni. Le tensioni V5; vengono distribuite lungo il tubo a vuoto in cui ¢ accelerato
il fascio. Acceleratori Cockroft-Walton possono produrre differenze di potenziale
AV =~ 5 MV con correnti ~ 20 pA. Gli acceleratori a caduta di potenziale sono
comunemente usati come stadi iniziali di accelerazione e come iniettori di particelle
in acceleratori piu potenti.

Acceleratore Tandem

L’energia massima di uno ione puo essere raddoppiata con acceleratori elettrostatitici
a due stadi: acceleratori Tandem. Il primo stadio e, ad esempio, realizzatono con un
acceleratore Van de Graaff con tensione +V e le tensioni Vj, = V/k sono distribuite
in modo crescente dalla sorgente di ioni a tensione V' = 0 all’elettrodo carico a
tensione +V e in modo decrescente da questo al punto di estrazione del fascio, di
nuovo a tensione V' = 0. Consideriamo una sorgente di ioni ¢~ (ad esempio uno ione
idrogeno H~): gli ioni vengono accelerati all’energia eV nel primo stadio e vengono
fatti passare attraverso una sottile lamina che cambia lo stato di carica dello ione
sottraendo i due elettroni. Gli ioni i* (i protoni) hanno ora una energia potenziale
eV e nel secondo stadio vengono accelerati all’energia cinetica 2eV. Acceleratori
Tandem possono accelerare protoni fino ad energia cinetica ~ 20 MeV'.

1.3.2 Acceleratori lineari

Gli acceleratori a caduta di potenziale sono limitati dalla necessita di produre ten-
sioni costanti molto elevate. Negli acceleratori lineari le particelle guadagnano ener-
gia con accelerazioni multiple prodotte da campi elettrici alternati. Il primo esempio
di acceleratore lineare, LINAC, & stato sviluppato da Wideroe nel 1928. Il princi-
pio di funzionamento dell’acceleratore a tubi a deriva di Lawrence e Sloan (1930) ¢
illustrato nella Fig.1.11.

ER I I (I e
0

Figure 1.11: Principio di funzionamento del LINAC

Consideriamo una serie di tubi di materiale conduttore coassiali di lunghezza L,
connessi alternativamente ai capi di un generatore di tensione alternata. All’interno
dei tubi il campo elettrico e nullo mentre tra un tubo e il successivo vi e una differenza
di potenziale AV (t) = V, coswt. Una particella di carica ¢ e massa m che procede
lungo l'asse dei tubi viene accelerata nell’interspazio tra tubi consecutivi se giunge
in fase con la differenza di potenziale. L’aumento di energia cinetica ¢ gAV. Per
mantenere la relazione di fase occorre scegliere opportunamente la lunghezza dei
tubi L,, = v,7/2, dove T ¢ il periodo e v, ¢ la velocita della particella nel tubo n.
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Linac per ioni

Per velocita v, < ¢ Penergia cinetica dopo il tubo n & K, = mv?/2 = ngAV e si
ottiene

2ngAV\ /2 2gAV /2 T 2qAV /2

Uy = ( e ) = cn'/? (q V) L, = i (q V)
m mc? 2 mc?
Poiché vengono accelerati solo gli ioni che sono in fase con AV, il fascio non e
continuo ma si divide in pacchetti. LINAC di questo tipo vengono utilizzati per

accelerare protoni e ioni con carica elevata fino a qualche decina di MeV per nucleone.

Linac per elettroni

Per elettroni si arriva rapidamente alla condizione in cui 'approssimazione non rel-
ativistica non e valida e la relazione di sopra va sostituita con

12 (14 nxz/2)'/? . qAV
14+ nx T me?

v, = ¢ (2nx)

Per n — oo, v, — ¢, L, — ¢T/2. Per accelerare elettroni all’energia E occorre un
acceleratore di lunghezza L = (2¢AV/cT)E, quindi ¢ necessario avere un elevato
gradiente di energia, AE /Al = 2qAV/cT, aumentando la differenza di potenziale e
la frequenza.

Linac RF

Nei moderni LI N AC per elettroni la camera a vuoto e costituita da una guida d’onda
(Fig.1.17). La cavita ¢ realizzata in modo che risuoni alla frequenza wgrp e che il

@&

Figure 1.12: Guida d’onda del LINAC a radiofrequenza

campo elettrico sull’asse sia longitudinale. Il campo elettrico si puo scomporre in due
onde progressive che si propagano nelle due direzioni lungo 1’asse della cavita. Poiché
gli elettroni si muovono a velocita costante, v, =~ ¢, ricevono continuamente energia
dal campo elettrico se la velocita di fase dell’onda progressiva, vy, ¢ pari alla velocita
ve. Un’altra condizione necessaria € che i pacchetti di elettroni si mantengano in
fase con l'onda progressiva; su questo torneremo piu avanti.
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1.3.3 Acceleratori circolari

Il moto di una particella di massa m e carica elettrica ¢ in un campo di induzione
magnetica B ¢ descritto dalla legge

dp d —
— =—mYyW=qUADB
at —ar 0T
Poiché la forza di Lorentz non compie lavoro, si ha v = costante, |p| = costante.

La componente della quantita di moto parallela alla direzione di B e invariata e la
variazione della componente normale si esprime in funzione della velocita angolare

—

Lo Lo . _ 4B

— =pAW=mY AW w=—

dt mry
La particella descrive un’elica. Nel piano normale a B descrive una traiettoria
circolare con raggio di curvatura R con frequenza di rivoluzione w

p

P=myRADS=qRAB ==
qB

Per una carica unitaria, ¢ = e, la relazione tra quantita di moto, raggio di curvatura
e campo magnetico e

pclJoule] =ec B R=1.610"" [Coulomb] 3 10° [ms™'] B [Tesla] R [metro]

ovvero, in unita piu pratiche
pc [GeV] = 0.3 B [Tesla] R [metro]

Il fatto che una particella carica in un campo magnetico uniforme percorre una
circonferenza viene sfruttato negli acceleratori circolari per far passare ripetutamente
la particella in una zona in cui e presente un campo elettrico accelerante. In questo
modo la particella guadagna progressivamente energia con accelerazioni multiple con
frequenza legata alla frequenza di rivoluzione.

Il ciclotrone

Il primo acceleratore circolare, il ciclotrone, e stato realizzato da Lawrence nel 1930.
Lo schema di funzionamento ¢ illustrato nella Fig.1.13. Un dipolo produce un campo
magnetico uniforme e costante in un cerchio di raggio R. All'interno del dipolo la
camera a vuoto ¢ compresa tra due elettrodi cavi a forma di "D” e agli elettrodi
¢ applicata una differenza di potenziale alternata AV (t) = V, coswgrt a frequenza
costante. La distanza tra gli elettrodi € molto minore del raggio R del magnete. Il
campo elettrico e nel piano normale al campo magnetico. La sorgente di ioni € posta
al centro della camera a vuoto.

Gli ioni emessi dalla sorgente vengono accelerati dal campo elettrico ed entrano
nel cavo di uno degli elettrodi dove il campo elettrico ¢ nullo. Per effetto del campo
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ciclotrone betatrone

Figure 1.13: Schema del ciclotrone e del betatrone

magnetico, gli ioni percorrono una semicirconferenza di raggio p = p/qB e frequenza
di rivoluzione w = ¢B/m~. Se & soddisfatta la condizione di risonanza, wrr = w,
gli ioni attraversano di nuovo la zona tra i due elettrodi in fase con la differenza di
potenziale e vengono di nuovo accelerati. Quindi gli ioni percorrono una traiettoria
a spirale con raggio via via crescente e 'aumento di energia per giro ¢ AE = 2¢gAV.
Quando il raggio di curvatura e &~ R gli ioni non sono piu soggetti all’azione del
campo magnetico ed escono tangenti alla traiettoria.

La massima energia raggiungibile ¢ limitata dal valore del campo, B, e dal rag-
gio del magnete, R: ppor = 0.3BR. Per B =1T, R =1m, q = e, si ha
Pmaz = 300 MeV che corrisponde per un protone ad una velocita § = 0.3 per cui
I’approssimazione non relativistica e sufficientemente accurata.

Per velocita v < ¢, la frequenza di ciclotrone & costante e la condizione di riso-
nanza e rispettata se wgrp = costante. Per raggiungere energie piu elevate occorre
variare (diminuire) la frequenza wgrpr durante il ciclo di accelerazione. Questo e
quello che avviene nel sincro-ciclotrone.

Ciclotroni e sincrociclotroni accelerano protoni e ioni fino ad energie di circa
500 MeV e vengono usati per studiare reazioni nucleari nella regione delle energie
intermedie.

Il betatrone

Il betatrone e stato realizzato da Kerr nel 1940 per accelerare elettroni ad energie,
a quei tempi, elevate. Il nome betatrone ha origine dai ragg: beta che sono elettroni
emessi nei decadimenti dei nuclei. Nel betatrone gli elettroni percorrono una trai-
ettoria circolare di raggio R e la camera a vuoto e a forma di ciambella racchiusa
tra i poli di un magnete (Fig.1.13). Il campo magnetico & normale al piano della
traiettoria.

Il betatrone funzione per induzione elettromagnetica. Non intervengono campi
elettrici: si fa variare il campo magnetico e la forza elettromotrice ¢ fornita dalla
variazione del flusso del campo magnetico concatenato con la ciambella. Con riferi-
mento alla Fig.1.14, chiamiamo (B) il valore del campo magnetico mediato su tutta
la superficie delimitata dalla ciambella e B, il valore del campo magnetico lungo
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Figure 1.14: Principio di funzionamento del betatrone

lorbita. Se si fa variare il campo magnetico, il campo elettrico generato lungo la
circonferenza di raggio R ¢
d®(B B

(B) o (D)

dt dt

§ Bl =27RE - -
Una particella di carica ¢ e soggetta alla forza tangenziale

dp
dt

- q= d(B)
—gF =1 a2
= =5 dt

Perché la particella percorra la circonferenza di raggio R costante, deve risultare

dp =~ dB,
X _uR
a1 g

Quindi e possibile accelerare un elettrone lungo una traiettoria di raggio costante se
e soddisfatta la

d(B dB, L
condizione di betatrone <dt> =2 7 (B) = 2B, + costante

che si puo ottenere sagomando opportunamente i poli del magnete.

Il sincrotrone

In acceleratori circolari costruiti con un magnete singolo la massima energia raggiun-
gibile e limitata dal campo magnetico e dal raggio del magnete. Poiché il valore di
B che si puo raggiungere, anche utilizzando bobine superconduttrici, ¢ limitato ad
alcuni T'elsa, per aumentare 1’energia occorre aumentare il raggio dell’acceleratore.
Questo non si puo fare con un singolo dipolo, che sarebbe enorme, ma si costruiscono
acceleratori con pitt magneti curvanti distribuiti lungo la traiettoria delle particelle.
Quindi il raggio di curvatura della traiettoria e fissato, R = costante, e la camera a
vuoto e una ciambella contenuta tra i poli dei magneti curvanti. Lungo la traiettoria
circolare, in uno o piu punti, vi sono cavita RF dove un campo elettrico alternato
a frequenza wgrp cede energia alle particelle. La frequenza wgrpr deve essere uguale
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alla frequenza di ciclotrone o pari a un multiplo intero h (numero di armonica) e le
particelle devono attraversare la cavita in fase con wgrp.

Il sincrotrone e un acceleratore che opera in cicli: iniezione, accelerazione, es-
trazione del fascio e ritorno alla fase iniziale e utilizza un primo stadio di acceler-
azione, usualmente un acceleratore lineare, che inietta le particelle con impulso p;
(Fig.1.15). Nella fase di iniezione si ha

y

iniez. accel. estraz

Figure 1.15: Schema del sincrotrone

B; =pi/qR  w; = qB;/my; = fic/R

Nella fase di accelerazione si aumenta gradualmente il campo magnetico e si varia di
conseguenza la frequenza wrr = h ¢B/m~y. Quando é raggiunto il valore massimo del
campo magnetico, il fascio viene estratto impulsando dei magneti e dopo I'estrazione
il valore del campo magnetico e della frequenza vengono riportati ai valori iniziali.

In un proto-sincrotrone occorre variare la frequenza wgrp durante la fase di ac-
celerazione

wrr =hw="h fBc/R

Se l'iniezione dei protoni avviene con quantita di moto p; non piccola rispetto a mc,
la banda di frequenza in cui operano le cavita ¢ limitata e questo comporta notevoli
vantaggi. In un elettro-sincrotrone invece e sufficiente iniettare elettroni con energia
di pochi MeV, 3 &~ 1, per operare le cavita a wrr =~ ¢/R = costante.

1.3.4 Oscillazioni di betatrone

In un acceleratore circolare occorre limitare la dispersione delle particelle durante i
tanti giri che queste percorrono nell’anello ed ¢ quindi opportuno studiare la con-
figurazione del campo magnetico che minimizzi la dispersione. Consideriamo una
particella di carica g e massa m che percorre una circonferenza di raggio R, detta
orbita di riferimento. Lungo l'orbita di riferimento il campo magnetico ha compo-
nenti B, = B, =0, B, = B,. Consideriamo un sistema di riferimento solidale con
la particella, cioe rotante alla frequenza di ciclotrone w = ¢B/m, con I'asse x par-
allelo alla direzione del moto, ¥ = (v,0,0), 'asse y parallelo a 7 e I’asse z parallelo
a B (Fig.1.16).
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X || o vV = w(R+y)

Figure 1.16: Traiettoria e forza di richiamo

Le equazione del moto in questo riferimento sono

dpy _ d

o= g Ty =my (j — w’R) = q (v,B, — v, B,) = —quB,
dp. d . )
CZ:£mﬂyzzmvzzq(UxBy_UyBx):-l-QUBy
B. .. R B,
B gy WBEWB ap
CwB, _, w(R+yB,

Per piccoli spostamenti dall’orbita di riferimento (y < R,z < R) le componenti del
campo magnetico sono

_ 0B, _ 0B,
BZ_(BZ)O+<8y>Oy+... By_(By)o+<aZ>oz+...

Consideriamo il caso in cui i poli del magnete siano sagomati in modo che la com-
ponente principale B, sia

r\ " R—I—y)_” 0B, B, <R+y>‘"‘1
B.=B,(5) =B,(~5" = n2 (=27
(R) ( R oy "R\UR

dove n e chiamato indice di campo. Poiché lungo l'orbita risulta VAB = 0,
0B, /0y = 0B, /0y, si ha

B,=-n B, z/R B,=B,—n B, y/R
Le equazioni del moto diventano

. 4B,
j+ 2
mry

2
w (R+v) (l—n%)—uﬂR:jj—w2 (n—l)y—w2ny§:()
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. qB, z .. 2 2 Yz
+ I Ry n S =izt n L =0
Z m’yw( y)nR jtwnztwin g

Approssimando al primo ordine si ottiene
j+(1—n)wy=0 F4nwtz=0

cioe un moto oscillatorio nelle due direzioni nel piano trasverso al moto se e sod-
disfatta la condizione 0 < n < 1. Si ha quindi, per piccoli spostamenti dall’orbita
di riferimento, una forza di richiamo che produce oscillazioni di betatrone nel piano
orizzontale e nella direzione verticale con frequenza

wgp=w+Vl—n wy =w/n

Questo metodo di compensare piccoli spostamenti dall’orbita di riferimento e detto
focheggiamento debole. La lunghezza d’onda delle oscillazioni di betatrone e chia-
mata beta

BH: szi

1—-n Vn

1.3.5 Cavita a radiofrequenza

Negli acceleratori le particelle cariche vengono accelerate con campi elettrici alternati
con frequenze tipiche ~ GHz. 1 campi elettromagnetici sono guidati e contenuti
all’interno di conduttori, guide d’onda e cavita. Facciamo 'ipotesi che questi siano
conduttori ideali con resistivita p ~ 0 e che il mezzo dielettrico (aria a bassissima
pressione) sia omogeneo e isotropo con € ~ €, e  ~ u,. La velocita nel dielettrico
indefinito & v, = ()2 ~ ¢ e la lunghezza d’onda ¢ )\, = v,/v. La frequenza &
fissata dai dispositivi che eccitano i campi e la velocita, v, all'interno della guida e
definita dalle condizioni al contorno dei campi elettromagnetici sulle superfici che
separano conduttore e dielettrico; il campo elettrico € perpendicolare alla superficie
di un conduttore ideale, E-f= 0, e il campo magnetico e parallelo, BAn=0.
In un dielettrico omogeneo e isotropo, in assenza di densita di carica e di corrente,
le equazioni di Maxwell sono
0B

- — = — - — - — 8E
E=0 B=0 ANE=-"" AB =eu —
v \Y v 5 v ",

le componenti F(z,y,z,t) dei campi E , E, soddisfano ’equazione di d’Alembert

0’F 9*°F  O°F 1 0*°F
+ + - =5 =0
oxr?  OJy*> 022 % Ot?

e la soluzione si puo sviluppare come sovrapposizione di componenti di Fourier.
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Guide d’onda

Consideriamo una guida d’onda rettangolare indefinita lungo la direzione z (Fig.1.17)
e esprimiamo la soluzione come

- oF oF
F t) = i(kz—wt) = —ikF = — _iwF
(,9,2,1) = b(a,1) € =i S i
in cui la funzione ¥ (x,y) rappresenta il fronte d’onda che si propaga con velocita di
fase v = w/k lungo l'asse z. La funzione 1) soddisfa I'equazione
92 92 2 2
AL SE K=
x c v
Perché 'onda si propaghi senza attenuazione le quantita k = w/v e K devono essere
reali. Da questo (w/v = [(w/c)? — K?]'/? e quindi w/c > K) si conclude che solo la
radiazione di lunghezza d’onda A\, = 2w¢/w minore della lunghezza d’onda critica,
Ae = 27/ K, si puo propagare senza attenuazione all’interno della guida.

X
Figure 1.17: Guide d’onda rettangolare e cilindrica

La soluzione ¥ (x, y) si puo esprimere come prodotto di due funzioni delle singole
variabili ¥(z,y) = £(2)n(y) di modo che I'equazione delle onde diventa

&'+ &' + K*6n=0 §/E+1"n+ K =0
e si ottiene una soluzione oscillante ponendo
"+ K2=0 0 + Kin=0 K2+ K} =K?

Y(z,y) = Csin(K,z + a) sin(Kpy + ()

dove le costanti K,, o, K;, (3, sono determinate dalle condizioni di continuita dei
campi sulle pareti della guida.

Le componenti trasverse dei campi, E,, F,, B,, B,, sono funzioni delle compo-
nenti longitudinali, ad esempio

~K?E, = (0,0, + 0,0,)E; =
—0,(0yEy + 0, E.) + 0,0y E, =
—0y(0: By — OyEy) — 0,0.E, = =0y iwB, — 0, i(w/v)E,
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e analogamente per le altre componenti

—iK?E, = +(w/v)0, E, + wd, B, —iK?B, = —(w/c*)0,E. + (w/v)d, B,
—iK?E, = +(w/v)0,E, — wd, B, —iK?B, = +(w/c*)0.E, 4+ (w/v)0,B,

Quindi, per descrivere la propagazione delle onde elettromagnetiche nella guida, ¢
sufficiente definire le componenti longitudinali dei campi, F, e B,. Consideriamo i
casi in cui una delle due componenti sia nulla, si definiscono:

TM transverse magnetic mode: B, = 0;
ponendo che il campo elettrico sia normale alle superfici della guida (E, = 0
perz =0,z =a,y =0,y =0, in Fig.1.17) si ottiene a = 0, K,a = mm,
6 =0, Kyb =nm, con m,n interi. La soluzione e

E.om = C sin(mrz/a) sin(nmy/b) e'*=== B, =0

TE transverse electric mode: E, = 0;
in questo caso le componenti trasverse del campo elettrico sono

—iK?E, = wd,B, = wK,C sin(K,z + «) cos(Kyy + 3)
—iK?E, = w0, B, = wK,C cos(K,z + «) sin(Kyy + 3)

e ponendo che il campo elettrico sia normale alle superfici della guida (£, =0
pery =0,y =0, in Fig.1.17; E, = 0 per x = 0, x = a) si ottiene a = § = 7/2,
K,a=mm, Kyb=nm:

E.=0 B.,mm = C cos(mmz/a) cos(nmy/b) e'*==

La lunghezza d’onda critica dipende dalle dimensioni della guida e dal modo di
propogazione

\ - 2T B 2 B 2ab
¢ (KZ +Kb2)1/2 - (m2/a2+n2/b2)1/2 o (m2b2+n2a2)1/2

ad esempio

modo TM ~ TM;; A= 2ab/(b*+a®)"?  TM 1 A~ 2b/n
modo TE TEiy A=2a TEns10 A 2a/n
TED71 )\c =2b TEQ’n>>1 )\c ~ Qb/n

La lunghezza d’onda nella guida ¢ maggiore di quella nel dielettrico indefinito e,
poiché la frequenza non cambia, anche la velocita di fase nella guida e maggiore
Ao c
)\ = v =
(1= AZ/A2)12 (1= AZ/A2)12

La velocita di fase non ¢ la velocita con cui si propaga energia nella guida. La
velocita di gruppo € quella con cui si propaga un pacchetto d’onda costituito dalla
sovrapposizione di fronti d’onda con energia leggermente diversa, ad esempio

@D(x,y) [ei(kz—wt) + ei([k—i—Ak]z—[u}—l—Aw]t)} _ ¢(x7y)ei(kz—wt) |:1 + ei(Akz—Awt)}
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[’ampiezza del pacchetto d’onda dipende da z e ¢, e ’energia si mantiene costante
sui fronti con A(z,t) = 1 + e{Ak2=2%t) — costante, ciod z = (Aw/Ak)t + costante.
Poiché k? = w?/v? = w?/c? — K? e K dipende solo dalle caratteristiche geometriche
della guida, si ha kdk = wdw/c*. La velocita di gruppo nella guida, v,, & minore sia
della velocita di fase, v, che della velocita nel dielettrico indefinito, c,

pode @ A
Y dk w/k v A2

La Fig.1.18 mostra la relazione tra frequenza e numero d’onda, w/c = (k% + K?)'/2,

wl/c

3

Figure 1.18: Relazione di dispersione in una guida d’onda

in una guida d’onda. Un punto sulla curva fornisce la velocita di fase, v > ¢, mentre
la derivata fornisce la velocita di gruppo v, = dw/dk < ¢; con vgv = 2. Per k> K
(A< A)sithav —cen, —c

Guide d’onda cilindriche

L’equazione delle onde in coordinate cilindriche r, ¢, z (Fig.1.17) ¢

18( 8F> 1 0°F  O0*F 1 0°F

ror\"or ) T e T o2 @ o Y

Nel caso di guide a simmetria cilindrica conviene fattorizzare la soluzione come

F(r,¢,z,t) = R(r)®(¢)e’**=" che soddisfa I'equazione

1 d ( dR 1 d*® wroow?
—— | r— ——— +K*=0 K== -=
rRdr (T dr ) * r2® d¢? * 2 w2
Il primo e il terzo termine non dipendono dall’angolo ¢ per cui é% = costante e
si ha una soluzione oscillante se
d2q>+ 0 =0 ®(¢) = C'sin(ng + a)
_— = = S
002 n in(ng + «
L’equazione radiale diventa
1d ([ dR n?
—— | p— +<1—>R:0 p=Kr
pdp ( dp) p?



e le soluzioni sono le funzioni di prima specie di Bessel di ordine n, R(Kr) = J,(p).
Queste sono funzioni oscillanti che hanno un numero infinito di zeri, J,(Gnn) = 0.
La soluzione generale ¢ del tipo

F(Tv ¢7 2, t) =C Jn(KT) Sil’l(n¢ + Oé) ei(szwt)

Le componenti trasverse dei campi si possono esprimere in funzione delle componenti
longitudinali

—iK?E, = +(w/v)0,E, + (w/r)0sB. —iK?B, = —(w/c*r)0,F, + (w/v)0, B,
—iK?Ey = +(w/vr)0,F, — wo, B, —iK?By = +(w/c*)0,E, + (w/vr)0sB,

TM Nei modi T'M il campo magnetico forma linee chiuse nel piano normale all’asse
z, mentre il campo elettrico ha componente longitudinale non nulla (Fig.1.19);
per questo i modi T'"M possono essere utilizzati per accelerare particelle cariche
lungo l'asse z. Le soluzioni sono definite dalla condizione che la componente
azimutale del campo elettrico sia nulla sulla parete della guida, E4(r=a) = 0.
Poiche questa ¢ proporzionale alla funzione di Bessel, E4(r) oc J,(Kr)/r, i
modi 7'M sono caratterizzati dalla condizione J,,(Ka) = 0 che definisce infiniti
valori K,,,. La lunghezza d’onda critica ¢ A" = 27/ K,,,.

Figure 1.19: Linee di campo per il modo T'Mj; in una guida d’onda cilindrica; campo
elettrico: —; campo magnetico: X entrante, ® uscente

TE Nei modi T'E le linee di forza del campo elettrico sono normali all’asse z e il
campo magnetico forma linee chiuse con componente longitudinale non nulla.
La componente azimutale del campo elettrico e proporzionale alla derivata
della funzione di Bessel, Ey(r) o J;,(Kr)/r, e anche in questo caso la con-
dizione J/ (Ka) = 0 definisce infiniti valori K,,,.

Cavita risonanti

Una guida d’onda non e adatta ad accelerare particelle cariche perché la velocita di
fase ¢ sempre maggiore di quella delle cariche elettriche da accelerare. Se la guida
d’onda e chiusa da pareti conduttrici, si possono stabilire all’interno onde stazionarie
se la lunghezza della guida, L, ¢ pari ad un numero semi-intero di lunghezze d’onda,
L = ¢)\/2. In questo modo si realizza una cavita caratterizzata dal modo di oscil-
lazione e dalla frequenza di risonanza, quindi da tre numeri interi £, m,n.
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Se consideriamo un dielettrico con conducibilita elettrica finita, o, il campo elet-
tromagnetico induce una densita di corrente, ; = UE, sulle pareti della cavita e
quindi si ha dissipazione di energia per effetto Joule. Introducendo la densita di
corrente nelle equazioni di Maxwell, VAH = j+ eOF /0t, 'equazione delle onde
sulle pareti della cavita viene modificata con un termine dissipativo

OE 0’E

2 3
E - - —
V ou y €M 2

=0
Questa ¢ I’equazione dell’oscillatore armonico smorzato, quindi ’ampiezza dei campi,
E , B , diminuisce nel tempo con legge esponenziale.

Consideriamo la soluzione del tipo F(x,y, z,t) = ¥(z,y, 2)x(t) e facciamo I'ipotesi
che il termine dissipativo sia piccolo, cioe che la funzione v (z,y, z) sia soluzione
dell’equazione V*)+x21) = 0 e che sia definita dalle condizioni al contorno dei campi
elettromagnetici sulle pareti della cavita (se si usa un conduttore di conducibilita
elevata — rame, argento, o materiale superconduttore — le condizioni E-n= 0,
B Af =0, sono un’ottima approssimazione). Per brevita indichiamo v, (z,y, 2) la
soluzione caratterizzata da tre numeri interi £, m,n, che individuano la condizione
di risonanza e il modo di oscillazione. L’ampiezza x,(t) soddisfa I'equazione

€ Kn
R wn —
o Ve

che ha soluzione x,(t) = e™¥/?7(Ae’™! 4+ Be™™t) con Q, = w,(1 — 1/4Q3)"/2.

w ¢ la frequenza di risonanza della cavita senza perdite, Q = 7w = (¢/p)'?k/0
e il fattore di merito della cavita. La banda di frequenza e definita da una curva
Lorentziana centrata sulla frequenza di risonanza con larghezza FWHM Aw = Q/Q.
Quindi una cavita risonante deve avere fattore di merito il piu elevato possibile,
Q > 1, in questo caso 0, = w,.

Il fattore di merito e il rapporto tra I’energia immagazzinata alla frequenza di
risonanza e 'energia dissipata in un periodo: @ = 2w(&)/ [ Wdt = w(&E)/(W).
In una cavita, come in una guida d’onda, il campo elettromagnetico penetra per
un piccolo spessore all’interno del conduttore, effetto pelle, generando correnti che
dissipano energia per effetto Joule Se €cy He, SONO le costanti del materiale di
conducibilita o, si ha VAH = aE—zwecE VAVAH = k2H = iwpe(o zwec)H e
quindi il vettore d’onda, k? = w? i €. 4+iwp.o, ha una parte diffusiva e una assorbitiva:

. ) . 1 .
€l Xn + Ol Xn + K2 Xn =0 xn+;xn+wi><n=0 T =

k= ;(1+w66/0)+§ 6 = (2/wp.o)?
0 ¢ lo spessore della pelle del conduttore. Per un buon conduttore, ad esempio il
rame che ha resistivita p = 1/o = 1.75 1078 Q m, alla frequenza di 1 GHz, si ha
we./o~107% e § ~ 2 um.
Per calcolare la potenza dissipata consideriamo ad esempio un modo T'M in
cui il campo magnetico ha solo la componente H, sulla superficie del conduttore,
z = 01in Fig.1.20, H, = H,e*/%e=*/% sin wt. Trascurando la corrente di spostamento
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Figure 1.20: Effetto pelle sulle pareti di una guida d’onda

nel conduttore, il campo elettrico sulla superficie ha una componente longitudinale
E. = %(%Hy = %Hy che genera una corrente longitudinale j, = oF,. La potenza
media ¢
1 H,|? H,
W = 3 /jZEZ dxdydz = |(5‘/ e 221y S, = |
0

o

’ 2

Sa

dove S, e la superficie della cavita normale a . L’energia media immagazzinata
nella cavita e

2

v

£ = / (e(E?)/2 + p(H?) /2) dxdydz ~ “'ZO'

dove V' & il volume della cavita. Estendendo a tutte le pareti della cavita si ottiene
per il fattore di merito

dove f.g. ~ 1 e un fattore geometrico che dipende dal modo di eccitazione e dalla
forma della cavita. Quindi il fattore di merito e tanto maggiore quanto piu elevato e
il rapporto V/S (per cavita sferica > cilindrica > rettangolare) e quanto piu piccolo
e lo spessore 9.

Esempio: cavita cilindrica

Consideriamo una cavita cilindrica di lunghezza L e raggio a; la soluzione per i
campi ¢ del tipo F(r, ¢, z,t) = CJ,(Kr)sin(ng + a)e**e ! con K? = (w/c)? — k?

e per la condizione di risonanza si ha: k = w¢/L con ¢ intero;

e consideriamo il modo T'M (B, = 0):
le componenti trasverse del campo elettrico si annullano alle estremita della
cavita z = 0 e z = L dove la componente longitudinale F, ¢ massima; cioe
e — coskz = cos 2 z; quindi E, = CJ,(Kr)sin(ng + a) cos Xz e~
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e la componente azimutale del campo elettrico
Ey = 3 = iC 2 J,(Kr) cos(ng + a) cos 2 e~
si annulla sulla superﬁme laterale della cavita per r = a, la condizione J,,(Ka) =

0 si verifica per K,,,a = (nn € definisce 1 modi trasversi della cavita;

e le altre Componenti dei campi sono:

E, =1£0,.E, CCM"L I} (Gnnr /@) sin(ne + a) cos 2tz et

B¢’ - c;;)@a b, = Zoc;za ; (Cmnr/a) Sln(nﬁb + Oé) COS —+ ﬂe —iwt
B, = 55055 ch?gz T (Gnt /@) cos(ng + @) cos Tz e

e la lunghezza d’onda critica & A, = 2ma/(mnn
le lunghezze d’onda dei modi risonanti sono Agy, = 27/ [(Gun/a)? + (7r€/L)2]1/2

e le frequenze di risonanza sono wemn = ¢ [(Cmn/a)? + (7¢/L)?"?
[ primi zeri delle funzioni di Bessel, J,,({n,) = 0, sono:

n=>0 Cmo = 2.405 5.550 8.654
n=1 Cm1 = 3.832 7.016 10.173

Il modo piu semplice € con n = 0 per cui non si ha dipendenza dei campi dall’angolo
azimutale e risulta E, = 0, B, = 0. Per m = 1. \. = 2ma /{9 = 2.61a.

Nel modo T'My19, £ = 0, non si ha dipendenza dei campi da z, la frequenza di
risonanza € woip = ¢C1p/a; le componenti dei campi sono:

Ez — EOJO(CH)T/G) BZ =0
ET =0 Br =0
Ey,=0 By = iB, 55=Jy(Gor/a) = =22 T (Cior/a)

Nel modo T'Mi9, £ = 1, la frequenza di risonanza & wy1g = c[(Cio/a)?+(7/L)?]Y/?;
le componenti dei campi sono:

E, = E,Jo(Cior/a)cos Tz B,=0
E, = EOCIOLJl(QOT/a) sin Tz B, =0
E,=0 By = E, 382 J1(Cor/a) sin T2

La Fig.1.21 mostra le linee del campo elettrico per i modi T' Mgy e T'M;19 in
una cavita cilindrica. Le linee del campo magnetico sono cinconferenze coassiali con
I’asse z. Dalla figura ¢ chiaro che il modo T' My € il piu efficace per accelerare
particelle cariche lungo 'asse z.

1.3.6 Accelerazione in cavita risonanti
In un acceleratore circolare, 'aumento di energia cinetica di una particella di carica
q e velocita (B¢ in un singolo passaggio e

+L/2

+L/2 /
AE =qAV = / ) E, cos(wt + ¢)dz = / E,(Bccos(wt + ¢)dt
—L/2 L/2
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Figure 1.21: Linee del campo elettrico per i modi T'Myg e T M9 in una cavita
cilindrica

dove, per ¢ = 0 la particella ¢ in fase con il campo accelerante nella cavita.
L’aumento di velocita in un singolo passaggio e trascurabile, 5 ~ costante, e quindi

sinwL/20¢

AE =E,L AT

cos ¢

Il fattore di perdita, sin(wL/2(c)/(wL/20(¢c) non ¢ significativamente < 1 se wL/2(c =
CoL/2Ba < 1 cioe L/a < 0.85. Questa condizione ¢ facile da soddisfare se § ~ 1,
ma per [ < 1 richiede che sia L < a, cioe di avere cavita corte lungo la direzione
di accelerazione.

In un acceleratore lineare si hanno tante cavita allineate lungo l'asse z e, per
mantenere coerenza di fase tra il campo accelerante e la particella, deve essere L =
nBA/2 dove L ¢ la distnza tra le cavita e A ¢ la lunghezza d’onda della radiazione nelle
cavita. Lo schema originario ¢ quello di Wideroe con tubi a deriva adiacenti connessi
ad un generatore alternato (Fig.1.22). In questo caso L = (SA/2 e il gradiente di
energia ¢ d€/dz = AE/\ = BqAV/2L. Un schema pin efficiente & quello di Alvarez,
con L = B che, a parita di campo elettrico, produce un gradiente di energia doppio,
d€/dz = BqAV/L. Inoltre in questo caso la corrente lungo le connessioni delle cavita
¢ nulla e la dissipazione di potenza ¢ minore.

SNV NV IAVAVAVAY
Al @l A elloloNcEo!
Bt (DD

Figure 1.22: Schemi di Wideroe e di Alvarez per un acceleratore lineare

Nei moderni acceleratori LINAC-RF le particelle vengono accelerate in un guida
d’onda in cui si fa in modo che la velocita di fase con cui si propaga il campo
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elettromagnetico sia pari alla velocita Bc. Consideriamo una guida d’onda cilindrica
di raggio a in cui vengono accelerati elettroni di alta energia per cui g ~ 1. Nella
guida si possono propagare le onde elettromagnetiche di frequenza w > w. = (c/a,
dove il fattore ¢ dipende dal modo eccitato nella guida. Se nella guida sono disposti
dei diaframmi di raggio b < a opportunamente spaziati a distanza L (L ~ costante
per 5 ~ 1) si stabiliscono onde stazionarie di frequenza w = (/b > w. e numero
d’onda k = ¢m/L. La velocita di gruppo & nulla per un’onda stazionaria e quindi
dw/dk = 0 in corrispondenza dei valori k = ¢r/L e la relazione di dispersione nella
guida viene modificata nell’andamento periodico mostrato in Fig.1.23. In questo
modo e possibile realizzare la condizione in cui il campo elettromagnetico si propaga
con velocita di fase < ¢ e cede continuamente energia alla particella.

Muuuuw

o

O O O O

w/c

T T ¥ T =

k= -TmiL k= +1/L

Figure 1.23: Guida d’onda a iride di un Linac-RF e relazione di dispersione nella
guida d’onda

1.3.7 Trasporto dei fasci

Per descrivere la traiettoria di una particella negli elementi di un’acceleratore con-
viene utilizzare una rappresentazione che esprima per ciascun elemento le coordi-
nate finali in funzione di quelle iniziali. Indichiamo con s la coordinata lungo la
traiettoria di riferimento, con y(s), z(s) gli spostamenti radiale e verticale e con
y'(s) = dy/ds = tan@,, 2/(s) = dz/ds = tanf, le derivate. Queste sono legate alle
derivate rispetto al tempo da

._dy_dyds_ , . 9
Y= " as at "

dove v e la velocita lungo la traiettoria di riferimento. In una regione senza campi
magnetici la particella percorre una retta

y(s) =yo+uos  Y(s) =1y,
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che, per un tratto di lunghezza As = ¢, si puo rappresentare con le trasformazioni

()= 0) ()= ()

e analoga per la proiezione verticale. Per il generico elemento k le matrici di trasporto

sono definite
z z
(&), ()
k E—1

o ()
<y/ k Y y/ k—1

di modo che le coordinate e gli angoli rispetto alla traiettoria di riferimento all’uscita
dell’elemento k si ottengono dai valori iniziali applicando la matrice prodotto delle
matrici di trasporto dei singoli elementi
] =
A

Yy Kk k—1 1 Yy
<y,>k:My-My ...My-<y/>o

Le equazioni del moto in un magnete a focheggiamento debole sono

y//_’_iyzo Z”"_LZ:O
B 5%
e hanno soluzioni
y = Acoss/B+ Bsins/8 y(lo) = A

y = —(A/B)sins/B+ (B/B)coss/B  y'(0) = B/B

v\ coss/By  Bysins/By Yo
< Yy’ ) B ( —isins/BH coss/By > . ( A )
e analoga per la coordinata verticale.

Le relazioni precedenti mostrano che 'ampiezza delle oscillazioni di betatrone
sono proporzionali a 85y, e 8y2,. D’altra parte nella condizione di focheggiamento
debole, 0 < n < 1, non si puo fare in modo che entrambe le funzioni beta siano
piccole rispetto al raggio dell’orbita di accelerazione e questa e una seria limitazione
per raggiungere energie elevate con un sincrotrone: aumentando il raggio aumenta
I’ampiezza di oscillazione e quindi la dispersione del fascio nel piano trasverso. Se
facciamo in modo che sia n > 1, cioe By = R/\/n < R, le oscillazioni nel piano

verticale sono di piccola ampiezza, ma il fascio diverge nel piano orizzontale perché
I’equazione del moto ha soluzione

y\ coshs/By  Bysinhs/By Yo
v | isinh s/Bg  coshs/By A
con By = R/v/n—1< R.
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Quindi un magnete con indice di campo n > 1 ha una azione focalizzante in una
proiezione e defocalizzante nell’altra. Consideriamo due magneti che abbiano i gra-
dienti di campo scambiati e lunghezza ¢ minore delle lunghezze d’onda di betatrone
in entrambe le proiezioni. Le matrici di trasporto si approssimano al primo ordine

MF — cosl/By  Bysinl/By | _ 1 4
L —ésiné/ﬁl cosl/B; ) T\ —¢/82 1

MP — cosh?/By  Bysinh /By \ 1 {
2 —l—ésinhﬁ/fﬁ cosh £/85 T /81

Queste relazioni sono simili a quelle delle lenti in ottica. Una lente sottile di distanza
focale f (Fig.1.24) ¢ caratterizata da una matrice di trasporto

y\ [a b Yo \ _ [ ayo + by,
v ] \ec d )\ ey + dyl

La condizione di lente sottile, y = y, V v/, comporta a = 1, b = 0. La condizione sul

tang =y’

' LS
I (.

Figure 1.24: Ottica delle lenti sottili

determinante, ad = 1, comporta d = 1. Per un fascio parallelo, y/, = 0, la deflessione
ey =y,/f per una lente divergente e y' = —y,/f per una convergente. Quindi una
lente sottile e caratterizzata dalle matrici di trasporto

w=(y V) ()

cioé una lente convergente ha il termine 1/ f negativo. Una lente di spessore £ si puo
rappresentare come una lente sottile tra due spazi vuoti di lunghezza ¢/2

((1) £{2><i11/f g)((l) £{2>:<1i1€//ﬁf 1@2/'2})

e la matrice di trasporto ¢ uguale a quella dei magneti con £/82 = 1/f.
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Se i due magneti sono separati da una distanza 0 la matrice di trasporto, per
‘<l e

R A AW 10\ [ 1+ 2
My MsM; —<_g/ﬁ§ 1)(0 U\ ez 1) B —esmez 1 — s

Se si cambia l'ordine (MP MsMJI") si scambiano tra loro i termini diagonali ma non
cambiano gli altri. Quindi I'azione combinata dei due magneti ¢ focalizzante in
entrambe le proiezioni. Questo metodo di trasporto e detto focheggiamento forte ed
¢ utilizzato nei sincrotroni che accelerano protoni ad energia elevata con una serie
di dipoli con numero d’ordine n elevato a gradiente alternato (Fig.1.25).

Figure 1.25: Dipoli curvanti a gradiente alternato

Nello schema di focheggiamento forte con dipoli a gradiente alternato i mag-
neti hanno la duplice funzione di curvare la traiettoria delle particelle e di limitare
I’ampiezza delle oscillazioni di betatrone. Questo schema e utilizzato con successo
nei proto-sincrotroni, ma ha lo svantaggio di non essere flessibile. Inoltre, in alcuni
casi, occorre focalizzare il fascio di particelle per aumentarne il flusso. I quadrupoli
sono magneti con elevato gradiente di campo che hanno la proprieta di focaliz-
zare le traiettorie delle particelle in una proiezione (ma di defocalizzarla nell’altra
proiezione) in una lunghezza limitata.

Un quadrupolo (Fig.1.26) & realizzato avvolgendo quattro bobine attorno a quat-

Figure 1.26: Quadrupolo

tro espansioni polari simmetriche in modo da realizzare vicino all’asse un campo
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magnetico di componenti
B, =0 B,=+G=z B,=+Gy

G e¢ il gradiente di campo che e positivo o negativo secondo il verso della corrente
nelle bobine, ma uguale nelle due proiezioni poiché 0B, /0z = 0B,/0y. Le equazioni
del moto di una particella di carica ¢, massa m e che ha velocita v lungo 'asse x
sono

dpy/dt = mvy = Q(Usz - U:ch) =+ qUBz =+ qu Yy
dp./dt = myz = q(v, B, —v,B,) = £ quB, = £ quG z

Passando a coordinate lungo la traiettoria, le equazioni diventano

myv? y" =F quG y y'+ (4G/p) y=0
myv? 2" =+ quG z 2" F (qG/p) z=0

e, scegliendo uno dei due versi, si hanno le soluzioni gia trovate per i dipoli con
gradiente di campo

MEF cosl/B8  Bsinl/B\ _ 1 14
T\ —gsind/B cost/B ) T\ —0/8% 1

uP — coshl/B8  Bsinh /8 \ _ J
~ \ +gsinh¢/B cosh¢/B ) T\ +4/8% 1

con 8 = 4/p/qG. Invertendo il senso della corrente nelle bobine si inverte il segno
del gradiente G — —G (equivale a ruotare il quadrupolo di 7/2) e le conclusioni
non cambiano. Un quadrupolo di lunghezza ¢ si comporta, per una particella di
quantita di moto p, come una lente convergente in una proiezione e divergente
nell’altra con distanze focali uguali f = p/qG¢ . Una coppia di quadrupoli ha
un’azione focalizzante in entrambe le proiezioni. I quadrupoli possono avere un
gradiente di campo molto elevato e quindi una piccola distanza focale anche con
lunghezze limitate. I moderni sincrotroni a focheggiamento forte sono costituiti da
un reticolo in cui ’elemento base, la cella del reticolo, ¢ una serie di magneti curvanti
con indice di campo n = 1 e una coppia di quadrupoli F'D.

Finora abbiamo considerato un fascio monocromatico di particelle, cioe senza
dispersione in impulso. In realta le particelle durante 1’accelerazione hanno impulsi
diversi e seguono traiettorie diverse. Introcucendo il fattore di dispersione, op/p =
—dw/w, 'equazione del moto nel piano radiale viene modificata

) 1— 19
y—l—wz(l—n)yz—wéwR:sz;9 y" + Rzny:R;)
Questa ha soluzione
8% 6 A B
y:Acos;+Bsin§+R; y':—gsin%ngcos%
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con le condizioni inziali

82 [(op B
S=A+-— £ .
e la matrice di trasporto nel piano radiale diventa una matrice 3 x 3
y coss/B  Bsins/B %(1—0085/13) Yy
y' = | —gsins/B coss/B 2 sins/B N T
op/p 0 0 1 ép/p /),

1.3.8 Emittanza

Per un fascio di particelle, come in un fluido in assenza di effetti dissipativi, vale
il teorema di Liouville: la densitd f(Z,p,t) = d°n/drdp si conserva durante il moto
nell’acceleratore. Questo impone alcune proprieta delle matrici di trasporto che
descrivono le traiettorie nel piano trasverso e nel piano radiale. Le matrici sono
unitarie e hanno Det(M) = 1. In generale le matrici di trasporto nel reticolo
dell’acceleratore si esprimono

(10 n B .
M_<O 1>cos,u—i—<_c _n>sm,u

dove n(s),((s),B(s) sono funzioni periodiche del reticolo e la condizione sul deter-
minante & (8 —n? = 1.
In un reticolo periodico le equazioni del moto sono del tipo
St ( 1 qé’Bz) _dp/p o, 498y

1 =0
R p@zz

RQ+p dy

e la soluzione si puo esprimere nella forma

Vo) = \obs) coslu)+ ) utsr= [

dove B(s) & la funzione di betatrone [em], u(s) e la fase di betatrone, ¢ & il periodo
del reticolo, €, e ¢ sono costanti. E analoga soluzione si ha nel piano verticale. La
derivata della soluzione e

/

N B3
y’—\/§2 cos(pi+ ¢) — Ve i/ sin(u+¢)—\/§2 cos(,u+¢)—\/§ sin(p + ¢)

con le condizioni iniziali

B/
Yo = 1/€B, cos yg:,/f? 5" cos¢—1/Bi sin ¢
B , .
Yo E_Boyo: VeBo sing

o4



Tenuto conto che per questa soluzione si ha n = —'/2, dalla relazione di unitarieta,
(B =1+ 872/4, risulta

eBo = y2 (14 87 /4) — BoBLyoy, + Boy = CoBoys — BoBlyoys, + Blyy
e = Gy — BLyoy, + Boy,

Se calcoliamo per la soluzione i valori y2, yy', v

B/
y? = eB cos® yy =¢ (2 cos? j1 — sin pi cos u)
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troviamo che ¢, ¢ una costante del moto

/27 <B/2 2 :BI . 1 ) )
y“ =¢|-—cos u——sm,ucosu—i-ﬁsm u

<y2 o B/yy/ + By/2 — gy

Questa, tenuto conto della relazione tra i coefficienti, € ’equazione di un ellisse
nel piano y — ¢, con centro in y = 0, 3y = 0, e ogni particella nel moto lungo
'acceleratore ha valori delle coordinate y(s), y/'(s) che cambiano da punto a punto,
ma sempre su un ellisse. Nel caso che sia / = 0 l'ellisse ha assi paralleli alle
coordinate e semiassi uguali a \/5713 e \/e,/B. Tutte queste cosiderazioni sono anche
valide nel piano z — 2. L’area dell’ellissi e pari a e, ed & chiamata emittanza [em X
rad] e misura l'estensione dello spazio delle fasi occupato dal fascio in un piano.

Per ogni coppia di variabili coniugate (y,p,), (2,p.), in assenza di effetti dissi-
pativi, si ha lungo un ciclo ¢ p,dy = costante, ¢ p.dz = costante

Py = myy = mefyy’ % Byy'dy = Byme, = costante

e analogamente Jyme, = costante. La quantita fyme e chiamata emittanza invariante.
Quando il fascio aumenta I'energia (I’aumento in un ciclo & molto piccolo) le emit-
tanze (yme si mantengono costanti e lo spazio delle fasi, we, occupato dal fascio
nei piani y — ¢, z — 2/, diminuisce proporzionalmente a 1/3v. Poiché I'emittanza
definisce le dimensioni della camera a vuoto in cui circola il fascio e me ¢ molto
maggiore all’iniezione che alla fine del ciclo di accelerazione, per accelerare parti-
celle ad energia elevata si usano di solito acceleratori in cascata in modo da limitare
I’emittanza all’iniezione.

1.3.9 Oscillazioni di sincrotrone

Gli acceleratori di alta energia funzionano con il principio di accelerazioni multiple
e le particelle, per aumentare 1’energia, devono pasare nelle cavita RF in fase con
il campo elettrico acceleratore a frequenza wgrp. Poiché le particelle hanno una
dispersione nel tempo di attraversamento delle cavia, §t, 'aumento di energia e
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possibile se piccole variarioni di fase d¢ = wgrpdt sono compensate. Questo e il
principio di stabilita di fase dismostrato da Veksler e McMillan nel 1945.

Se AV =1V, sinwgpt € la differenza di potenziale nella cavita, una particella che
la attraversa ha una variazione di energia ¢V, sin(wgrt+ ¢), dove ¢ ¢ la fase relativa
che tiene conto dell’istante di attraversamento. Definiamo particella sincrona la
particella che sia sempre in fase: ¢; = costante, questa ha frequenza wy; = wrp/h
con h =intero e ha energia E;.

Consideriamo 'esempio dell’acceleratore lineare (Fig.1.27). Una generica parti-

V((p) - ——»

igure 1.27: Stabilita di fase nel LINAC

cella ha energia F = E,+ 0F, fase ¢ = ¢, + d¢ e frequenza w = wy + dw. Dopo aver
attraversato la cavita la particella ha energia

E' = E + qV,sin(wgpt + ¢) = Es + 0E + ¢V, sin(¢s + 0¢) =

= E; + 0F + qV,(sin ¢5 cos d¢ + cos ¢ sin dp) ~ E. + 0FE + qV,0¢ cos ¢

La variazione di energia rispetto alla particella sincrona ¢ 6E’' = 6 F + ¢V,0¢ cos ¢,.
Supponiamo che la particella abbia energia maggiore di E; e che sia in anticipo di
fase, 0¢ < 0: la variazione di energia € minore se d¢cos ¢, < 0, e la particella si
avvicina alla particella sincrona se cos @5 > 0. Se la particella ha energia minore di
E, ed ¢ in ritardo di fase, ¢ > 0, la variazione di energia ¢ maggiore se d¢ cos ¢ > 0,
e la particella si avvicina alla particella sincrona se cos ¢s > 0. Quindi in entrambe i
casi si ha stabilita di fase se —7/2 < ¢ < 7/2. Poiché per aumentare ’energia deve
essere 0 < ¢ < m, le particelle che attraversano la cavita con 0 < ¢ < 7/2 vengono
accelerate e oscillano attorno alla fase della particella sincrona. Queste oscillazioni
di fase (e di energia) sono chiamate oscillazioni di sincrotrone.

In un acceleratore circolare particelle di impulso diverso percorrono traiettorie di-
verse e hanno frequenze angolari diverse (Fig.1.28). Il rapporto tra la variazione della
lunghezza dell’orbita, ¢, e la variazione di impulso & un parametro dell’acceleratore
chiamato fattore di compressione di impulso

deje
Ny == —
" dp/p
Il rapporto tra la variazione della frequenza angolare e la variazione di impulso
dw dB dr 1 dp dp dp dB  dy dP 5 2df ,df
=G T, Rl R R i
w G P p p B v B g g
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Figure 1.28: Stabilita di fase nell’acceleratore circolare

¢ legato a «,, e dipende dall’energia

dw/w 1
dp/p  ~*
quindi negli acceleratori circolari si puo avere stabilita di fase in condizioni di-
verse secondo se la velocita aumenta piu rapidamente della lunghezza della trai-
ettoria (a bassa energia) o piu lentamente (ad alta energia) passando per una

energia di transizione quando 1/9% = a,.

Se indichiamo con AE = ¢V} sin ¢ la variazione di energia per giro e se facciamo
I'ipotesi che le variazioni siano lente rispetto alla frequenza, la variazione della dif-
ferenza di energia rispetto alla particella sincrona in un periodo 7" ¢

n Qp

' . doFE doE 4V, . :
AOE = ¢V, (sin¢ — sin ¢;) ~ o T o N o W (sin ¢ — sin ¢)
la variazione della fase in un periodo ¢ (07/T = —dw/w = —ndp/p)
op oF dop Ao WREN
Adp ~ w T ~ —wrrTn ; = —wgrrln 527E I ~ T = _ﬂfEs oF

Da queste relazioni si ottiene 1’equazione della fase

i25¢__wRFU d _ win 4V
N CEY O o232 E,

che, per piccoli sfasamenti, sin(¢, + d¢) = sin ¢ cos dp + cos P, sin d¢ ~ sin ¢ +
0¢ cos ¢, diventa

d? hncos ¢ qV,
a” 0?2 _ 0. — s 0
80+ 02 66 =0 =T

Si hanno oscillazioni di fase se €25 e reale. Sotto l’energia di transizione, n > 0, si
ha stabilita di fase per cos ¢, > 0, cioe 0 < ¢ < m/2 come nel caso del LINAC.
Infatti in un acceleratore lineare il raggio di curvatura e infinito, oy, = 0 e 7 € sempre
positivo. Sopra l’energia di transizione, n < 0, si ha stabilita di fase per cos ¢ < 0,
quindi 7/2 < ¢ < 7. Questo ¢ il caso dell’elettro-sincrotrone in cui 7 & grande e si
fa in modo di operare sempre sopra l’energia di transizione. La maggior parte dei
protosincrotroni devono passare attraverso l’energia di transizione durante il ciclo
di accelerazione e quindi devono effettuare un cambiamento della fase di wrp.

(sin ¢ — sin ¢;)
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1.3.10 Anelli di collisione

In esperimenti di fisica subnucleare ¢ importante convertire I’energia cinetica delle
particelle nello stato iniziale in energia disponibile nello stato finale per produrre
particelle di massa elevata. Negli esperimenti in cui si invia un fascio di particelle
di impulso p'su un bersaglio fermo nel laboratorio parte dell’energia del fascio non e
disponibile per produrre particelle perché e utilizzata per conservare I'impulso totale.
Se invece si fanno collidere due fasci che nel laboratorio hanno impulso uguale e
opposto tutta 'energia ¢ disponibile nello stato finale perché I'impulso totale nel
laboratorio € nullo. L’energia nello stato finale & pari al modulo del quadri-impulso.
In un esperimento a bersaglio fissso si ha (¢ = 1), P, = (p1, E1), P> = (0,my)

(P + P)* = m3 +m3 +2E1m,
In un esperimento a fasci collidenti, P, = (p, E1), P, = (—p, E2)
<P1—|—P2)2 :m%—l-mg—i—QElEg—i—QﬁQ

Per £ > m si ha E,.,, =~ v2Em nel primo caso e E,., ~ 2F nel secondo.

Particelle di carica ¢ con impulso p’ e antiparticelle di carica opposta —g con
impulso opposto —p possono essere accelerate nello stesso anello utilizzando lo stesso
campo elettrico acceleratore e lo stesso campo magnetico curvante. Infatti la forza
acceleratrice e nei due casi parallela all’impulso e la forza centripeta ¢ la stessa

jtﬁ:qEquU/\B CZ(—p”)z—qE+qz7/\B

Un parametro importante degli anelli di collisione e la luminosita che definisce
il numero di reazioni che avvengono nell’unita di tempo. Per un esperimento a
bersaglio fisso abbiamo definito la luminosita come il prodotto flusso del fascio x
numero di particelle bersaglio. In un anello di collisione, con Ny e Ny particelle per
fascio, la luminosita e
5{\2 Ny— f N1 Ny

t S
dove f e la frequenza di incrocio dei fasci e S ¢ la superficie di sovrapposizione dei
fasci. Per avere luminosita elevata occorre ridurre al minimo la sezione dei fasci nel
punto di incrocio cioe ridurre il valore di § con quadrupoli focalizzanti.

Gli anelli di collisione, una volta accelerati i fasci all’energia di operazione, funzio-
nano in regime continuo. Il numero di particelle circolanti diminuisce col tempo per
effetto delle interazioni delle particelle con il gas residuo nella camera a vuoto e con
le altre particelle. Un’altro parametro importante ¢ la vita media della luminosita
che ¢ tipicamente di alcune ore. Oltre agli anelli di collisione protone-antiprotone
e elettrone-positrone, che funzionano con un solo anello, sono utilizzati anche anelli
di collisione protone-protone e elettrone-protone che pero funzionano con due anelli
distinti che si incrociano in piu punti.

L —
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1.3.11 Radiazione di sincrotrone

Una carica elettrica accelerata emette radiazione elettromagnetica. L’energia emessa
per unita di tempo ¢ data dalla formula di Larmor (appendice 777) ed ¢ invariante

-\ 2
2 @ 4| oz d8 dp\* -1
W_§ cy ’y(ﬁ-dt) +<dt> eV s77]

La potenza emessa dipende dalla quarta potenza di v = E/mc? e quindi, a parita
di energia, & molto maggiore per particelle di massa piccola (elettroni) che non per
masse grandi (protoni).

In un acceleratore lineare ’accelerazione e parallela alla velocita, dﬁ /dt || 5 ,ela

potenza e
wo2 T gy () 22 e (d8)
3 4dme,c dt 3 4rme,c 7 dt

Poiché per valori grandi di 7y, 5 — 1 e d3/dt € molto piccolo, negli acceleratori lineari
I’energia emessa e molto piccola ed e facilmente compensata dal campo elettrico
accelerante.

In un acceleratore circolare vi € una accelerazione centripeta ortogonale alla
velocita, dﬁ /dt L E Trascurando ’accelerazione longitudinale, che € molto piu

piccola, la potenza e
2 ¢ g\
W==: [
3 471'6067 (dt)

L’accelerazione centripeta e dﬁ /dt = gA& . Se R ¢il raggio di curvatura, ’accelerazione
¢ |dB/dt| = 3%c/R e la potenza &

L’energia emessa per giro, che deve essere fornita dalle cavita RF', e

2tR 2 ¢° 5474 4 > ﬁ3’y4
— C e
Bc 3 4dme, R? 3 4me, R

A@m:fWﬁ%WT:

Per un elettrone, €?/4me, = r,m.c?,

AE’giro = Z‘L;— % 77/’4602 ﬁ374

La radiazione emessa si chiama radiazione di sincrotrone. Negli elettro-sincrotroni
di alta energia la maggior parte dell’energia fornita dalle cavita RF' e spesa per com-
pensare I'energia emessa per radiazione di sincrotrone piu che per accelerare i fasci.
Negli anelli di collisione elettrone-positrone, anche quando e stata raggiunta I’energia
di operazione, occorre continuamente rifornire con le cavita RF' ’energia irraggiata.
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Poiché AE;,, ¢ inversamente proporzionale a R, gli anelli di collisione eTe™ di alta
energia sono costruiti con grandi raggi di curvatura.

La radiazione di sincrotrone ha comunque benefici effetti sul comportamento dei
fasci negli acceleratori di elettroni. L’emissione di radiazione ¢ un effetto non con-
servativo che viola il teorema di Liouville e che puo essere utilizzato per attenuare
I’ampiezza delle oscillazioni di betatrone e quindi per ridurre lo spazio delle fasi
nel piano trasverso. Sfruttando ’emissione di radiazione di sincrotrone si possono
ottenere fasci di piccole dimensioni sia nel piano trasverso che nella direzione lon-
gitudinale e questo permette di ottenere elevate luminosita negli anelli di collisione
ete™.

Una importante applicazione della radiazione di sincrotrone emessa da accelera-
tori circolari di elettroni e la produzione di sorgenti di radiazione elettromagnetica
con particolari caratteristiche di intensita, direzionalita e banda di frequenza. Nel
riferimento solidale con la particella carica la distribuzione angolare della potenza
emessa (appendice 777) ¢

AW remec? dp 231n21/)
A dwe \ dt

dove 1 ¢ 'angolo tra l'accelerazione e la direzione di emissione (Fig.1.29). Nel

8021y
\““‘
o
\“ Si
.
\

Figure 1.29: Emissione di radiazione di sincrotrone

laboratorio la carica ha velocita (c e la distribuzione della radiazione emessa ad
angolo polare 6 rispetto alla velocita e

AW romec® (df3 i b 1— _1=5 sin? 0 cos? ¢
dQ  4me \dt) (1—Bcosbh)3 (1 — B cosh)?

Per 3 — 1, 3 ~ 1 —1/2+% T'angolo solido si contrae, sinf ~ 0, cos ~ 1 — 6?/2, e
la distribuzione angolare, mediando sull’angolo azimutale ¢, diventa

aw romec® [df 2 8¢ ] 27207

dQ  dwe \dt )] (14 7262)3 (14 ~%62)?
Il valore massimo della distribuzione si ha per § = 1/27 e il valore quadratico medio
della distribuzione & V< 62 > = 1/v: la radiazione di sincrotrone & concentrata in
un cono di semiapertura &~ 1/v attorno alla direzione del moto della carica.

Il calcolo dello spettro di frequenza emesso e piuttosto complicato. Per valutare
le frequenze tipiche consideriamo una carica in moto in un anello di raggio R. Un
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osservatore sul piano dell’anello vede la radiazione emessa lungo un tratto Al =
RAO ~ R/~. La durata dell'impulso 7 ¢ la differenza tra il tempo di percorrenza
del tratto Al a velocita (e da parte dell’elettrone e il tempo di percorrenza della
corda 2R sin Af/2 a velocita ¢ da parte della radiazione

R 2Rsinl/2y R R 1-p2
_ = (1-0)~—
vBce c By prye 2
Lo spettro in frequenza e la trasformata di Fourier della distribuzione temporale. Se

assumiamo un impulso uniforme di durata 7, lo spettro in frequenza ¢ approssima-
tivamente uniforme e si estende fino alla

T =

» 1
frequenza critica we = — = 273w,
T

dove w, = fec/R ¢ la frequenza di rivoluzione del fascio. Acceleratori circolari di
elettroni di alta energia producono fasci intensi e collimati di raggi X con energia
fino a &~ 10 keV ciot lunghezza d’onda A &~ 1 A e vengono utilizzati per lo studio
delle proprieta di strutture molecolari e cristalline.

Calcoli accurati dimostrano che lo spettro di potenza emessa sotto forma di
radiazione di sincrotrone e rappresentato da una funzione universale del rapporto
T =w/w,

AW AN, W

con [S(x) de = 1. La funzione di distribuzione S(x) ¢ mostrata in Fig.1.30. Per
w < w, aumenta con una legge di potenza ben approssimata con S(z) = 1.333 2/3,
mentre per w > w, decresce esponenzialmente: S(z) = 0.777 z'/2 ™.

10°
S(x)

101t

10 2t

104 103 10?2 101 10° 10

Figure 1.30: Funzione universale che descrive lo spettro della radiazione di sin-
crotrone

1.3.12 Sorgenti di radiazione di sincrotrone

I magneti curvanti di un elettro-sincrotrone costituiscono una sorgente di radiazione
di sincrotrone. La radiazione ¢ emessa nel piano di curvatura lungo la direzione degli
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elettroni in un cono di apertura angolare Af ~ 1/~. L’intensita della radiazione &
proporzionale al numero di elettroni che circolano nell’anello e lo spettro di frequenza
¢ dato dalla funzione S(w/w.) che si estende fino a valori di energia poco superiori a
hw.. L’energia perduta sotto forma di radiazione viene continuamente rifornita agli
elettroni dal campo accelerante a radio-frequenza, quindi gli elettroni producono
continuamente radiazione di sincrotrone. Le caratteristiche della radiazione (in-
tensita, spettro di frequenza, polarizzazione, ...) possono essere variate localmente
nell’acceleratore inserendo opportuni componenti magnetici che non perturbino la
struttura periodica dell’anello.

Traslatore di frequenza

Se nell’anello si inserisce un campo magnetico, B*, di intensita maggiore di quello
dei magneti curvanti, aumenta localmente la forza di Lorentz e quindi la frequenza
angolare, w, = eB*/m~y. In questo modo si aumenta la frequenza critica della
radiazione emessa localmente dal magnete superbend B*.

Un traslatore di frequenza di questo tipo (Fig.1.31) si realizza, ad esempio, in-
serendo in una sezione dritta dell’anello due magneti compensatori posti prima e
dopo il magnete B* in modo che l'integrale di campo dei tre magneti sia nullo,
| B d¢ =0, per non cambiare le caratteristiche del fascio di elettroni.

L N

@EE—%

Figure 1.31: Traslatore di frequenza; sono mostrati due magneti curvanti dell’anello,
i due magneti compensatori e il magnete superbend

Magnete wiggler

Possiamo estendere il concetto del traslatore di frequenza in una struttura periodica
in cui il campo magnetico ¢ ortogonale alla direzione degli elettroni e l'integrale
di campo e nullo. Un magnete wiggler e realizzato con N elementi di lughezza
Ay (Fig.1.32). Questi possono essere costruiti con elettro-magneti o con magneti
permanenti. L’intensita del campo magnetico si puo ottenere come sviluppo in
serie di Fourier con componente fondamentale di periodo A,. Con riferimento alla
Fig.1.32, x ¢ la direzione iniziale degli elettroni che vengono deflessi nel piano x-y.
Assumendo per le componenti del campo magnetico B, (z,y, 2) = B, f(z) cos kz, con
k=2m/X,, e By(x,y,z) =0, la soluzione deve soddisfare le condizioni

VAB=0 0B,/0z = 0B,/0z = —kB, f(z) sin kx
V-B=0 0B, /0x = —0B,/0z = —B,f'(z) cos kx
0?B./020z = 0°B./0z0x  —k*B,f(z)coskx = —B,f"(z) cos kx

L’equazione f”(z)—k?f(z) ha soluzione f(z) = a cosh kz+bsinh kz con le condizioni
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Figure 1.32: Magnete wiggler; la struttura periodica si estende per N periodi di
lunghezza A

al contorno f(0) = a = 1, f(-2) = f(+2) — b = 0. La componente B, si
ottiene integrando una delle relazioni precedenti. Quindi le componenti del campo
magnetico sono

B, = B, sinhkz sinkx B, =0 B, =B, coshkz coskx

L’angolo di deflessione nel piano z-y in un semiperiodo &

T =

/4 eB, cos kx 2eB,
g = [ Bocoske
—Ap/4 p kp

Ricordando che il valor medio dell’apertura del cono di emissione di radiazione di
sincrotrone ¢ (f) ~ 2/~, il rapporto tra 1’angolo di deflessione in un semiperiodo e
I’apertura del cono definisce il fattore di intensita del magnete wiggler

0y 2eB, E ecB, F ec

= e - 2o pa
@ (0) kp 2mc?  kmc® pc 2w mc? P

ec = 0.3 GeV/T m, mc* = 0.5 MeV; quindi: Q ~ 100 B,(T) \,(m) = B,(T) A\p(cm).
Tipicamente i magneti wiggler hanno () ~ 1. I magneti wiggler con ) < 1 sono
chiamati ondulatorsi.

Gli elettroni sono soggetti ad una accelerazione nel piano normale alla direzione
del campo magnetico. Le equazioni del moto nel piano z-y sono

myi = —e(v,B, —v.B,) = —eyB, T = —w,y cos kx
mfyy = _G(UZBJ: — Usz) = +6(L’Bz y = +wo.'t coskx
myZ = —e(v, By, —v,B;) =0

con w, = eB,/m~y. La soluzione approssimata della seconda equazione si ottiene
assumendo che la velocita lungo 1'asse x sia costante, dx/dt ~ costante = v,,

?szovo/cosk:x dt = % sinkz + C
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con la condizione iniziale 1,—o = C' = 0. Sostituendo nella prima equazione si ha

2

: “g/'k kx dt Yo sin?kx+C
€r=—— SIN KT COS KX = — Sin €T
k 2k%v,

con la condizione iniziale £, = C = v,

W2 2
T =, (1 — 2k20 5 sin? k;x) =, (1 52 sin? k;:z:)
v g

o

La componente v, della velocita degli ellettroni oscilla con periodo A, attorno al
valor medio v, = v,(1 — Q?/4+*). La componente v, ha valore massimo w,/k =
1,Q /7 < v,. Integrando l'espressione di y

W,

y(x) = ko /sin kx dt = ];;ZO coskx + C

si ottiene 'ampiezza dell’oscillazione trasversa yme, = (Q/2717)A, <K Ap.
La potenza media emessa da un elettrone (5 =1) &

2 ag\°> 2 r 472 reC
W= 2 romuey [22) = 2 T 20(eeB)?) = 25 et T 202
5 Telmecy (dt> 3 moe ) (eeB)T) = == mee Apv@

e 'energia irraggiata da un elettrone in un ondulatore di N elementi e

A 472 r
AE=NW>Et=—m. =
Be 3 MO,

,72 NQ2

In un ondulatore costituito di NV elementi gli elettroni compiono oscillazioni con
periodo T >~ \,/fBc ed emettono radiazione quasi monocromatica. In un periodo,
la radiazione emessa ad angolo polare 0 rispetto all’asse dell’ondulatore percorre la
distanza ¢T' = \,/3(1—Q?*/~?*) e si ha emissione coerente se la differenza di percorso
tra la radiazione emessa da due punti a distanza A, ¢ pari ad un numero intero di
lunghezze d’onda (Fig.1.33)

Ap 2me
———— — \,cos0 =nA\=n —
BI—Q2) ¥
Approssimando B =1—1/27*+..., cosf = 1 —6%/2+ ..., si ottiene che lo spettro
della radiazione e piccato attorno alle frequenze

2772 2mc

"1y Q%2+ 7202 ),

Wp =

La frequenza delle armoniche ¢ massima per radiazione emessa in avanti, § ~ 0, e
per (Q < 1, e la larghezza delle righe e inversamente proporzionale al numero di
elementi, N. Si possono selezionare diverse bande di frequenza variando 1’angolo di
osservazione.
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Figure 1.33: Radiazione quasi monocromatica emessa da un ondulatore

1.4 Interazioni tra particelle e materia

Le particelle cariche nell’attraversare i materiali sono soggette a interazioni elettro-
magnetiche con gli atomi e i nuclei atomici. A causa di queste interazioni le particelle
perdono parte dell’energia cinetica e cambiano direzione. I principali effetti sono

e perdita di energia per ionizzazione ed eccitazione degli atomi;
e diffusione coulombiana nel campo dei nuclei atomici;
e irraggiamento nel campo dei nuclei atomici.

La radiazione elettromagnetica puo convertire parte o tutta la sua energia per in-
terazione con gli atomi e i nuclei atomici. I principali effetti sono

e effetto fotoelettrico;
o cffetto Compton;
e produzione di coppie elettrone-positrone.

Questi effetti, che verranno trattati in modo approssimato, sono importanti per
studiare le tecniche di rivelazione di particelle cariche e di fotoni e per capire come
vengono effettuati gli esperimenti nel campo della fisica nucleare e subnucleare.

e Interazioni delle particelle cariche

1.4.1 Perdita di energia per ionizzazione

Consideriamo un atomo, costituito dal nucleo di carica Ze e Z elettroni, e una
particella di carica ze, massa M > m, e velocita ¢ (Fig.1.34) e facciamo l'ipotesi
che la velocita sia abbastanza grande da poter considerare 'elettrone quasi fermo
durante la collisione. Facciamo anche I'ipotesi che 'impulso trasferito durante la
collisione sia piccolo in modo che la particella non sia deflessa.

La forza tra la particella e ’elettrone ¢ e€ dove € ¢il campo elettrico generato
dalla particella. Consideriamo l'interazione nel riferimento solidale con la particella
in cui l'elettrone si muove con velocita —v. L’impulso trasferito all’elettrone Ap’ =
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Figure 1.34: Interazione coulombiana tra particella e elettroni atomici

J Fdy e, per simmetria lungo la direzione del moto, dato dalla componente trasversa
del campo elettrico

dove abbiamo approssimato che la velocita della particella sia costante durante una
collisione. Se b e il parametro d’urto e se consideriamo un cilindro con 'asse
coincidente con la direzione della particella e raggio pari al parametro d’urto, il
flusso del campo elettrico attraverso la superficie del cilindro e

o) = [ &t ds' = 27rb/5iczx’ -

€o

L’impulso trasferito all’elettrone e

;e ze ze? 2b
Pe = v2me,b  Ameb? v

cioe pari al prodotto della forza coulombiana a distanza b per un tempo d’urto
At' = 2b/v. L'impulso trasferito & invariante poiché nel riferimento dell’elettrone la
componente trasversa del campo elettrico della particella si espande FE; = vE'| e
il tempo d’urto si contrae At = At’'/~. Nell'ipotesi p. < mec, I'energia cinetica
dell’elettrone, e

2 2
E, = pe (2N 2, ¢ (mec)” _ Mec? s
2m. 4me,b ) mev? 4me, mec? ) b2 mov? 6% b2

Questa e 'energia perduta dalla particella in un singolo urto. Se n. e il numero
di elettroni per unita di volume, il numero di urti nel tratto di percorso df con
parametro d'urto compreso tra b e b+ db ¢ n, 2wb db dl e l’energia perduta ¢
d*FE 9 o 4mh 2*
—— =N TS M — —
dbd/ Co e g2 32
L’energia perduta per unita di percorso si ottiene integrando questa relazione tra i
limiti minimo e massimo del parametro d’urto

2 db 2 biax
2 ;2 ?:47rne 2 mec? ;2

dE
ﬁ:/@rnerimec

bmin
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e Valori grandi del parametro d’urto corrispondono a tempi d’urto grandi. Se
At = b/yv & maggiore dell'inverso delle frequenze tipiche w, degli elettroni
atomici non e possibile il trasferimento di energia dalla particella all’elettrone.
Quindi assumiamo byu. ~ YU/ (Wwe).

e [l parametro d’urto non puo essere minore della dimensione dell’elettrone vista
dalla particella incidente. La lunghezza d’onda di de Broglie dell’elettrone e
A =h/p e lelettrone ha nel riferimento della particella impulso p = m.cfy .
Quindi assumiamo by, =~ h/m.[7yc.

Se il materiale ha numero atomico Z, peso atomico A e densita p , il numero di
elettroni per unita di volume ¢ n. = N,Zp/A. La formula della perdita di energia
per unita di percorso ¢ stata derivata da Bohr nel 1915. Il risultato che otteniamo
differisce da questa solo nel termine logaritmico

o NoZp 2* nmECQﬁW
A B2 fi{we)

formula di Bohr — — = 47 r’mec [eV em™]

al

e dipende dai parametri del materiale, dal quadrato della carica della particella ed
e funzione solo della velocita della particella Ge. La formula di Bohr dipende linear-
mente dalla densita ed & conveniente esprimere lo spessore del materiale Al [em)]
come Ax = pAl [g cm™2]. Tenendo conto del valore

C = 47 r2 mec® N, = 0.30 MeV/g em™?
la perdita di energia per unita di percorso ¢

E Z 2 2122.2
dE L Z 2 M

I A7 0 [MeV/g em™2

dove (I) = h{w.) ¢ il potenziale medio di ionizzazione. Nel modello atomico
di Thomas-Fermi (appendice 77?7) (I) & approssimativamente uguale a Z volte
quello dell’atomo di idrogeno (m.c?/(I) ~ 3.6 10*/Z) , quindi la perdita di en-
ergia per ionizzazione ha una piccola dipendenza dal tipo di atomo: dFE/dr
(Z/A) In(costante/Z).

La formula di Bohr e derivata in modo classico ed e una approssimazione molto
buona per particelle di massa M > m,.. Un calcolo piu accurato e stato fatto da
Bethe e Bloch nel 1930 tenendo conto di effetti quantistici

dE 7 52 O 2 (22
formula di Bethe-Bloch —=C = z (ln me<c]>ﬁv _ 52>

dx A [?
Per elettroni e positroni il termine logaritmico nella formula di Bethe-Bloch va mod-
ificato per tener conto del fatto che particella e bersaglio hanno massa uguale e che,
per gli elettroni, sono particelle identiche.
La formula di Bethe-Bloch indica che la perdita di energia per unita di percorso
di una particella carica ¢ proporzionale a 1/3%> per [ < 1, ha un minimo
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per f ~ 0.9 e per 3 — 1 ha un andamento crescente come In~?%. In realta
per valori grandi di 7 i valori sperimentali si discostano da questo andamento
asintotico e risulta dE/dx — costante , e questo effetto & maggiore nei materiale
a densita elevata. In effetti il valore b,,,, aumenta linearmente con ~ e per valori
grandi di v l'integrazione si estende a valori del parametro d’urto molto maggiori
delle dimensioni atomiche. In questo caso il campo elettrico della particella tende
a polarizzare gli atomi del materiale e gli elettroni con grandi parametri d’urto
sentono 1’azione del campo elettrico parzialmente schermato e contribuiscono meno
alla perdita di energia. Questo effetto densita e stato studiato da Fermi nel 1940 che
ha introdotto nel termine logaritmico della formula di Bethe-Bloch alcune correzioni
che dipendono dalla costante dielettrica del materiale €, e che sono importanti per
velocita (> 1/,/€, .

La Fig.1.35 mostra I'andamento della perdita di energia per unita di percorso in
diversi materiali in funzione di 8y = p/Mec per particelle di carica z = 1.

V\\vvqu T T T T T T T T T TTT

—dE /dx (MeV g lecm?2)
w

3 Y 1 O I A YT R

0.1 1.0 10 100 1000 10000
By =p/Mc
v e e il ]
1.0 10 100 1000
Muon momentum (GeV/c)
000
Pion momentum (GeV/c)
0.1 1.0 10 100 1000 10000

Proton momentum (GeV/c)

Figure 1.35: (dE/dx);on in diversi materiali in funzione di 57 per particelle di carica
z=1

La sezione d’urto del processo di collisione inelastica tra una particella e gli atomi
si deriva dall’espressione del parametro d'urto in funzione dell’energia dell’elettrone

22 myc? 22 m.c® dE
V¥ =2r2" do = 2wbdb = 47 12 =
B E. 32 E?
La sezione d’urto differenziale &
do 5 22 mec?
diES = 271'7’0 o) EeQ



Va notato che gli urti con i nuclei atomici hanno un effetto molto minore. Infatti
I'impulso trasferito € Z volte maggiore ma ’energia trasferita al nulcleo per urto e
molto piu piccola perche M, 0 > m.. Inoltre il fattore Z € compensato dal fatto
che ci sono Z elettroni per nucleo. Quindi il contributo dei nuclei alla perdita di
energia e trascurabile.

1.4.2 Fluttuazioni della perdita di energia per ionizzazione

La perdita di energia per ionizzazione in un materiale di spessore ¢ € un processo
statistico che avviene con successive collisioni con gli elettroni degli atomi del mezzo.
Il numero di collisioni nel tratto d¢ con trasferimento di energia nell’intervallo E, =+
E.+ dE, ¢

Nap dar Ao dE, = NZp 2 r2me 22 dE. ,  CZpz® dE,

A dE. A g2 B2 2 Ap? E? de

f(Ee)dEedg =

L’energia ceduta in una singola collisione e caratterizzata dalla funzione di dis-
tribuzione f(FE,) e varia in un ampio intervallo dalla minima energia di eccitazione
degli atomi del mezzo al valore massimo; per una particella di massa M > m e
energia £ < M?c*/m: E™® = 2mc*3°~* (appendice ?777).

La perdita di energia per unita di percorso misurato in g~tem? (dx = pdf) &

dE 7 2* 2mc? 322 2)
—_cZz | Pl S
(w2 -0

dx A 32
e l'energia perduta in media in uno spessore x ¢

o oImc? 322
A=2(ln——F————
( (1)

L’energia perduta effettivamente nello spessore x fluttua attorno al valor medio A ed
e caratterizzata dalla funzione di distribuzione f(z, A). La determinazione di questa
funzione e complicata dal fatto che, se I’energia della particella incidente e grande,
questa puo perderne una frazione anche molto elevata in una singola collisione.

La trattazione delle fluttuazioni e stata fatta originariamente da Bohr con 'ipotesi
I’energia perduta nelle collisioni sia molto minore dell’energia della particella inci-
dente F,. Il numero di collisioni con trasferimento di energia F. nello spessore x
¢ f(E.)dE, = (¢/z)dE./E?. Nell'ipotesi E, < E, possiamo interpretare il valore
di energia £ come quello per cui si ha in media una sola collisione con perdita di
energia F, > £ nello spessore x

7C'Zz2

—62> ¢ con &= SAR x

Emaz
e

x /

3

Le altre ipotesi fatte da Bohr sono:

< dE
EedEe:/ c_1
fEaE ¢ [

e lo spessore z ¢ sufficientemente piccolo in modo che risulti { < E7"*%;
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e lo spessore x e sufficientemente grande in modo da poter mediare su un grande

numero di collisioni.
In questo caso la funzione di distribuzione ¢ gaussiana

1 —
o~ (A=R)?/20°

con varianza

. Z
o (EMr - B p o~ C 2 2Pmc o

A

La trattazione generale e stata fatta da Lev Landau (per questo sono chiamate
fluttuazioni di Landau) considerando sia le perdite di energia E, < £, che sono piu
frequenti e seguono la distribuzione gaussiana, sia le perdite di energia F, > £ molto
meno frequenti e quindi soggette a fluttuazioni della distribuzione di Poisson. Ne
risulta una distribuzione f(z, A) asimmetrica caratterizzata da un wvalore di picco
A, < A= [f(x,A)AdA. La Fig.1.36 mostra la distribuzione di A/z per mesoni 7
di impulso 500 MeV in spessori sottili di Silicio (Z/A = 0.498; p = 2.33 gem™3). In
questo caso, per 3y = 3.5, si ha dE/dx = 1.66 MeV/gem™2.

A/x (MeV g1 cm?)

0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
——— —
10 X 500 MeV pion in silicon
L S ]
AR 640 um (149 mg/em?) |
08k O R R 320 um (74.7 mg/em?) |
H N AN ~ - 160 pum (37.4 mg/em?) -
o i I /,’ ».__\\-\ 80 um (18.7 mg/cm2) ]
506 I AN 7
S~ Cl 4.771,();»
L P 0
04F Pl RN e
r P ’\_\\:\ Mean energy ]
i . Ap/x EN loss rate ]
o1 A\
0.2 [ N -
L Py NG ]
L Il > i
L ) i i
0.0t At Aty vt Y T
100 200 300 400 500 600

A/x (eV/um)
Figure 1.36: Distribuzione del rapporto A/z in diversi spessori di Silicio

La distribuzione di Landau e espressa in funzione della variabile adimensionale
A= (A —A,)/¢ ed ¢ normalizzata in modo che sia [ ®(N)d\ = [ f(x,A)dA. La
distribuzione ¢ mostrata in Fig.1.37 insieme alla funzione di distribuzione di Moyal

f(/\) o 1 e—(A—&-e*A)/Q

3

che e una buona approssimazione nel caso di spessori non molto sottili.
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Figure 1.37: Distribuzioni di Landau e di Moyal

1.4.3 Percorso residuo

Nell’attraversare un materiale, le particelle cariche con massa M > m, perdono
energia prevalentemente per ionizzazione. Se l'energia trasferita in media nelle col-
lisioni ¢ molto minore dell’energia inziale, occorrono moltissime collisioni perché la
particella perda tutta I’energia cinetica e si arresti nel materiale. Il percorso residuo,
chiamato usualmente range, dipende dalla carica elettrica e dall’energia della parti-
cella e dalle proprieta del materiale

R 0 JdE
R_/o dv = B, dE /dx

Poiché dFE/dx e l'energia sono funzioni della velocita 3, dE/dx = 2* f(83,ZA),

dE = Mc?*~33 dp3, il range ¢ funzione della velocitd iniziale §3,. Per particelle di

carica e massa diverse si ha la relazione

2.3 2 2

:/0 ];Icyﬁdﬂ :Mc F(3,, 7. A) z

5, 22f(B,Z,A) 22 Mec?

La Fig.1.38 mostra ’andamento del rapporto R/Mc? in diversi materiali in funzione
di By = p/Mec per particelle di carica z = 1.

Le fluttuazioni della perdita di energia si riflettono in fluttuzioni del range dx =
[dE/dx]7'6A, dove §A ¢ la fluttuazione della perdita di energia nel percorso dx. Se il
range e sufficientemente grande, la perdita di energia ha una distribuzione gaussiana
con varianza ox = ((6A)?) proporzionale allo spessore di materiale attraversato
(do? /dx = (CZ/A)z*mc?). In questo caso il range ha una distribuzione gaussiana
con varianza

oh = ((0x)?) =

R=F(B,,Z,A)

R do?, dz N oA /0 dE
o dx (dE/dx)*>  (R)JE, (dE/dx)?

1.4.4 Radiazione Cerenkov

L’emissione di radiazione Cerenkov da parte di una particella carica ¢ un effetto
legato alle proprieta dielettriche del materiale e avviene quando la velocita della
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Figure 1.38: Rapporto R/Mc?* in diversi materiali in funzione di 3y per particelle
di carica z =1

particella e maggiore della velocita di propagazione della luce nel materiale che
attraversa. Questo fenomeno & stato osservato da Cerenkov nel 1934 e spiegato da
Frank e Tamm nel 1937.

In un materiale con costante dielettrica relativa e e indice di rifrazione n
il campo elettrico prodotto dalla particella si propaga con velocita c¢/[e(w)]'/?
c¢/n(w). 1 campo elettrico della particella polarizza gli atomi del materiale e la
polarizzazione segue il moto della particella senza apprezzabile scambio di energia
se la velocita della particella ¢ ¢ < ¢/n(w). Se invece [ec > ¢/n(w) il materiale
che si polarizza lungo la traiettoria della particella emette radiazione. La radiazione
e coerente sulla superficie di un cono con asse la direzione della particella (Fig.1.39)
e apertura angolare
c/n(w) 1

Be PBn(w)

L’energia emessa per unita di percorso e unita di frequenza da una particella con

carica elettrica ze ¢
dP’E 2% w 1 5 ahw

_Fe w b
drdw  4me, 3?n?(w) e belw)

e il numero di fotoni emessi con energia hw e

cosf,. =

d’n  Z2a
= — 1 QC
dxdw c sin” 0e(w)
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cos 6. = 1/Bn ()

1B~

Bc>c/n

Figure 1.39: Effetto Cerenkov

Il numero di fotoni emessi per unita di percorso si ottiene integrando nell’intervallo
di frequenza Aw in cui n(w) & positivo, w < w,, ed & soddisfatta la condizione per
Veffetto Cerenkov 1/ < n(w) < n(w,)

dn 2’« 9 22

_—=— sin? 6. (w) dw ~ “— (sin?6,) Aw

dx c JAw (@) c < 2
L’intervallo di frequenza per cui queste condizioni sono soddisfatte nei materiali
trasparenti alla radiazione e nel visibile e ultravioletto con AAw ~ 2 eV e il numero
medio di fotoni emessi per unita di percorso e

<d—n> ~ 600 fotoni cm™!' - z*sin 6,
dx
L’emissione di radiazione Cerenkov non contribuisce apprezzabilmente alla perdita
di energia della particella poiche dE/dx ~ 2?sin? 6, [keV em™'] . L'effetto Cerenkov
ha importanti applicazioni nella rivelazione di particelle cariche e nella misura della
loro velocita.

1.4.5 Radiazione di transizione

Un altro fenomeno legato alle proprieta dielettriche del materiale ¢ l’emissione di
radiazione prodotta da una particella carica relativistica, 8 ~ 1, quando passa da un
materiale ad un altro con diversa costante dielettrica. La radiazione di transizione
¢ stata studiata da Franck e Ginsburg nel 1946. Consideriamo una particella di
carica elettrica ¢ che si muove nel vuoto nella direzione z con velocita fSc e incide
normalmente sulla superficie di un materiale di indice di rifrazione n(w) (Fig.1.40).
I1 campo elettrico della particella in un punto 7 a distanza p’ dalla linea di volo ha
componenti

t /
q vBe o q P

E — =
Y dme [p? + (7Bct) P dme [p? + (yBct)?]P?

e polarizza il materiale. La polarizzazione nel punto 7’ & tanto piu intensa quanto
minore ¢ la distanza p’ e produce un campo di radiazione (appendice 777) che si
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propaga con velocita di fase ¢/n(w)

ik!'r
o Mo € —ik! P /
A(T) ~ E , e kf = c

La radiazione emessa ad angolo polare # nel piano z — x con frequenza w ha una

Figure 1.40: Emissione di radiazione di transizione

differenza di fase rispetto alla particella
A¢p =~ kz' — (K2 cosb + k' p'sinfcos¢') = (k — k' cosh)z' — k'p' sin 6 cos ¢’

con k = w/fBec. Lo spettro di frequenza si estende fino allinverso del tempo d’urto
At = p' [vPe: w~ 1/At = yBe/p’. Quindi radiazione coerente puo essere emessa se
sono soddisfatte le due condizioni

UC -
c W V6n(w)
w  wn(w) , ,_¢C 1
(50— - cosQ)z <1 Z<w1/ﬁ—n(w)cos€

La prima condizione implica che la radiazione e emessa in avanti (0 < 1/7), la
seconda che la radiazione ¢ emessa in una regione, detta zona di formazione, im-
mediatamente a valle della superficie del materiale. La radiazione & emessa con
frequenze maggiori della frequenza di plasma w, del materiale. Per un materiale
di densita ~ 1 g em™ si ha tipicamente hw, ~ 20 €V e lemissione si estende
dall’'ultravioletto alla regione dei raggi X.

Approssimando 37" & 1+ 1/29%, n(w) = 1 — w2 /2w* cosf ~ 1, la zona di
formazione della radiazione di transizione

c 1 2vyce 1 2ve 1 w

d = — e — _
W)= B —n@) = @y whep+amfe @y v Y o

ha il valore massimo per v = 1: dyu = v¢/w, = 7 - 10 nm. L’energia irraggiata per
unita di frequenza da una particella di carica elettrica ze e

dE 22
— = % v hw, [(1+ 20%) In(1+ 1/v2) — 2]
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L’energia totale irraggiata e

E= /—dl/rv—fthpwzfy()%ev

Quindi anche per una particella ultrarelativistica questa energia ¢ molto piccola e
non contribuisce alla perdita di energia. Questo effetto € comunque di notevole
interesse perché permette di identificare le particelle con valori di v elevati e, se si
conosce la massa, di misurarne l'energia £ = ymc?.

1.4.6 Diffusione coulombiana multipla

Nell’attraversare un materiale una particella carica perde energia nelle collisioni con
gli elettroni atomici senza cambiare apprezzabilmente direzione mentre viene deflessa
nelle collisioni elastiche con i nuclei atomici senza perdita apprezzabile di energia
cinetica. La sezione d’urto di interazione col campo elettrico del nucleo (capitolo
777) & fortemente piccata a piccoli angoli di diffusione

(mec®)?
4p2v? sin* /2

do 9

mzo

Se lo spessore del materiale non e piccolo, la particella subisce molte collisioni in cui
¢ predominante l'effetto di diffusione ad angoli piccoli (Fig.1.41). Se ny = N,p/A ¢

0
0
OO

0
Yoy

Figure 1.41: Diffusione coulombiana multipla

il numero di nuclei per unita di volume, il numero di collisioni per unita di percorso
in cui la particella e diffusa nell’angolo solido df) e

212
MeC 0dodx
d*n =ny do dv =87 r? (22)? (p2v2) o
dove abbiamo approssimato sin*#/2 ~ 6*/16, dQ) ~ 6dfd¢ e abbiamo integrato
sull’angolo azimutale ¢. Nell'ipotesi che le successive collisioni siano indipendenti, e
ragionevole assumere che la distribuzione nell’angolo di diffusione sia gaussiana. Il
valore quadratico medio dell’angolo di diffusione per unita di percorso ¢

5 Nop (mec?)? [ 62%d0
2 o 2 e
/«9 d@dx df = 8w r? " (22) R E
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22
0? = 8 r? Nop (22)? (mec) 1 Omaa

A p2U2 Qmm

La relazione tra ’angolo di diffusione e il parametro d’urto (capitolo 777) &

mec®r,

tan@/2 = 27 VMot b

e quindi, nell’approssimazione di piccoli angoli, possiamo sostituire 6,,4z/0min con
bimaz/bmin - Dato che il rapporto compare in un logaritmo una stima approssimata
non comporta errori di rilievo.

e Se il parametro d'urto € maggiore delle dimensioni atomiche la carica del
nucleo ¢ schermata da quella degli elettroni e il campo elettrico si annulla;
quindi assumiano bar & (Tatomo). Nel modello atomico di Thomas-Fermi
(appendice ?777) il raggio medio della distribuzione di carica nell’atomo ¢

<7aatomo> ~ (To/az)Z_l/g-

e Se il parametro d’urto € minore delle dimensioni del nucleo, la carica efficace
diminuisce e quindi anche la sezione d’urto (capitolo ?77); quindi assumiano
bimin & (Tnucieo)- La fenomenologia dei nuclei atomici (capitolo ?77) mostra che
il raggio medio della distribuzione di carica nel nucleo & (rpyeeo) = 7oAY3/2.

Con queste scelte si ha

1/3 1/6 2
emin a? \A « A

e I’angolo quadratico medio per unita di percorso si esprime

No . 2\2
0% = 167 12 A'O (22)2 ) 183z

p2’U2

4 2\2 2 N Z2
g2 — <7f<m>> () <4T3a LD 1183 Zl/s>
a pU

Il primo termine ha dimensioni [energia®]): E, = m.c?[4r/a]'/? ~ 21 MeV. 1l terzo
termine ha le dimensioni [cm™!] e definiamo il

1 N,Z?
cammino di radiazione — =4r’a P 183 773

X, A

Integrando su uno spessore finito di materiale, (#?) = [6? dx, Pangolo medio di
diffusione coulombiana multipla

-

e proporzionale alla carica elettrica, inversamente proporzionale all’impulso e dipende
dalla radice quadrata dello spessore di materiale misurato in cammini di radiazione.
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Il cammino di radiazione, cosi chiamato perche ¢ la lunghezza caratteristica dei pro-
cessi di irraggiamento, ¢ inversamente proporzionale al numero atomico Z e alla
densita del materiale. Se si misura la traiettoria di una particella in un piano, nella
approssimazione di angoli piccoli, (#%) = (#2) + (#;), 'angolo medio proiettato sul

piano e
02 14 MeV
N e
2 pU X,

In realta la distribuzione misurata ha delle code non gaussiane dovute a collissioni
con grandi angoli di deflessione e a effetti di correlazione che sono riprodotti con
calcoli piu accurati.

1.4.7 Irraggiamento

Nelle collisioni elastiche con i nuclei atomici una particella carica viene accelerata
e quindi emette radiazione elettromagnetica. La potenza emessa € proporzionale
al quadrato dell’accelerazione (appendice ?77). Poiché la forza coulombiana non
dipende dalla massa, la potenza e inversamente proporzionale al quadrato della
massa. 1l fenomeno dell’irraggiamento, detto anche bremsstrahlung, € molto piu
importante per gli elettroni che per le altre particelle. Per particelle pitt pesanti
diventa non trascurabile solo per valori di v > 1. Facciamo quindi l'ipotesi 3 ~ 1
e che la velocita della particella non cambi apprezzabilmente durante la collisione
col nucleo. Tratteremo il fenomeno sulla base di considerazioni semplici e in modo
approssimato. La trattazione accurata dell’irraggiamento di elettroni nel campo dei
nuclei
e N—->Ne vy

e stata fatta da Bethe e Heitler nel 1934 tenendo conto degli effetti quantistici.

Consideriamo una particella di massa M, carica ze, con velocita ¢ e parametro
d’'urto b rispetto ad un nucleo di carica Ze e calcoliamo la potenza emessa per
irraggiamento nel riferimento della particella, O’, dove la componente trasversa del
campo elettrico del nucleo appare espansa del fattore v (Fig.1.42). Abbiamo visto

e E dE

M O—®--.. SO Ey dw _I
AN

Figure 1.42: Irraggiamento nel campo di un nucleo

w

che in questo riferimento I'impulso trasferito e dato dal prodotto della componente
trasversa del campo elettrico per un tempo d’urto pari a 2b/vyv. Se la particella e
soggetta ad una accelerazione a’, la potenza irraggiata e
, 2Ze? 1 2 (ze)? a? o, 2 21 7%e0 1
3

— - WI = — _ =
“=7 dme,b> M 3 4dme, 7 (4me,)3 bAM2?
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L’energia emessa durante il tempo d'urto At' = 2b/~yv &
4 21725 1

AE’:/W’dt’: :
73 (4me,)3 B3M2c3v

Lo spettro di frequenza di un fenomeno impulsivo di durata At = 2b/yv & approssi-
mativamente uniforme fino alla frequenza di taglio w/, = yv/2b (Fig.1.42) e quindi
I’energia irraggiata per unita di frequenza e

dE’ AE" 8 24 72eb 1

do' =W 3 (4me,)? b2M?2c30v?

[

Lo spettro di frequenza dFE /dw & una quantita invariante perché energia e frequenza
si trasformano allo stesso modo. Nel laboratorio la frequenza della radiazione e
trasformata per effetto Doppler

sin 0’
v (cos ' — [3)

e, tenendo conto che la distribuzione angolare della radiazione nel riferimento della
particella & approssimativamente uniforme (appendice 7), troviamo che

w=" (1-[Fcosh) tan g =

e lo spettro di energia irraggiata per unita di frequenza
dE. 8 , e mZ 1 1

I Z A2 e _— =
dv 3 - To 4dme, M? [(?c b2

¢ approssimativamente uniforme fino alla frequenza massima w, & 3v*c/20b;

e la radiazione & emessa ad angoli piccoli, # ~ 1/, e I'angolo di emissione non
dipende dalla frequenza.

L’energia irraggiata viene emessa sotto forma di quanti, i fotoni, con energia £, =
hw. Il numero di fotoni irraggiati per intervallo unitario di energia e

dn 1 dFE

dE,  E, dhw
In un materiale con ny = N,p/A nuclei per unita di volume, il numero di collissioni
per unita di percorso con parametro d'urto compreso tra b e b+db e 2mwnbdbdl.

Il numero di fotoni irraggiati per intervallo unitario di energia e per unita di percorso
si ottiene integrando sui possibili valori del parametro d’urto

d*n 187 2zt , m? N,Z% | bmaz
n

dEdl B, 3 32 et A Vb,

Nel fissare i limiti di integrazione del parametro d’urto occorre tener conto delle
diverse possibili situazioni di schermaggio della carica del nucleo da parte degli
elettroni atomici. La distribuzione del numero di fotoni emessi si esprime (z = pf)

d*n 2t m? 12 N,Z* F(E,E.,)
== ria
dEde P2 Y a4 T E,
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dove E e 'energia della particella e F(E, E,) ¢ una funzione che tiene conto dello
schermaggio. L’energia emessa per unita di percorso si ottiene integrando la re-
lazione precedente

dE  [E d’n 2zt m?

N, Z% [E
Y L N [ °
dx o dE,dz 7 52 M2

A Lo

4r2a F(E,E,) dE,

Poiché per particelle con massa M > m, la probabilita di irraggiamento ¢ molto
piccola, limitiamoci a considerare l'irraggiamento da parte di elettroni relativistici
(=1, M =m,, ~1). In questo caso

e per energia m.c? < E < m.c?Z7'3/a la carica del nucleo non ¢ schermata
e l'integrale vale

E
/ F(E.E,) dE, = (m 2E —1> E

e per energia E > m.c?Z~'/3/a la carica del nucleo & parzialmente schermata
e l'integrale vale

5 1
/ F(E,E,) dE., = <1n183 Z713 4 18) E

Quindi la perdita di energia per unita di percorso aumenta con l’energia e, per
energia elevata, e approssimativamente proporzionale a E. Ricordando la definzione
del cammino di radiazione, che abbiamo ottenuto assumendo b,,;, ~ Thucieo € Dmaz =
Tatomos si ha

dE N, 72 1 E
— = 4?2 (11 Z-3 ) Er~——
R R BT X,

Nell’attraversare un materiale di cammino di radiazione X, un elettrone dissipa la
sua energia iniziale £, con andamento esponenziale: E(x) = E,e~%/%e.

In questa trattazione molto approssimata abbiamo trovato che la distribuzione
in energia irraggiata ¢ uniforme. In realta questa conclusione non ¢ corretta, ma e
una discreta approssimazione per elettroni di energia elevata. Con questa approssi-
mazione, cio¢ considerando F(E, E,) ~ (F(E, E,)) ~ In 183Z1/3, la sezione d’urto
di irraggiamento per elettroni di alta energia e
F(E,E,) _4rla

= 42 Z? ~ 7% In183771/3
dg, E E N

Y Y

E interessante notare che la sezione d’'urto & proporzionale alla sesta potenza della
carica elettrica (alla terza potenza della costante «) e su questo torneremo piu avanti.
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e Interazioni dei fotoni

1.4.8 Effetto fotoelettrico

Fotoni di energia maggiore dell’energia di legame degli elettroni atomici vengono
assorbiti dagli atomi che vengono ionizzati. Gli elettroni sono emessi con energia
cinetica

Ke = E’y - Elegame

e il nucleo atomico assorbe parte dell'impulso del fotone. La sezione d’urto del
processo

vy A— AT e
decresce approssimativamente come FE_- 3 e mostra delle discontinuita in corrispon-
denza delle energie degli orbitali atomici ... M, L, K dove si aprono i canali di

assorbimento. Una trattazione rigorosa dell’effetto fotoelettrico ¢ difficile perché
richiede la conoscenza delle funzioni d’onda degli stati atomici. Per energia mag-
giore dell’energia di legame degli orbitali K, la sezione d'urto di assorbimento dei
raggi X e approssimativamente

mec?\?

e

Ope. R OT 4075 [ —=—
E,

dove op = (87/3)r? & la sezione d'urto di Thomson. La sezione d’urto ha una forte
dipendenza dal numero atomico Z: la probabilita del singolo processo di assorbi-
mento & proporzionale a Z* e vi ¢ un altro fattore Z per tener conto del numero di
elettroni. Il coefficiente di assorbimento per effetto fotoelettrico in un materiale con
n4 atomi per unita di volume e

Nyp
Hpe. = NA Ope. = 7 Op.e.

1.4.9 Effetto Compton

Per fotoni con energia molto maggiore dell’energia di legame degli elettroni atom-
ici, questi si possono considerare liberi. L’effetto Compton rappresenta il processo
elementare di diffusione elastica

ye — e
Nel riferimento dell’elettrone un fotone di energia E viene diffuso ad angolo polare
6 con energia E’ (appendice 777)
B E
1+ (E/mec?)(1 — cosh)

/

La differenza tra la lunghezza d’onda della radiazione diffusa e quella della radiazione
incidente dipende solo dall’angolo di emissione

N —=XA= X (1—cosb)
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questa fu l'osservazione che fece Compton e misuro la lunghezza d’onda Compton
dell’elettrone A. = h/m.c. L’elettrone acquista energia cinetica K, ed ¢ emesso ad
angolo 6,

(E/m.c®)(1 — cos ) 1

1+ (E/mec?)(1 — cosb) tan f =

K.=F =
‘ 1+ (E/mec?) tan6/2

L’energia dell’elettrone ¢ massima quando il fotone e diffuso all’indietro, # = 7. Se
I'energia & £ > m.c? il fotone cede la maggior parte della sua energia all’elettrone.
La sezione d’urto e stata calcolata da Klein e Nishina nel 1928

do 12 E’ZE’JFE 2y
- = =2 - - — — 8

i 2\e) \g"®m ™
Per piccoli valori dell’energia, £ < m.c?, E' — E. la sezione (j’urto ha come limite
la sezione d’urto di Thomson do/d2 = (r2/2)(2 — sin?#). E interessante notare
che la sezione d’urto dell’effetto Compton, come la sezione d’urto di Rutherford, e

proporzionale alla quarta potenza della carica elettrica (al quadrato della costante
«). La sezione d'urto totale ¢

2 1
oo = 2mr? [ <1— ik

1 1+e¢
= In(1+ 25)) + % In(1+2¢) + ]

€ (14 2¢)2

Con € = E/m.c*. Per € > 1 ha 'andamento asintotico

2 1 2 2
0'0%71'7’3 mgc <2+ln ngc)

I1 coefficiente di assorbimento per effetto Compton in un materiale con n, atomi per

unita di volume ¢
N,Zp
o ="nNe 00 = 1 oc

1.4.10 Produzione di coppie

Quando l'energia ¢ sufficientemente elevata, un fotone puo essere assorbito conver-
tendo la sua energia nella massa di una coppia particella-antiparticella nel campo
elettrico di un nucleo. Il rinculo del nucleo assicura la conservazione dell’'impulso. In
realta questo effetto € importante solo per produzione di coppie elettrone-positrone
che puo avvenire se ’energia del fotone ¢ E > 2m.c?. Considerando che la cor-
rente di un elettrone e equivalente a quella di un positrone con impulso opposto e
che, come sara chiarito piu avanti, l'interazione elettromagnetica ¢ invariante per

inversione temporale, ci possiamo convincere che il processo di produzione di coppie
YN = Net e

ha molte analogie con il processo di irraggiamento da parte di un elettrone nel campo
del nucleo (Fig.1.43).

81



5]

Figure 1.43: Irraggiamento e produzione di coppie elettrone-positrone nel campo di
un nucleo

Molte delle considerazioni fatte per I'irraggiamento sono valide anche per la pro-
duzione di coppie. Il bilancio di energia e impulso nel processo ¢

E =K +K"+2m.*+ Ky p=70+p"+y

e possiamo trascurare ’energia cinetica del nucleo poiché pxy ~ mec, quindi si ha
E' =K +m.?=FE—FLE".

La sezione d’urto differenziale per produzione di coppie ete™ ¢ proporzionale al
quadrato della carica del nucleo e si esprime

do
dE'

F(E,E)
El

= dar? 7?2

dove E & l'energia del fotone, E’ ¢ I'energia di una delle due particelle prodotte
e F(E,FE’) ¢ una funzione che tiene conto dei limiti di integrazione sul parametro
d’urto e dello schermaggio del campo elettrico del nucleo. L’angolo medio di pro-
duzione di elettroni e positroni rispetto alla direzione del fotone ¢ 8 ~ m.c*/E. La
sezione d’'urto si ottiene integrando la relazione precedente

E—2mc? F(E,E)

2 2
Opp. = dar’ Z / T” dE'
o
e per energia 2m.c> < E < m,c2Z~1/3 /o la carica del nucleo non ¢ schermata
e l'integrale vale

dE/ = - In—— — —
£ 9 anCQ 54

/E—2mc2 F(E, E') 7 2E 109
e per energia E > m.c?Z~'/3/a la carica del nucleo & parzialmente schermata
e l'integrale vale

dE' = ~ In1837~ 13 — —

/E2mc2 ]—7’<£?7 E’) 7 1
0 £ 9 54

La sezione d’urto di produzione di coppie ete™, ha la soglia a E = 2m.c?, cresce
lentamente con il logaritmo dell’energia del fotone e diventa approssivamente costante
a energia E > m,c2Z7Y3/a . 1l coefficiente di assorbimento in un materiale che
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contiene ny nuclei per unita di volume ¢ p,, = (N,p/A) 0,,. e, dalla definizione
di cammino di radiazione, per fotoni di energia elevata e

) NoZ%p 7

B 7
Hpp = dary == o In 1837 /8 =

9 X,

Quindi un fotone di energia elevata ha una probabilita di conversione pari a e~ 7%/9%e

nell’attraversare un materiale di spessore x.

La sezione d’urto dei diversi processi con cui i fotoni interagiscono con gli atomi
o con i nuclei (effetto fotoelettrico, effetto Compton e produzione di coppie) dipende
dall’energia E., e dalle proprieta dei materiali (densita, numero atomico e peso atom-
ico). La Fig.1.44 mostra la sezione d'urto totale (risultati sperimentali) e il risultato
del calcolo dei diversi contributi alla sezione d’urto in funzione dell’energia in Car-
bonio e Piombo. La sezione d'urto per effetto fotoelettrico decresce rapidamente
con 'aumentare dell’energia e si osservano le soglie di eccitazione degli elettroni dei
diversi strati atomici, la sezione d’urto per produzione di coppie elettrone-positrone
aumenta rapidamente dopo la soglia (£, > 2m,) e poi diventa approssimativamente
costante, mentre il contributo dell’effetto Compton e piu importante nella regione
di energia intermedia (E, = 100 keV <+ 10 MeV).
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Figure 1.44: Sezione d’urto totale di fotoni in Carbonio e Piombo in funzione
dell’energia

I coefficiente di assorbimento dei fotoni ¢ la somma dei vari contributi p, =
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Upe + fic + ppp. La lunghezza di attenuazione A = 1/p, misurata in g cm ™2, &

mostrata in Fig.1.45 in funzione dell’energia per diversi elementi.

100

10

1

o
o
=
T \HHH‘ me‘ T \mm‘ T \mm‘ T \HHH‘ T mm\‘ T \HHH‘ T

=6 Ll vl v il i il i i il
10 eV 100 eV 1keV 10keV 100keV ~1MeV  10MeV 100 MeV 1GeV 10 GeV 100 GeV
Photon energy

Figure 1.45: Lunghezza di assorbimento di fotoni in diversi elementi in funzione
dell’energia

1.4.11 Sciami elettrofotonici

Elettroni e positroni di energia E > m.c? hanno elevata probabilita di emettere
fotoni di bremsstrahlung e~ N — MNe™; lo spessore di materiale che caratterizza
questo processo e il cammino di radiazione, X,. D’altra parte, fotoni di alta energia
hanno elevata probabilita di convertire in coppie elettrone-positrone YN — Nete™;
lo spessore di materiale caratteristico € 7X,/9. In entrambe questi processi ’energia
cinetica della particella primaria, elettrone o fotone, € convertita in energia cinetica
delle due particelle secondarie e non e ceduta agli atomi del materiale. Quindi un
elettrone o un fotone di energia elevata da origine ad un fenomeno moltiplicativo di
produzione di elettroni, positroni e fotoni secondari che continua finché ’energia dei
secondari non e cosi piccola da far prevalere i fenomeni dissipativi di ionizzazione
ed eccitazione degli atomi. L’assorbimento di fotoni per effetto fotoelettrico e im-
portante solo per energie inferiori al MeV. Per elettroni e positroni il fenomeno di
ionizzazione ¢ importante solo a energie di qualche decina di MeV'.

Definiamo energia critica di un materiale I’energia per cui la perdita di energia
per irraggiamento ¢ uguale alla perdita di energia per ionizzazione

dE N,Z?
<> = 4ar? E In183Z71/3
dr ), . A

dE N,Z 1 2mc? 322
< ) = 47‘(‘7‘(2) m662 — (hl M — ﬁ2>

dz A B {1
Per elettroni di alta energia, 8 ~ 1, (dE/dz);s, ¢ approssimativamente costante e si

ha
(dE/dx)req o E In183Z7'/° ZE

(dE/dx)ion — T mec® In[2mec?y2/(I)] ~ 1600 mec?
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energia critica E.~ — Mec?

Gli sciami elettrofotonici sono stati osservati in raggi cosmici da Blackett e Oc-
chialini nel 1933. Uno studio approfondito dello sviluppo degli sciami e stato fatto
da Rossi e Greisen nel 1940. Per spiegare il fenomeno in modo qualitativo e ap-
prossimato facciamo le ipotesi:

e la particella primaria ha energia molto maggiore dell’energia critica;

e il coefficiente di assorbimento ¢ lo stesso per elettroni e fotoni: consideriamo
un cammino di radiazione medio X,;

e in ogni lunghezza di dimezzamento, X, In 2, una particella produce due secon-
dari (et — e* v oppure v — et e” ) ciascuno con meta dell’energia;

e i secondari sono emessi ad angoli piccoli,  ~ m.c?/E, in avanti;
e i secondari non cedono energia al materiale se £ > E..

Con queste ipotesi il numero di secondari aumenta con legge esponenziale se hanno
energia sufficiente ad alimentare lo sviluppo dello sciame. Se FE, ¢ 'energia della
particella che inizia lo sciame, dopo uno spessore x di materiale si ha (t = z/X,)

e numero medio di secondari Ngee(t) = 2

e energia media dei secondari Esee(t) = E,/nsec(t) = E, /2"
e massimo sviluppo dello sciame t=tner = %

e numero di secondari al massimo Nsee(tmaz) = Fo/ Ee

Quando lo sciame ha raggiunto il massimo sviluppo, allo spessore t,,,., gli elettroni
e i positroni hanno energia media £ ~ E. e iniziano a dissipare la loro energia in
collisioni inelastiche con gli atomi del materiale e il numero di secondari decresce
esponenzialmente con il coefficiente di assorbimento p definito dalla sezione d’urto
di ionizzazione. Quindi lo sviluppo longitudinale di uno sciame elettrofotonico ha
un andamento crescente fino allo spessore t,,,, € poi un decadimento esponenziale.
Il numero di secondari e usualmente parametrizzato nella forma

Neee() = a (2/X,)" e

e il numero totale di secondari prodotti

0
Ntot = / nsec<x> dz
o

¢ proporzionale all’energia della particella primaria.
Nei fenomeni moltiplicativi di bremsstrahlung e produzione di coppie ’angolo
di emissione dei secondari, § ~ m.c?/FE, ¢ minore dell’angolo medio di diffusione
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coulombiana multipla in uno spessore X,, (8,) ~ 21 MeV/E. Quindi lo sviluppo
laterale dello sciame & determinato dalla diffusione coulombiana dei secondari carichi
e la dimensione tipica di uno sciame nel piano trasverso e

21 MeV
2 x

<TJ-> ~ Ec o

detto raggio di Moliere.

1.5 Metodi di rivelazione delle particelle

Gran parte dei metodi di rivelazione delle radiazioni sono basati sulla perdita di en-
ergia per ionizzazione delle particelle cariche nell’attraversare spessori di materiale.
In questo caso, gli elettroni e gli ioni prodotti lungo il percorso sono la sorgente del
segnale che rivela il passaggio della particella. Il numero di coppie di ioni ite™ per
unita di percorso e chiamato ionizzazione specifica ed ¢ il rapporto tra la perdita di
energia per ionizzazione, (dE/dx);.n, € 'energia necessaria per produrre una coppia
1te”. Questa dipende dal materiale ed ¢ tipicamente 20 — 30 €V. I metodi usati per
rivelare fotoni dipendono dalla loro energia: a bassa energia, £ < 100 keV/, si rive-
lano gli elettroni emessi per effetto fotoelettrico, per F ~ 1MeV si sfrutta l'effetto
Compton e ad alta energia il meccanismo di produzione di coppie eTe™ e la capacita
di iniziare sciami elettrofotonici. I metodi per rivelare neutroni sono basati sulle
loro interazioni nucleari: ad energia sufficientemente elevata si rivelano le particelle
cariche prodotte nelle reazioni nucleari, a bassa energia si usano materiali con nuclei
leggeri cui i neutroni cedono energia cinetica per urto. I vari metodi sono essenzial-
mente basati sui processi studiati nel capitolo ?77. I parametri importanti sono la
ionizzazione specifica, per le particelle cariche, e il coefficiente di assorbimento per
fotoni e neutroni.
Le caratteristiche principali di un rivelatore sono:

e il potere risolutivo temporale: la capacita di definire 'istante di passaggio della
particella; per alcuni rivelatori si parla di tempo di sensibilita che e I'intervallo
di tempo in cui il rivelatore ¢ in grado di rivelare la particella;

e il potere risolutivo spaziale: la capacita di localizzare il passaggio della parti-
cella;

e [efficienza di rivelare la particella;

e il tempo di recupero necessario per tornare in efficienza dopo aver registrato
una particella.

Alcuni rivelatori hanno bisogno di un comando esterno, comunemente chiamato trig-
ger, per essere in grado di rivelare una particella. Questo viene fornito da rivelatori
con un potere risolutivo temporale adatto e con risposta rapida.
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Nel seguito diamo un elenco dei pricipali metodi per rivelare le particelle senza
entrare nel dettaglio, ma per fornire informazione sufficiente a capire gli esperi-
menti. Alcuni rivelatori hanno un interesse storico per 'importante contributo alla
conoscenza nel campo della fisica nucleare e subnucleare, ma non vengono piu uti-
lizzati. Molti rivelatori sono chiamati camere: € una brutta traduzione dall’inglese
ma ¢ di uso corrente.

1.5.1 Rivelatori di tracce

Un rivelatore di tracce € usato per misurare molti punti vicini lungo il passaggio di
una particella carica per ricostruirne la traiettoria.

Camera a nebbia

La camera a nebbia, detta anche camera di Wilson che ideo la tecnica e realizzo la
prima nel 1912, ha avuto un ruolo fondamentale nei primi studi dei raggi cosmici.
Il principio di funzionamento e basato sulla proprieta di un gas sovrasaturo, in
totale assenza di polveri, di produrre goccioline dove sono presenti ioni a seguito di
una rapida espansione. Se l’espansione avviene entro un breve intervallo di tempo
rispetto al passaggio di una particella ionizzante, le goccioline si formano attorno
agli ioni prodotti. Il tempo di sensibilita e tipicamente di 10 — 100 ms. In molti
esperimenti ’espansione della camera a nebbia e fatta in modo asincrono. Il tempo
di sensibilita ¢ comunque abbastanza lungo perché si possa utilizzare un comando
esterno. La posizione delle goccioline viene registrata illuminando e fotografando
la camera a nebbia subito dopo ’espansione. Il ritardo deve essere sufficientemente
breve perché le goccioline non diffondano nel gas. La risoluzione spaziale dipende
dalle dimensioni e dalla diffusione delle goccioline ed e tipicamente ~ 0.5 mm. Il
tempo di recupero necessario perché dopo un’espansione il gas sia nelle condizioni
di rivelare il passaggio di un’altra particella e di alcuni secondi.

Camera a diffusione

Il principio di funzionamento della camera a diffusione e lo stesso della camera a
nebbia, ma non ha bisogno di espansione perché le condizioni di gas sovrasaturo per
la formazione di goccioline attorno agli ioni vengono mantenute con un delicato pro-
cedimento di diffusione del vapore all’interno della camera. La camera a diffusione
ha il vantaggio di funzionare in modo continuo e, poiché non e necessario espandere
il gas, di poter funzionare a pressione. La camera a diffusione ¢ stata utilizzata in
esperimenti con fasci di particelle prodotti da acceleratori. La risoluzione spaziale
e ~ 0.5 mm ed e limitata dai moti convettivi della diffusione del vapore all’interno
della camera.
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Camera a bolle

Il materiale sensibile in una camera a bolle € un liquido in cui la pressione idrostatica
¢ mantenuta per un breve intervallo di tempo piu bassa della tensione di vapore.
In queste condizioni il liguido surriscaldato non bolle spontaneamente, le bolle si
possono formare solo se ¢’¢ un aumento locale di temperatura; questo e prodotto
dall’energia rilasciata da particelle ionizzanti. L’energia necessaria per produrre le
condizioni di crescita di una bolla e tipicamente 10 — 100 eV. La camera a bolle e
stata ideata da Glaser che realizzo la prima nel 1952. La camera a bolle funziona
in modo ciclico: nello stato di riposo si ha p > pygp; una rapida espansione porta
la camera nella condizione di funzionamento in cui p < pyqp; segue una rapida com-
pressione per tornare nella condizione di riposo. Nella condizione di funzionamento
il tempo di sensibilita e di circa 10 ms, la durata del ciclo & tipicamente una frazione
di secondo.

Le camere a bolle sono state usate in esperimenti presso acceleratori con il ciclo
di operazione sincronizzato con l'estrazione del fascio in modo che questo attraversi
la camera durante il periodo di sensibilita, le tracce formate dalle bollicine vengono
illuminate e fotografate entro un intervallo di tempo di qualche ms sufficiente a far
formare le bolle, ma prima che queste siano troppo grandi per non degradare la
risoluzione spaziale che e tipicamente di 0.3 mm. Il liquido della camera a bolle
costituisce anche il bersaglio: camere a bolle usate con idrogeno e deuterio liquido
hammo permesso di studiare le reazioni di particelle con protoni e neutroni. Liquidi
nobili e liquidi organici pit pesanti sono usati per aumentare la densita del bersaglio
e quindi la luminosita di un esperimento.

Emulsioni nucleari

Béquerel per primo osservo nel 1896 che le emulsioni fotografiche sono sensibili
alle radiazioni. Da allora si e cercato di capire la natura di questo fenomeno e di
sviluppare metodi di rivelazione basati sulle emulsioni fotografiche. Emulsioni capaci
di rivelare tracce di particelle di bassa energia e altamente ionizzanti, come i raggi
a, sono state utilizzate dal 1925. Nel 1939 Powell, in collaborazione con i laboratori
[lford realizzo le prime emulsioni sensibili a particelle al minimo di ionizzazione.

Le emulsioni nucleari sono costituite da grani di bromuro di argento, AgBr,
di dimensioni della frazione di pum distribuiti in una gelatina con una densita di
alcuni grani/10 pm. La particella ionizzante produce lungo il suo percorso elettroni
che tendono a trasformare i grani in Ag metallico. Questa trasformazione viene
completata quando, dopo l’esposizione, ’emulsione viene sottomessa al processo
chimico dello sviluppo per cui i grani di Ag, non trasparenti, riproducono la traccia
della particella nella emulsione. Le emulsioni sono preparate in lastre dello spessore
di 300 —500 pm e della dimensione di circa 200 em? e, una volta sviluppate, vengono
osservate al microscopio.

Le emulsioni nucleari non hanno alcuna risoluzione temporale poiché sono sen-
sibili dal momento della produzione al momento dello sviluppo e durante questo
periodo vanno tenute ain condizioni di bassa umidita, bassa temperatura e, possi-
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bilmente, schermate da sorgenti di radiazione che non si vuol rivelare. Hanno d’altra
parte un’ottima risoluzione spaziale data dalla dimensione dei grani impressionati,
~ 1 um, e dalla loro distanza, < 10 um. Con emulsioni nucleari si puo determinare
la ionizzazione specifica di una particella, misurando la densita di grani impression-
ati, e la direzione della particella, ossevando 'aumento della diffusione coulombiana
multipla dovuto alla perdita di energia lungo il percorso.

Camera a scintilla

La camera a scintilla, sviluppata negli anni '50, ¢ costuita da lastre conduttrici
piane, tipicamente distanziate di 1 ¢m, connesse alernativamente a massa e ad un
generatore impulsivo di tensione. Tra le lastre vi &€ un gas nobile che viene ionizzato
dal passaggio di una particella carica. Se immediatamente dopo il passaggio della
particella, prima che avvenga la ricombinazione degli ioni, si applica un campo
elettrico di = 10 kV/em gli elettroni vengono fortemente accelerati e innescano
una scarica lungo la traccia di ionizzazione lasciata dalla particella. L’impulso di
tensione deve essere comandato da rivelatori rapidi entro il tempo di sensibilita, che
e =~ 0.5 us, e deve essere breve, < 0.1 us, per limitare ’energia e quindi la dimensione
della scarica. Le scintille sono facilmente visibili e possono essere fotografate. La
risoluzione spaziale e definita dalla dimensione della scarica ed e tipicamente < 1 mm
per tracce normali agli elettrodi e peggiora leggermente per tracce inclinate. Vi e
un tempo di recupero di circa 1 ms per eliminare la ionizzazione residua prodotta
dalla scarica.

Camera a streamer

Nella camera a streamer, come nella camera a scintilla, il mezzo sensibile ¢ un
gas nobile che viene ionizzato dal passaggio di una particella carica. In questo
caso 1 due elettrodi sono piu distanti tra loro e il campo elettrico, ~ 20 kV/cm,
viene eccitato per un tempo molto breve ~ 10 ns. In questo breve intervallo di
tempo gli elettroni sono fortemente accelerati e producono altri elettroni secondari
di ionizzazione che emettono radiazione, ma ’energia non e sufficiente a innescare la
scarica. La radiazione emessa lungo la traccia di ionizzazione ¢ visibile e puo essere
fotografata. Anche in questo caso ¢’ bisogno di un comando esterno: piu breve e il
ritardo migliore ¢ la risoluzione spaziale, tipicamente < 1 mm.

1.5.2 Scintillatori

Alcuni materiali emettono luce di scintillazione quando sono attraversati da parti-
celle ionizzanti. Questo fenomeno, osservato da Crookes nel 1903, fu utilizzato per
rivelare le particelle a nell’esperimento di Rutherford. Il metodo di rivelazione della
luce di scintillazione e stato reintrodotto nella sperimentazione in fisica nucleare da
Curan e Baker nel 1944.

Una particella ionizzante eccita le molecole del materiale e queste si disecci-
tano emettendo radiazione di fluorescenza. Se le caratteristiche dei livelli atomici o
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molecolari sono tali che la diseccitazione avviene attraverso stati intermedi, la ra-
diazione non viene riassorbita e il materiale e trasparente alla luce di fluorescenza
emessa. Per effetto degli stati intermedi i materiali scintillanti hanno usualmente
una componente con tempo di decadimento rapida e una piu lenta. Esistono nu-
merosi materiali scintillanti sotto forma di cristalli organici e inorganici, materiali
plastici e liquidi che emettono luce di scintillazione nel visibile con tempi di decadi-
mento 107 — 107® 5. L’energia necessaria per produrre un fotone ¢ tipicamente
10 eV.

La luce emessa viene convogliata mediante guide di luce e inviata sul fotocatodo
di un fotomoltiplicatore dove viene convertita per effetto fotoelettrico con efficienza
quantica tipicamente 20%; i fotoelettroni prodotti sul fotocatodo vengono accelerati
e moltiplicati con opportuni campi elettrici in pochi ns con un fattore di guadagno
10% — 10%. La risoluzione temporale di uno scintillatore ¢ ~ 1 ns e la risposta pud
essere usata per comandare altri rivelatori. La risoluzione spaziale ¢ definita dalle
dimensioni del rivelatore. Il tempo di recupero e quello necessario a eliminare la
carica accumulata dagli elettrodi (dinodi) del fotomoltiplicatore ed ¢ molto piccolo,
tipicamente < 10 ns.

1.5.3 Rivelatori Cerenkov

La luce Cerenkov prodotta in un materiale di indice di rifrazione n da una particella
con velocita 3 > 1/n & emessa in modo istantaneo ad un angolo cosf. = 1/0n
rispetto alla linea di volo della particella. Il materiale puo esser solido, liquido
0 gassoso; in un gas si puo scegliere 'indice di rifrazione regolando la pressione.
Il numero di fotoni emessi per unita di percorso e circa un fattore 30 minore che
nel caso degli scintillatori e questo implica una lunghezza adeguata del materiale
radiatore e un elevata efficienza quantica del fotorivelatore. Convogliando la luce
emessa sul fotocadoto di uno o pit fotomoltiplicatori si puo selezionare una particella
carica con velocita maggiore della soglia di emissione. La risoluzione temporale di
un rivelatore Cerenkov ¢ circa 1 ns e la risposta puod essere usata per comandare
altri rivelatori. La risoluzione spaziale e definita dalle dimensioni del rivelatore. Il
tempo di recupero ¢ molto piccolo. Oltre a rivelatori a soglia, si possono costruire
rivelatori Cerenkov differenziali: sfruttando 1’angolo di emissione si pud misurare
direzione e velocita di una particella carica.

1.5.4 Camere a ionizzazione

In questo tipo di rivelatori la carica elettrica prodotta per ionizzazione da una parti-
cella carica viene raccolta con opportuni campi elettrici. Il materiale puo essere gas,
liquido o solido. Le cariche prodotte migrano verso gli elettrodi seguendo le linee
di forza del campo. Un parametro importante ¢ la velocia di deriva delle cariche
prodotte nel materiale che ¢ molto diversa per ioni e per elettroni.
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Camera a fili

In una camera a fili il materiale ¢ un gas e ’anodo e costituito da fili che hanno
la duplice funzione di produrre il campo elettrico e di amplificare la carica di ion-
izzazione. I gas tipicamente usati sono miscele di gas nobili e di idrocarburi in cui
una particella con z = 1 al minimo di ionizzazione rilascia ~ 30 coppie iTe™ per
cm a pressione atmosferica. La velocita di deriva degli elettroni dipende dal tipo di
gas, dalla pressione e dal campo elettrico ed ¢ tipicamente &~ 5 ¢m/us a pressione
atmosferica nelle regioni in cui F =~ 1 kV/em. La velocita di deriva degli ioni positivi
¢ circa 10* volte maggiore.

Nelle vicinanze del filo il campo elettrico ha 'andamento ~ 1/r e, se il raggio
del filo e piccolo, gli elettroni sono fortemente accelerati e producono elettroni sec-
ondari formando un effetto valanga. 11 fattore di moltiplicazione dipende dal gas,
dalla pressione e dal campo elettrico e distingue diversi regimi di operazione di un
rivelatore a fili. Se il fattore di moltiplicazione ¢ inferiore a ~ 10°, il numero di
elettroni secondari e approssimativamente proporzionale alla carica di ionizzazione.
Per valori maggiori il rivelatore funziona in regime saturato in cui il numero di elet-
troni secondari & approssimativamente costante (il contatore realizzato da Geiger e
Miiller nel 1928 & un esempio). La moltiplicazione avviene nella regione di poche
decine di um attorno al filo in un intervallo di tempo di qualche ns e il segnale in
corrente in un rivelatore proporzionale ¢ tipicamente di qualche pA.

Le camere a fili, sviluppate da Charpack nel 1967, possono essere costruite in
diverse configurazioni geometriche con ’anodo costituito da piani metallici, griglie
di fili, tubi, ... La risoluzione temporale e definita dal tempo di raccolta della carica:
se consideriamo come esempio un piano di fili anodici distanziati di 1 ¢m dal catodo
e di 1 em tra loro questa € =~ 100 ns e la risoluzione spaziale ¢ ~ 3 mm. Il filo e
sempre attivo, ma per effetto della densita di carica dovuta alla moltiplicazione, il
campo elettrico si riduce per un breve tratto lungo il filo: quindi il recupero ¢ un
effetto locale.

Camera a deriva

Una camera a fili in cui si misura il tempo di deriva degli elettroni di ionizzazione
rispetto ad un riferimento temporale esterno si chiama camera a deriva. Il segnale
di riferimento temporale puo essere fornito da un altro rivelatore (ad esempio scin-
tillatori) o, in esperimenti presso acceleratori, da un segnale sincronizzato con il
passaggio del fascio. In questo rivelatore la distanza tra il catodo e i fili anodici
puo essere grande: fino a ~ 10 ¢m. La posizione della particella ¢ misurata dal
tempo di deriva se si conosce la velocita di deriva degli elettroni di ionizzazione.
La risoluzione spaziale e definita dagli effetti di diffusione degli elettroni durante la
migrazione verso ’anodo e dalla precisione con cui e nota la velocita di deriva ed
e tipicamente 100 — 200 pum. Disponendo opportunamente i piani di fili si costru-
iscono rivelatori di tracce del tipo discusso in precedenza con tempo di recupero
trascurabile. Le prestazioni di un rivelatore a gas di questo tipo migliorano con la
pressione: aumenta la ionizzazione specifica e diminuisce la diffusione degli elettroni.

91



Camera a ionizzazione a liquido

L’utilizzo di un liquido in una camera a ionizzazione ha due vantaggi: la ioniz-
zazione specifica € molto maggiore che in un gas e la diffusione delle cariche durante
la migrazione verso gli elettrodi € molto minore. La maggiore densita ha pero due
inconvenienti: ¢ molto difficile raggiungere le condizioni per la moltiplicazione a
valanga ed e necessaria una bassissima concentrazione di impurita elettronegative
per ottenere un segnale. Per queste ragioni nelle camere a ionizzazione a liquido si
utilizzano liquidi nobili (Ar, Kr, Xe) a bassa temperatura e il campo elettrico ¢ realiz-
zato con elettrodi piani paralleli. In questi liquidi la velocita di deriva degli elettroni
¢ costante ~ 0.5 ¢m/ps in un ampio intervallo del campo elettrico (= 10 kV/cm). In
assenza di impurita elettronegative, il segnale indotto sugli elettrodi dal moto degli
elettroni e proporzionale alla ionizzazione prodotta dalla particella. La risoluzione
temporale e definita dal tempo di raccolta della carica. La risoluzioni spaziale e
definita dalle dimensioni degli elettrodi che possono essere opportunamente segmen-
tati. Il campo elettrico & sempre attivo e, poiché non c¢’e¢ moltiplicazione, il tempo
di recupero in questo rivelatore e praticamente inesistente.

Camera a ionizzazione a semiconduttore

La camera a ionizzazione a semiconduttore ¢ realizzata con una giunzione polariz-
zata inversamente completamente svuotata. I materiali usati sono Si, Ge o GaAs
con elevata resistivita per limitare la corrente attraverso la giunzione. In Silicio,
che e il materiale pit comunemente usato, lo spessore della zona di svuotamento,
tipicamente 200 — 400 pm, si ottiene con una differenza di potenziale di circa 200 V.
L’energia necessaria per produrre una coppia elettrone-lacuna e circa 3 eV. Con
una densita 2.3 g/cm?, il numero di cariche prodotte da una particella con z = 1 al
minimo di ionizzazione ¢ circa 3 10 e. La velocita di deriva ¢ approssimativamente
uguale per elettroni e lacune, ~ 5 cm/us. 1l segnale di carica indotta sugli elettrodi
della giunzione ha un tempo di formazione di =~ 1 ns. I rivelatori a semicondut-
tore hanno quindi ottima risoluzione temporale. La risoluzione spaziale & definita
dalle dimensioni dagli elettrodi, che non le moderne tecniche sviluppate per i cir-
cuiti integrati, possono essere molto piccoli: si ottengono comunemente risoluzioni
di &= 10 gm. Anche in questo caso il tempo di recupero ¢ praticamente inesistente.

1.5.5 Metodi di misura delle variabili cinematiche

Negli esperimenti si misurano le variabili cinematiche delle particelle: direzione,
impulso, velocita, energia, massa, ...I metodi di misura dipendono dagli obiettivi e
dalle condizioni del particolare esperimento.

Misura di carica elettrica

I metodi di rivelazione delle particelle che abbiamo illustrato dipendono dal quadrato
della carica elettrica che € un multiplo intero della carica elementare e. Quindi
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qualunque sia il metodo di misura c¢’e una dipendenza dalla carica elettrica. Il segno
della carica ¢ misurato dal moto in campi elettrici o magnetici.

Misura di impulso

L’impulso di una particella carica si misura dalla curvatura in campo magnetico. La
componente dell’impulso normale alla direzione del campo ¢ p, = 0.3 zB({)p (in
unita GeV, Tesla, metro) dove p ¢ il raggio di curvatura, ze ¢ la carica elettrica e ¢
e la coordinata lungo la traiettoria. Consideriamo I’esempio di impulso elevato, cioe
raggio di curvatura grande e angolo di deflessione piccolo, e particelle con z = 1.

e Se la misura e fatta con un rivelatore di tracce interno ad un campo magnetico
uniforme la sagitta dell’arco di circonferenza e inversamente proporzionale
all’impulso

2 1 4 s

(0= s)+(t/2)° = p* =3 o 03[ Bl

se l'errore di misura della sagitta e ds, la risoluzione e

% 4 s

pe D" 03[ B(0)edl

e Se la misura e fatta con rivelatori estern: al campo magnetico, 1'angolo di

deflessione e

0_ 14 r 0
p pn 03[ B(0)dl
se si utilizzano due rivelatori di spessore L ciascuno con risoluzione angolare
06 = 0s/L, la risoluzione &

% B V2 0s/L
o PP 03 B0l

In entrambe i casi la precisione ¢ definita dal potere risolutivo spaziale e peggiora con
I'aumentare del'impulso: dp/p o p. Oltre agli errori strumentali occorre tener conto
della diffusione coulombiana multipla della particella carica lungo il percorso (6?) =
(14 MeV/pBe)?l/X, e aggiungere questo tipo di errore. Quindi, in generale, la
risoluzione di una misura di impulso dipende dai due effetti non correlati: risoluzione
spaziale dei rivelatori e diffusione coulombiana multipla

%[ r?+ 4"
p
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Misura di velocita

Misure di velocita si possono effettuare con rivelatori Cerenkov, con misure di tempo
di volo, oppure misurando la ionizzazione specifica che e funzione solo di (:

e se si misura I'angolo di emissione della radiazione Cerenkov, cosf = 1/n3, la
risoluzione ¢ 03/ = tan@ §6;

e se si misura il tempo di volo con due rivelatori che hanno risoluzione temporale

St posti a distanza L, la risoluzione ¢ §3/3 = /2 (Bc/L) 6t;

e misure di ionizzazione specifica si possono fare campionando la perdita di
energia per ionizzazione di una particella pit volte lungo il suo percorso. Dato
I'andamento di dF/dx in funzione di 3, la sensibilita ¢ molto maggiore per
velocita minori del valore di minima ionizzazione.

Se e noto 'impulso, una misura di velocita puo determinare la massa della particella.
La sensibilita della misura peggiora all'umentare dell’'impulso, quando cioe § — 1

om _0(By) _ 0B _ 1 4B

p=mier m T B 1= )

Misura di energia

Se sono note due grandezze tra massa, velocita e impulso € nota anche 'energia:
E = m~y = p/B. Una misura diretta di 7 si puo fare con rivelatori sensibili alla radi-
azione di transizione. Questo ¢ un metodo di misura difficile perché I'intensita della
radiazione di transizione e bassa e la rivelazione dei raggi X non e molto efficiente.
Per fotoni o elettroni si sfrutta lo sviluppo di sciami elettrofotonici. Un rivelatore
capace di contenere tutto lo sviluppo di uno sciame e di misurare la ionizzazione dei
secondari ¢ chiamato calorimetro. La grandezza caratteristica dello sviluppo di uno
sciame ¢ la lunghezza di radiazione e lo spessore di materiale necessario per assor-
bire ’energia di uno sciame aumenta lentamente con il logaritmo dell’energia: quindi
I’energia della particella primaria e assorbita in un numero limitato di lunghezze di
radiazione. Materiali con densita e Z elevati hanno una piccola lunghezza di ra-
diazione e possono assorbire gli sciami in dimensioni contenute. Un calorimetro
puo essere omogeneo o a campionamento. Il primo e realizzato con cristalli scin-
tillanti oppure con vetri di elevata densitd che emettono radiazione Cerenkov. Il
secondo ¢ realizzato alternando strati di assorbitore con strati di rivelatore costitu-
iti di scintillatori, o rivelatori a gas, o camere a ionizzazione a liquido, o rivelatori
a semiconduttore. Poiché il numero di secondari ¢ proporzionale all’energia della
particella primaria, N = > ng. = kFE e lo sviluppo dello sciame e un fenomeno
statistico, la risoluzione in energia dovuta alle fluttuazioni del numero di secondari
(ON = VN, migliora con Ienergia

SE_ 0N 1

E N VkE
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Misura di massa

Se € nota la carica elettrica di una particella, se ne pud misurare la massa studiando
il moto in campi elettrici e magnetici: ¢ il metodo usato nel famoso esperimento di
Thomson. Questo ¢ il principio di funzionamento degli spettrometr: di massa con
cui si misurano le masse dei nuclei atomici. Per particelle relativistiche occorrono
campi elettrici troppo elevati e la massa si puo determinare misurando due variabili
cinematiche tra velocita, impulso e energia. Nelle reazioni nucleari in cui si produce
una particella, la sua massa ¢ determinata dal bilancio energetico della reazione, cioe
dalla conservazione dell’energia e dell’impulso. La massa di una particella instabile
si determina misurando 'impulso dei sui prodotti di decadimento. Se, ad esempio,
una particella di massa M decade in due particelle di massa m; e my note, e si
misurano gli impulsi p; e ps, la massa e pari all’energia totale delle due particelle,
detta anche massa invariante

P?=M?*= (P, + P)? =m?} +m3 + 2E,Ey — 2p1ps cos (c=1)

Supponiamo, per semplificare i calcoli, che nel riferimento in cui si effettua la misura
p>m (E = p)

M? —m? —m3 ~ 2p1py (1 — cosf) = 4ppy sin®6/2

. dp: dp, do
2MdM =4 29/ | = 4+ £
pip2 sin”0/ <p1 + D2 + tan /2

Se dp ~ Ops e 0601 ~ d65 sono gli errori di misura degli impulsi e degli angoli delle
due particelle e non sono correlati, la risoluzione della misura di massa e

M M2 —m? —m3 @2+ 50\
M M? P 2tan /2

Misura di vita media

1/2

Molti nuclei e molte particelle sono instabili e decadono con wvita media 7 definita
dalla legge di decadimento N (t) = N,e™*7. Come vedremo pill avanti, le misure di
vita media si estendono in un intervallo di 40 ordini di grandezza e vi sono diversi
metodi di misura.

Se 7 & molto grande rispetto alla durata della misura At, la vita media si de-
termina contando il numero di decadimenti Ny se si conosce la popolazione del
campione

]\fdz]\/(t)—]\f(thAt)%N(t)g TzﬁAt
T Nd
Questo ¢ il metodo di misura per deterninare la vita media della maggior parte
dei nuclei radioattivi. La risoluzione ¢ determinata dall’errore statistico, /Ny e,
soprattutto, dalla stima della popolazione del campione.
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Se 7 e confrontabile con la durata della misura ed e possibile conoscere l'istante
in cui la particella e prodotta, la vita media si determina misurando la distribuzione

dei tempi di decadimento
dN N,
=—ce€

dt T
Questa misura ¢ possibile se la risoluzione temporale dt ¢ molto minore di 7. Date le
caratteristiche dei rivelatori che abbiamo esaminato, la risoluzione ottenibile in una
misura di tempo non ¢ migliore di circa 1079 s, questo fissa il limite di sensibilita di
questo metodo di misura. Va tenuto conto pero che la vita media 7 di una particella
che ha velocita 8 ~ 1 nel laboratorio ¢ misurata come 7 da un orologio fisso nel
laboratorio e questo effetto tende a ridurre il limite dovuto alla risoluzione dt.

La vita media di una particella in moto nel laboratorio si puo determinare mis-
urando la distanza tra il punto di produzione e il punto di decadimento se si conosce
la velocita. Se la particella ha velocita fc la vita media nel laboratorio ¢ y7 e la
funzione di distribuzione della distanza percorsa nel laboratorio e

%—%@—77 Bc A

dove A = fBvyer = (p/m)cr & il valor medio del percorso della particella prima di
decadere. Con un rivelatore che ha una risoluzione spaziale dx &~ 30 um si possono
misurare vite medie 7 &~ 10713 /3y s.

Per particelle instabili con vita media molto piu piccola, questa si puo deter-
minare con misure della larghezza di decadimento I' = h/7 che ¢ legata all’intensita
della interazione reponsabile del decadimento. Il valore di I' si puo determinare da
misure della massa invariante dei prodotti di decadimento della particella oppure da
misure di sezione d’urto in cui e prodotta la particella.

1.6 Leggi di conservazione e simmetrie

Un sistema di particelle & definito dai suoi possibili stati [1),,) e ’evoluzione temporale
¢ definita dall’operatore hamiltoniano H. Spesso la forma della hamiltoniana non ¢
nota a priori, ma si possono ricavare informazioni studiando 1’evoluzione del sistema
e, in particolare, individuando le grandezze fisiche che sono conservate. Se una
grandezza fisica e conservata, esiste una proprieta di simmetria della hamiltoniana.
Viceversa, ad una proprieta di simmetria della hamiltoniana corrisponde una legge di
invarianza nell’evoluzione del sistema. Questo ¢ il teorema di Noether. Ad esempio,
I’osservazione sperimentale della conservazione dell’impulso in un sistema isolato di
particelle definisce la forma della hamiltoniana classica della particella libera che
¢ invariante per trasformazioni di Galileo (o di Lorentz). Viceversa l'ipotesi del
principio di relativita, la simmetria rispetto a tutti i sistemi di riferimento inerziali,
implica la conservazione dell’impulso (o del 4-impulso) in un sistema isolato.

Un insieme di particelle non interagenti ¢ descritto dagli stati stazionari della
hamiltoniana di particella libera, H, = ¥; H,;. Se questo sistema interagisce con
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un altro descritto dalla hamiltoniana H,, = 3; H,;, I'interazione ¢ descritta dagli
elementi di matrice della hamiltoniana di interazione, H;, tra lo stato iniziale e finale
che assumiamo siano sovrapposizioni di autostati della hamiltoniana H, + H.. Se
nel processo di interazione osserviamo la conservazione di alcune grandezze fisiche,
possiamo definire alcune proprieta di simmetria dell’operatore H;. Viceversa, se
ipotizziamo alcune proprieta di simmetria dell’operatore Hj, possiamo prevedere la
conservazione di alcune grandezze fisiche.

Gli stati di un sistema di particelle sono definiti da numer: quantici che cor-
rispondono agli autovalori delle grandezze fisiche quantizzate. Alcune, come la carica
elettrica, il momento angolare, I’energia, ..., hanno un analogo classico, altre non
hanno un analogo classico e verranno definite sulla base delle leggi di conservazione
osservate nelle interazioni di sistemi di particelle.

1.6.1 Statistica di un sistema di particelle

Le particelle caratterizzate dagli stessi numeri quantici sono indistinguibili. Un
sistema di due particelle identiche esiste in due stati, |1,2) e |2,1). Per I'identita
delle due particelle, le densita di probabilita dei due stati sono uguali. L’operatore
di scambio, P.,

P_J1,2) = |2,1) PoJ2,1) = |1,2) (P_)2[1,2) = |1,2)

ha autovalori +1 ( a meno di un fattore di fase) e commuta con la hamiltoniana
del sistema di due particelle identiche. Quindi lo stato di due particelle identiche e
simmetrico oppure antisimmetrico rispetto allo scambio 1 < 2

12,1) = £+ |1,2)

e le particelle che sono in stati simmetrici rispetto allo scambio 1 < 2 seguono
la statistica di Bose-Einstein e sono chiamati bosonsi;

e le particelle che sono in stati antisimmetrici rispetto allo scambio 1 « 2
seguono la statistica di Fermi-Dirac e sono chiamati fermions;

Un importante teorema di Pauli (1940) stabilisce la relazione tra la statistica dei
sistemi di particelle identiche e lo spin delle particelle

e i bosoni hanno spin intero: 0, 1A, 2h,.. ;
e i fermioni hanno spin semi-intero: h/2, 3h/2,...;

Quindi, se due particelle identiche sono nello stesso stato (hanno gli stessi numeri
quantici) sono necessariamente bosoni. Invece, due fermioni identici non possono
esistere nello stesso stato (non possono avere gli stessi numeri quantici). Questo &
il principio di esclusione di Pauli. Ne risulta che i fermioni sono identificabili dallo
stato e che quindi si puo definire il numero di fermioni di un sistema. L’equazione
di Dirac, che descrive il moto di fermioni di spin 1/2 (appendice ?777), prevede
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che per ogni fermione di massa m, carica elettrica ¢, momento magnetico u, ...,
esista un anti-fermione con massa uguale, carica elettrica —¢, momento magnetico
—t, ... Poiché il numero di fermioni e osservabile, possiamo definire un numero
quantico fermionico che si conserva in ogni interazione. Il numero fermionico ¢
definito per convenzione positivo per i fermioni e negativo per gli antifermioni. Il
numero fermionico di un sistema di fermioni (e anti-fermioni) ¢ la somma algebrica
dei numeri fermionici.

1.6.2 Grandezze fisiche conservate

Consideriamo la grandezza osservabile, F', rappresentata dall’operatore hermitiano
F. 1l risultato di una misura dell’osservabile quando il sistema ¢ nello stato [¢)
corrisponde al valore aspettato (F') = (¢|F|¢). Se il sistema ¢ descritto dalla
hamiltoniana H, la variazione nel tempo di (¢|F|v)

1

0 1 OF 1 OF
o WIFN) = —— (WIHFI0)+ (|5 l) + = (WIFHIG) = (9] o+ = |

e nulla se 'operatore F' non dipende dal tempo, come assumeremo nel seguito, e se
commuta con la hamiltoniana, [F, H] = 0. Quindi se F' & invariante, gli operatori F'
e H hanno un sistema di autostati comuni

Se la hamiltoniana non e nota, ma si e verificato sperimentalmente che alcune
grandezze F) sono conservate nell'interazione, si puo ipotizzare una forma della
hamiltoniana come combinazione degli operatori Fj. Se pero non si hanno suffici-
enti informazioni sperimentali, si possono cercare delle grandezze invarianti facendo
ipotesi sulle proprieta di simmetria della hamiltoniana di interazione.

F, HI [¢)

1.6.3 Trasformazioni unitarie

Per studiare le proprieta di simmetria di un sistema che ha autostati della hamilto-
niana |1, ), consideriamo un operatore U indipendente dal tempo che trasformi un
autostato in un altro autostato

U ) =)
La trasformazione U deve conservare la densita di probabilita

W) =@ UTU [¥)

Quindi l'operatore U & unitario, UTU = I, U~! = U", e definisce una trasfor-
mazione unitaria. Poiché gli stati 1)) e [¢') sono autostati della hamiltoniana H, la
trasformazione unitaria U commuta con la hamiltoniana

0 0 0

ih — WY = HW') = HU th — | =ih — Ulp) =UH

2 1) = HIW') = HUJY) o [0) =i S Ul) = UH]Y)
In generale la trasformazione non rappresenta una grandezza fisica osservabile, quindi
I'operatore U non ¢ necessariamente hermitiano.
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e Se l'operatore U é hermitiano, rappresenta un’osservabile che si conserva
nell’interazione. Poiché una trasformazione unitaria hermitiana applicata due
volte a uno stato (U? = UTU = I) riproduce lo stato iniziale, I'osservabile U
ha autovalori £ 1

Ul = ulv) U[) = w[4) = |9) w= =1

e rappresenta una trasformazione discreta. L’operatore di scambio P., € un
esempio di trasformazione discreta.

e Se 'operatore U non e hermitiano, possiamo esprimere la trasformazione in
termini di operatori hermitiani nella forma

U= eiaG

dove « e una generica costante o una funzione reale. Infatti la condizione di
unitarieta comporta

UtU = e70G" giaG — (ialG=GT) _ [y o = Gt =G

L’operatore GG, detto generatore della trasformazione, rappresenta un’osservabile
che si conserva nell’interazione. Poiché il valore del parametro a non e fissato
a priori, una trasformazione unitaria non hermitiana rappresenta una trasfor-
mazione continua.

Trattiamo nel seguito alcune trasformazioni unitarie legate a leggi di invarianza
della hamiltoniana. Altre saranno trattate piu avanti quando avremo approfondito
la conoscenza sulle proprieta dei nuclei e delle particelle.

Trasformazioni continue

Una trasformazione continua si puo considerare come limite per n — oo di una
successione di trasformazioni infinitesime

SU =141ida G 5a:nlg§o%
U=(1+ida G).(1+z5a20)...:7}%<1+iZG) _ giaG

Per individuare i generatori di una trasformazione finita ¢ conveniente in alcuni casi
considerare una trasformazione infinitesima.

Traslazione

Una traslazione infinitesima in una coordinata spaziale trasforma lo stato [i) nel
punto x nello stato nel punto z + dx

U0t} = oo + 80) = (o) + 82 10t} = (1462 ) 61
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Il generatore della traslazione & I’operatore impulso, p, = —ihd/0x. Una traslazione
finita nello spazio e definita dall’operatore

U(AF) = eli/h) AP

Quindi le componenti dell'impulso, pg, generano la simmetria per traslazione degli
stati, ovvero la simmetria della hamiltoniana rispetto a traslazioni delle coordinate
spaziali corrisponde alla conservazione dell’impulso.

Rotazione

Una rotazione infinitesima in un piano trasforma lo stato [(¢)), nello stato |1 (¢ +
d¢)). Per una rotazione infinitesima attorno all’asse z le coordinate nel piano x —y

si trasformano
'\ 1 b9 T\ T+00y
y )\ —op 1 y ) \ —dpz+y

(o) = 406+ 86) = 1) + 00 (w3 — a2 066} = (1= 322, 1w(o)

Il generatore della rotazione attorno all’asse z € I’ operatore momento angolare, L, =
—ih(x0/0y—yd/0z). Una rotazione finita attorno all’asse 7 € definita dall’operatore

U(Aa) = o(—i/h) A AL

Le componenti del momento angolare, L, generano la simmetria per rotazione degli
stati, ovvero la simmetria della hamiltoniana rispetto a rotazioni attorno ad un asse
corrisponde alla conservazione del modulo L2 e della componente L, del momento
angolare.

Rotazioni nello spazio vettoriale a due dimensioni

Per un sistema che puo esistere solo in due stati, questi sono combinazioni lineari
degli autostati delle matrict di Paul:

|w>=a<é>+b<?> la|?> + b = 1

Le matrici di Pauli

(01 (0 —i (10 ),
2=\ 1 0 D=\ 0 2=\ 0 -1 Tk =

sono gli operatori che descrivono gli stati dei fermioni di spin s = i/2 e costituiscono
una base completa nello spazio vettoriale a due dimensioni: sono i generatori della
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simmetria unitaria in due dimensioni SU(2) (appendice 777). Una rotazione finita
attorno all’asse k & definita dall’operatore

U(AO{) = eii Aa si — 6(*@'/774) Aa Uk/2

Le matrici di Pauli, oy, generano la simmetria SU(2) per rotazioni nello spazio a
due dimensioni, ovvero la simmetria della hamiltoniana rispetto a trasformazioni di
SU(2) corrisponde alla conservazione del modulo |3] e della componente s, dello spin
(di un sistema che puo esistere in due stati).

Trasformazioni di gauge

L’evoluzione temporale dello stato di una particella e definita dalla soluzione dell’equazione

del moto
(7 ) = o(i/h) (Pr—Et)

Se la particella ha carica elettrica ¢ la hamiltoniana di interazione con il campo
elettromagnetico (appendice 777) modifica ’evoluzione dello stato per un fattore di
fase

Wi (7 t) = oi/1) (= &) T—(E—qV)t] _ (i/R)(F7=Et) ,(~ig/h)(A7=Vt)
Le componenti del potenziale elettromagnetico sono definite a meno di una trasfor-
mazione di gauge (appendice 777)
A=A+ Va V=V - —
ot
dove «(7,t) ¢ una qualunque funzione scalare reale. Quindi la fase dello stato
potrebbe essere modificata localmente per un fattore arbitrario e questo non perme-
tterebbe di osservare alcun fenomeno di coerenza.
La carica elettrica ¢ ¢ un’osservabile. Consideriamo la trasformazione unitaria
generata dall’operatore carica elettrica

U7 t) = eli/h) a(mt) q

Applicando questa trasformazione, lo stato viene modificato

U i () = WMy (7 1) = T/ ATV g (7 )

per un fattore di fase che elimina la dipendenza dalla funzione arbitraria «(7,t).
Infatti la variazione della fase
- T a - oo
VA-7=Vt—a)=A—-Va —— A TF-Vi—a)=V+—
ot ot
e solo legata alla scelta del potenziale. Quindi la trasformazione di gauge del poten-
ziale elettromagnetico assicura la simmetria degli stati di interazione per una trasfor-
mazione di fase che corrisponde alla conservazione della carica elettrica, e viceversa:
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un numero quantico g conservato assicura la simmetria della hamiltoniana per una
trasformazione di gauge unitaria U = ("),

Se «a ¢ costante, la trasformazione si dice globale in quanto e la stessa in tutti
i punti dello spazio-tempo. Se invece, come nell’esempio dell’interazione col campo
elettromagnetico, a ¢ una funzione del punto nello spazio-tempo, la trasformazione si
dice locale. 11 principio di relativita richiede che la trasformazione di gauge sia locale
poiché non e possibile trasmettere informazione tra due punti dello spazio-tempo a
velocita infinita.

1.6.4 Leggi di conservazione additive

Le trasformazioni unitarie continue hanno la forma U = "¢ dove G & un operatore
hermitiano che rappresenta un’osservabile. Se il sistema ¢ composto da piu particelle,
la trasformazione applicata allo stato |1,2,...,n) ha autovalori G, G, ..., G,

Ul1,2,...,n) =% |1,2,...,n) = MC+GtdCn) 1] 9 p)

Quindi per una trasformazione unitaria continua generata dall’operatore GG che com-
muta con la hamiltoniana, la somma degli autovalori si conserva

G+ Gy + ...+ G, = costante

e la legge di conservazione e additiva, tenendo conto che per somma va intesa
I'operazione di addizione caratteristica dell’operatore G. Per un operatore scalare,
come la carica elettrica, ¢ la somma algebrica, per un operatore vettoriale, come
I'impulso, ¢ la somma vettoriale, per I'operatore momento angolare ¢ la legge di
composizione dei momenti angolari, etc.

Esempio
Esaminiamo come esempio il processo di bremsstrahlung
e N —e N~

Lo stato iniziale e costituito da un elettrone e un nucleo, lo stato finale dall’elettrone,
dal nucleo e da un fotone. Non concosciamo ancora la struttura dei nuclei, quindi
supponiamo sia il nucleo dell’atomo di idrogeno, il protone, che & un fermione di
spin 1/2;

e conservazione del 4-impulso Po+P,=P +F,+ P,

e conservazione del momento angolare Se+8p+ L =35,+35,+L +1L,,

dove §; sono gli spin e L sono i momenti angolari orbitali;

e la carica elettrica nello stato iniziale ¢ ¢. + ¢, = 0 e si conserva nello stato
finale (il fotone ha carica nulla);
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e il numero fermionico nello stato iniziale ¢ f.+ f, = +1+1 =2 e si conserva
nello stato finale (il fotone & un bosone).

Per il processo di produzione di coppie elettrone-positrone
YN —e et N

lo stato iniziale e costituito da un fotone e un protone, lo stato finale dal protone,
un elettrone e un positrone che sono I'uno 'antiparticella dell’altro;

e si conserva il 4-impulso e il momento angolare;

e la carica elettrica nello stato iniziale ¢ g, = +1 e si conserva nello stato finale
(elettrone e positrone hanno carica opposta);

e il numero fermionico nello stato iniziale € f, = 4+1 e si conserva nello stato

finale (elettrone e positrone hanno numero fermionico opposto).

1.6.5 Leggi di conservazione moltiplicative
Trasformazioni discrete

Le trasformazioni unitarie hermitiane possono rappresentare osservabili che com-
mutano con la hamiltoniana. Le osservabili hanno autovalori +1 e per questo le
trasformazioni sono dette discrete. Se il sistema e composto da piu particelle, la
trasformazione applicata allo stato |1,2,...,n) ha autovalori Uy, Us, ..., U,

UlL,2,...n)=(U-Usy...Up) |1,2,....n)

Quindi per una trasformazione unitaria continua generata dall’operatore U che com-
muta con la hamiltoniana, il prodotto degli autovalori si conserva

U, Uy...U, = costante

e la legge di conservazione e moltiplicativa.

1.6.6 Parita

La trasformazione di parita inverte le coordinate spaziali di uno stato
P (7, t) = (=7t

Un autostato dell’operatore P ha autovalori
P (T t) = £ (7, t)

e possiamo definire il numero quantico parita di uno stato, positiva o negativa,
e la parita intrinseca di una particella. La trasformazione 7 — —7 equivale alle
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trasformazioni 6 — m — 60, ¢ — 7+ ¢ (va notato che questa trasformazione non si
puo ottenere con successive rotazioni attorno ai tre assi di un sistema di riferimento).
La trasformazione di parita corrisponde ad una riflessione seguita da una rotazione
di 7 attorno all’asse normale al piano di riflessione.

Se uno stato ¢ espresso in funzione di autostati del momento angolare, le pro-
prieta delle armoniche sferiche, Y}, (0, ¢), sotto trasformazione di parita danno in-
dicazioni sulla parita dello stato

P Y (0,0) = Yin(m — 0,7+ ¢) = (_1)l Yim (0, ¢)

Se uno stato & autostato del momento angolare con autovalore il, la parita & (—1).
Per capire quali sono le caratteristiche che la hamiltoniana deve avere perché sia
simmetrica rispetto alla trasformazione di parita e utile esaminare 1’azione dell’operatore

parita su alcune osservabili;

e un vettore polare (raggio vettore, velocita, impulso, campo elettrico, dipolo
elettrico, ...) si inverte
dr dr

Pr=—-7r P — =

dt — dt

e un vettore assiale (momento angolare, spin, campo magnetico, dipolo mag-
netico, ...) rimane invariato

PFAF=+TAp Pi=+3

e uno scalare (energia, prodotto scalare di vettori polari, prodotto scalare di
vettori assiali, ...) rimane invariato

—

Pr=PF A2 =14r Pd-E=+d-E

e uno pseudoscalare (prodotto scalare di un vettore polare e un vettore assiale,
elicita, ...) si inverte
Prj=—-7r-j Psg p=—-5-p

La paritd commuta con la hamiltoniana di particella libera H = [m? + p?]'/?, e
si conserva in un sistema di particelle non interagenti. Commuta anche con la
hamiltoniana di interazione elettromagnetica, H = [m? + (p — qA)?]"/? + qV, e si
conserva nelle interazioni elettromagnetiche. Vedremo piu avanti un esempio di
interazione, 'interazione debole, in cui la parita mon si conserva. La parita di un
sistema di particelle e definita dalla parita intrinseca di ogni particella e dallo stato
di momento angolare. Se la parita si conserva in una interazione, possiamo definire

la parita delle particelle prodotte nello stato finale conoscendo la parita dello stato
iniziale.
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Definiamo la parita intrinseca delle particelle che conosciamo: elettrone, protone,
neutrone e fotone. Poiché il numero fermionico si conserva, la parita dei fermioni
non ¢ in effetti un’osservabile ed e definita in modo convenzionale

Secondo l'equazione di Dirac la parita dei corrispondenti antifermioni ¢ definita
negativa (appendice 777)

Il fotone & emesso e assorbito dall’operatore campo elettromagnetico (appendice
?77) che & caratterizzato dal vettore di polarizzazione e dagli operatori scalari di
creazione e distruzione dell’oscillatore armonico. Quindi il fotone € autostato di un
operatore vettoriale e ha parita intrinseca negativa

Ply)=—])

1.6.7 Coniugazione di carica

La trasformazione coniugazione di carica cambia lo stato di una particella nella
corrispondente antiparticella invertendo il segno della carica elettrica, del momento
magnetico e del numero fermionico. Se, ad esempio, |e) e lo stato di un elettrone
rappresentato da massa, impulso, spin, carica elettrica, momento magnetico, numero

fermionico, ...
e} =|m, p, 5, —e, =2(eh/2m)5, +f,...)

lo stato coniugato di carica, il positrone, ¢ definito dai numeri quantici
C le) =|e) =|m, p, 8, +e, +2(eh/2m)3, —f,...)

Se consideriamo una particella di carica q e ’azione degli operatori carica elettrica
e coniugazione di carica

Qlg) =qlq) Clg)=1-4q
risulta che questi non commutano, infatti
CQly=q¢Clg)=q|—q) QCl=Cl-qg)=—q|—q)

e lo stesso avviene per il momento magnetico e il numero fermionico. Quindi solo gli
stati con carica, momento magnetico, numero fermionico (e altri numeri quantici che
studieremo piu avanti) nulli possono essere autostati della coniugazione di carica.
Sono autostati il fotone e lo stato elettrone-positrone; non € autostato il neutrone
perché ha momento magnetico e numero fermionico non nulli.

Il campo elettromagnetico € generato da cariche e da correnti elettriche e si
inverte per azione della coniugazione di carica. L’energia elettromagnetica dipende
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dai quadrati ¢% e A? e dal prodotto qff ed e invariante per inversione della carica. Ne
concludiamo che la hamiltoniana dell’interazione elettromagnetica ¢ invariante per
coniugazione di carica, ovvero C' € una simmetria della hamiltoniana di interazione,
e che 'operatore campo elettromagnetico, ff, si inverte per coniugazione di carica.
Quindi il fotone ha autovalore della coniugazione di carica negativo

Cly)y=-17

1.6.8 Inversione temporale

La trasformazione di inversione temporale inverte la direzione del tempo, t — —t,
nell’evoluzione di uno stato, cioe inverte la direzione del moto. Sotto trasformazione
di inversione temporale

e |'impulso, il momento angolare, lo spin, la densita di corrente, il momento

magnetico, il campo magnetico, ... si invertono, mentre
e le coordinate spaziali, la carica elettrica, il campo elettrico, ’energia, ... sono
muariati.

Le equazioni del moto classiche, in assenza di forze non conservative, sono invarianti
per inversione temporale. Infatti le equazioni della meccanica e dell’elettromagnetismo
dipendono dalla derivata seconda rispetto al tempo. L’equazione di Schrodinger
dipende dalla derivata prima rispetto al tempo e la trasformazione [¢(7t)) —
|1)(7, —t)) non conserva la forma dell’equazione del moto

L 0, . L 0, .
th o W) = H[9[8)) = —ih o W(F, =) = H [¢(7, 1))

Questa si conserva invece per la trasformazione T = inversione del tempo X coni-
ugazione complessa

0 0

(W7 )) =T (7, 1)) = [(F, —1))" Tih o =ih 5

Questa relazione non e un’equazione agli autovalori e quindi la trasformazione T' non
rappresenta un’osservabile, ma ha importanti proprieta nell’evoluzione degli stati di
un sistema.

Consideriamo alcune proprieta degli stati di un sistema per inversione temporale

e un autostato della hamiltoniana di particella libera rimane invariato

T /M) (BT=Et) _ (i/h) (Fr—Ft)

e il prodotto scalare di due stati si trasforma
(f1i') = (I TTT Ji) = (fli)" = (il f)

questa relazione definisce una trasformazione anti-unitaria;
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e se la hamiltoniana di interazione H; ¢ invariante per inversione temporale,
'elemento di matrice della transizione |i') — |f’) & uguale a quello della tran-
sizione inversa |f) — |i)

(fLH i) = (fI TTHT |i) = (f| Hy |i)" = (| Hr |f)

Esempio

Se consideriamo come esempio i processi di bremsstrahlung e di produzione di coppie
elletrone-positrone, troviamo alcune importanti relazioni

e la simmetria della interazione elettromagnetica per coniugazione di carica as-
sicura l'uguaglianza degli elementi di matrice dei processi

e p—e py e p—e py

e la simmetria della interazione elettromagnetica per parita definisce una re-
lazione tra i momenti angolari degli stati iniziale e finale

P(e) P(p) (~1)* = P(e) P(p) P(y) (~1)¥ (~1)" (—1)E = (—1)F

dove L ¢ I'autovalore del momento angolare relativo di elettrone e protone e ¢ ¢
il momento angolare del fotone; e analogamente per il processo v p — et e™ p

P(y) P(p) (=1)* = P(e*) P(e7) P(p) (=1) (1) (~1)F = (-1

e la simmetria della interazione elettromagnetica per inversione temporale e per
coniugazione di carica assicura che, a parita di energia nel centro di massa,
I’elemento di matrice del processo e~ p — e~ p v ¢ uguale a quello del
processo e~ et p <« p .

1.6.9 Momento di dipolo elettrico

La tabella riassume le proprieta di simmetria di alcune grandezze per le trasfor-
mazioni discrete di parita, coniugazione di carica e inversione temporale.

grandezza C P T
coordinate spaziali T + 7 - + 7
impulso P +7 -p -p

spin s +5 +5 -5

elicita’ s.p +§8p -5p 457

carica elettrica q -q +q +q
densita’ di corrente  j -7 -7 -7
campo elettrico E “E - E + E
campo magnetico B -B + B - B
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L’invarianza dell’interazione elettromagnetica per trasformazione di parita o di
inversione temporale ha come conseguenza che uno stato con parita definita abbia
momento di dipolo elettrico statico nullo. Stati con momento di dipolo elettrico non
nullo sono necessariamente stati degeneri sovrapposizione di stati con parita diversa.
Uno stato non degenere ha parita definita mentre il momento di dipolo elettrico si
inverte per trasformazione di parita

P (7)) = £ [(=7)) Pgr=—qr

quindi il valore aspettato del momento di dipolo e 'integrale di una funzione dispari

W) a7 [6() = [ 07 aF v(7) dF =0

L’argomento si puo generalizzare considerando l'interazione con un campo elettro-
magnetico esterno. Se la particella ha spin nullo ha una struttura simmetrica e
non puo avere un momento di dipolo. Se ha spin, questo definisce la direzione di
quantizzazione di un vettore e 'interazione col campo esterno e del tipo

— —

H=-p,5-B—p.s5-F

L’interazione magnetica e rappresentata dal prodotto scalare di due vettori assiali
che si comportano allo stesso modo per tasformazioni di parita (+ +) e di inver-
sione temporale (— —) ed e invariante. L’interazione elettrica cambia segno per
trasformazione di parita e di inversione temporale

Ps-E=5-(—E) T3 E=(—3)-E

Quindi I'invarianza di H; richiede che p. sia nullo. Una verifica stringente di questa
previsione si ottiene dai risultati sperimentali delle misure dei momenti di dipolo
elettrico dei nuclei e delle particelle. Ad esempio, il neutrone ha carica elettrica nulla,
ma ha un momento magnetico non nullo prodotto da una densita di magnetizzazione
estesa su una dimensione di ~ 107 em. Per avere momento di dipolo elettrico
nullo, si deve annullare 'integrale lungo ’asse di quatizzazione della distribuzione
delle cariche in moto che producono il momento magnetico. Il limite sperimentale
attuale del momento di dipolo elettrico del neutrone & (er),, < e x 107% cm.

1.6.10 1l positronio

Il positronio ¢ lo stato legato elettrone-positrone analogo allo stato dell’atomo di
idrogeno. Il positronio si forma per cattura di positroni emessi nei decadimenti 37
dei nuclei (capitolo 777) e la sezione d’urto ¢ inversamente proporzionale alla velocita
relativa v, per cui vi e elevata probabilita che avvenga nello stato fondamentale 1.5.
I livelli di energia del positronio sono simili a quelli dell’atomo di idrogeno, ma la
distanza tra i livelli € minore di un fattore 2 perché la massa ridotta del sistema
legato ¢

m m m M
5 —



L’energia dello stato fondamentale e il raggio dell’orbita di Bohr sono

2 me® 136 2 a,
@ me eV g = 220 _ 9.0.53 10 em
4 2 o?

Il positronio ¢ uno stato con carica e numero fermionico nulli e puo decadere in stati
di due o piu fotoni

Fis =

et e =y eheT =y

Il primo processo, che ¢ il piu probabile, € quello su cui si basa uno dei metodi piu
accurati di indagine tomografica, la Positron-Emission-Tomography: si somminis-
tra una sostanza radioattiva 8% che ha la prorietd di fissarsi nelle zone del corpo
da esaminare e si misura la densita dei punti sorgente di emissione di due fotoni
collineari di energia E., & mc?.

Per esaminare le proprieta di simmetria del positronio, consideriamo 1’elettrone
e il positrone come due particelle identiche in diversi stati di carica elettrica. Lo
stato di due fermioni identici dipende dalle coordinate, dagli spin e dagli stati di
carica

€1 €2) = |71 72) [51 52) |1 g2)
ed e antisimmetrico rispetto allo scambio 1 « 2.
e Lo scambio delle coordinate spaziali 7} < 75 corrisponde alla trasformazione
di parita
P(ete™) = (—1)F

e Lo stato di spin ¢ il risultato della combinazione di due spin 1/2 e si ottengono
quattro stati |S,S,), S =381 4+ § =1, con S, = +1,0, —1, oppure S = 0, con

S.=0
11,+1) = | +1/2;+1/2)
1, 0) = 5 |+1/2-1/2) + 5 |-1/2+1/2)
1,-1) = [-1/2-1/2)
0, 0) = 5 [+1/2,-1/2) — Z5[—1/2+1/2)

Lo stato di tripletto, S = 1, € simmetrico rispetto allo scambio §] < S5, mentre
lo stato di singoletto, S = 0, & antisimmetrico. La simmetria & (—1)5+1,

e Lo scambio delle cariche corrisponde alla trasformazione coniugazione di carica
e il positronio puo esistere in due autostati uno simmetrico, con C' = +1, e
uno antisimmetrico, con C' = —1, rispetto allo scambio ¢; < ¢o

La simmetria dello stato e
(D" (=) C=-1

Il positronio nello stato fondamentale ha L = 0 e 'autovalore C' si conserva nel
decadimento per interazione elettromagnetica

efe”—yy C=C=+1 = (-D)"'=-1 = 5=0
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efe—yyy C=C=-1 = (—1)5T = 41 = S=1

Quindi il positronio nello stato di singoletto 1S, decade et e~ — ~ =, mentre nello
stato di tripletto 3S; decade et e — v v 7.

I due stati hanno energia leggermente diversa per effetto dell’interazione tra i
momenti magnetici che rimuove la degenerazione dello stato 1S. Poiché i || s la
hamiltoniana di interazione si puo esprimere nella forma H; = k §1-55. Gli autovalori
relativi ai due stati sono

S(S+1)—s(s+1)—s(s+1) S(S+1) 3

§2:§?+§g+2_’1'§2 5»1'_»2: 5 = 7 _Z
3
HI(SZO):—T“ Hl(sz1):+£ AE =k

Il valore sperimentale ¢ E(3S;) — E(1S,) = 8.4 107 €V. A temperatura ambiente
si ha KT > AFE quindi i due stati sono popolati in rapporto 3 : 1 definito dalle
molteplicita 25 + 1.

1.6.11 1l teorema CPT

La hamiltoniana dell’interazione elettromagnetica (appendice 777) & derivata dalle
equazioni dell’elettromagnetismo ed e invariante per le tre trasformazioni discrete
C, PeT. Sie verificato sperimentalmente con buona accuratezza che anche la
hamiltoniana dell’interazione nucleare ¢ invariante per le trasformazioni C, P e T
La hamiltoniana dell’interazione debole, reponsabile del decadimento 3 dei nuclei,
non e invariante né per la trasformazione C' né per la trasformazione P.

Un importante teorema formulato indipendentemente da Schwinger, Liiders e
Pauli (1952) stabilisce, sotto ipotesi molto generali, che la hamiltoniana di un sis-
tema e invariante per I'azione di una trasformazione prodotto delle tre trasformazioni
C, P e T in qualunque ordine di successione. Una conseguenza dell’invarianza della
hamiltoniana sotto ’azione della trasformazione C'PT e che i valori della massa,
momento magnetico e vita media di una particella e della corrispondente antiparti-
cella sono uguali. Questa uguaglianza e verificata con grande precisione dai risultati
sperimentali.

1.7 Processi elettromagnetici

Nel capitolo 777 abbiamo esaminato alcuni processi elettromagnetici elementari sulla
base delle conoscenze di meccanica e elettromagnetismo classici. Ora esaminiamo
alcuni processi elementari che interessano nuclei e particelle sulla base della hamil-
toniana di interazione elettromagnetica e del calcolo perturbativo della probabilita
di transizione.
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1.7.1 Emissione e assorbimento di fotoni

Consideriamo un sistema in un volume di normalizzazione V costituito di particelle
di massa m; e carica elettrica ¢; descritto dalla hamiltoniana H,. Gli autostati del
sistema sono

Ul 1) = 1 (7) e~ 51"

e, in assenza di cariche elettriche esterne e in approssimazione non relativistica,
I'interazione con il campo elettromagnetico e rappresentata dalla hamiltoniana

H=-% L AF1)-p

i M

Il campo elettromagnetico e rappresentato in termini degli operatori di emissione e
assorbimento di fotoni (appendice 777)

(= h 2 ~ N i(ki—w N —i(kT—w
A7 t) = (2‘/6 w) D> ) es(k) [as(k)e(k D 4 qf (k)e ik t)}

Per effetto dellinterazione, il sistema passa dallo stato inizale |i) con energia E; allo
stato finale | f) con energia E; e il campo elettromagnetico dallo stato |n;) allo stato

Ins) emettendo o assorbendo fotoni di impulso hk e energia hw. La probabilita di

transizione per unita di tempo si calcola con la regola d’oro di Fermi (appendice
777)

. 2 .
APy = — [(f Hy |i)]* dNy

Per una particella I'elemento di matrice della hamiltoniana di interazione ¢
1 H i) = =2 [ () A5 () dr
m Jr

dove R ¢ la regione di spazio in cui si ¥(7) # 0. Il campo elettromagnetico si puo
sviluppare in serie di multipoli (appendice 777)

e
k-7 5

I contributi dei vari termini dello sviluppo al calcolo dell’elemento di matrice hanno
valori = (kR)" = (E,R/hc¢)” < 1. Infatti per un sistema atomico E,R ~ 1 eV X
1078 em e per un sistema nucleare E.R~1 MeV x 10~ em: in entrambe i casi
E,R < hc =2 107" MeV em. Ci si pud quindi limitare ai primi termini dello
sviluppo in serie.

ezk-r — 1+Z

+ ...

1.7.2 Transizione di dipolo elettrico

L’elemento di matrice al primo ordine nello sviluppo in multipoli e

1/2
q ( h ) / « iEst/h P —iwt + iwt —iBit/h =
—= > > [uje (nglés - P lase™" +ale™]|n;) u; e dr' =
m \ 2Ve,w P

111



1/2
Calcolando il valor medio nel tempo, il primo termine ha valore non nullo per £y =
FE; + hw e rappresenta 1’assorbimento di un fotone di energia hw, mentre il secondo
termine ha valore non nullo per £y = E; — hw e rappresenta 1’emissione di un fotone
di energia hw. La trattazione e equivalente e quindi possiamo esaminare uno solo
dei due casi

1/2
<f|Hf|z'>=—q( & ) [ ) e di 8By B+ ho)

m \ 2Ve,w

Per calcolare l'integrale osserviamo che gli operatori p e 7 sono coniugati, thp =
m [, H,|, e che u;(7), us(7) sono autofunzioni della hamiltoniana H,

. m . . m .
(ug| p'lui) = 5 (ug| 7"Hy — HoT |uz) = - (Ey — E;) (ug| 7" |u;)

quindi 'elemento di matrice al primo ordine

S

h(,(} 1/2
) =i ()3 e tu o)

e proporzionale a (hw)l/ 2 ¢ dipende dal prodotto scalare del versore polarizzazione

e dell’ operatore dipolo elettrico
€ - qr = qr sinf cos ¢

dove ¢ ¢ I'angolo tra la direzione di emissione ke il dipolo ¢7 e ¢ e l'angolo di
polarizzazione nel piano normale a k (Fig.1.46). Il numero di stati finali del sistema

Figure 1.46: Emissione di radiazione di dipolo

costituito dalla particella di massa m > hw/c? e il fotone emesso con impulso hk @

2 2
B K2 dle deosf dp — -

dN =2
(2m)3h

dE dcosf d
()’ cosf do
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(il fattore 2 tiene conto della somma -, sugli stati di polarizzazione finali). Quindi
la probabilita per unita di tempo di emissione di un fotone di energia hAw, integrata
sugli stati e angoli di polarizzazione ([ cos®> ¢ d¢ = 7) &

. 27 hw
APy = =
F7h 2Ve,

9 2 3 P
|(f]qrli))? Vv 7 sin 0 dcosf = —— 7]<f|qr|@>]

in*6 dcos 6
(2m)3h 3 hed  Areg SHL T e

Integrando sull’angolo di emissione si ottiene la vita media dello stato |i) per tran-
siziont di dipolo elettrico

L’energia emessa per unita di tempo sotto forma di fotoni di energia Aw

wh |(flarli)®
3

c 4deq

hw 4

W = — = —

T 3

ha la stessa espressione ottenuta per un dipolo elettrico oscillante a frequenza w: il

valore quadratico medio del dipolo classico, {(¢7')?), viene sostituito in meccanica

quantistica dal quadrato dell’elemento di matrice della hamiltoniana di interazione
tra gli stati inziale e finale.

1.7.3 Transizione al secondo ordine

L’elemento di matrice al secondo ordine nello sviluppo in multipoli e

. 1/2
I - A - _
“ <2veow> S [y e PR AP g PR

Consideriamo solo il termine di emissione. L’integrale sulle funzioni d’onda

Slul k-7 7w =S (ug] Y Ky g prea w)

s s gl

si puo scomporre in un termine antisimmetrico e un termine simmetrico

1
5 D (ugl Y Ky oew (g po— xpi) + [ oo+ 2 ps] ) Jus)
S gl

Transizione di dipolo magnetico

Il primo termine contiene 'operatore momento angolare, L = 7" A p, e ’elemento di
matrice si esprime

i (0 NP ine) T =i (<) S B gl 2
2Vew ur © i) =1 2Ve w € Aty 2m i

2m A B
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dove compare ’elemento di matrice dell’operatore momento magnetico i = qE/ 2m
EAE- (ug| il |wi) =k (ug| p |u;) sin sin ¢

con le stesse definizioni di sopra degli angoli. La densita degli stati finali e la stessa
calcolata sopra, quindi la probabilita di emissione per unita di tempo, integrata sugli
stati e sugli angoli di polarizzazione, e:

2 b w? 2V w?

T Wew & (ug| g |u;))?* sin® @ Gr)h @ dcost =

dP_; =

P gl g ) P
hcd 4Te,

La vita media per transizioni di dipolo magnetico e la potenza emessa sono

sin®@ dcos6

140 [yl pluf o bt [l pfu)l?
7 3 hce® 4re, 3 4re,

Transizione di quadrupolo elettrico

Il secondo termine, utilizzando come sopra le leggi di commutazione [z, p;| = ihd;;
diventa

. 1/2
_ iq h m(E; — E;) R 5
Hili) = L SN b By — 126, |u,
<f‘ I‘Z> 2 (2‘/600)) ’lh <Uf‘ ~ jl 6] l ( x]xl r Jl)|u>

e, introducendo I’operatore di quadrupolo elettrico ()
Qi = q (3wja — 7”253'1)
con le proiezioni Qf = 37; €5;Q1; 25 X5 €s;kiQj = 325 >0 kiQf, si ottiene

1 B\ M2
(f|Hili) = 3 <2V60w> wk (ur| @ |u;) cosB cos¢

dove 6 ¢ l'angolo tra la direzione del fotone emesso e I'asse che minimizza Q;;.
Introducento gli altri fattori, si ha la probabilita per unita di tempo di transizione
di quadrupolo elettrico

1w [uy] @ Jus)l?

dpi_>f = he I, cos? 0 cos® ¢ dcosf de
11w [yl Qu)® o 1w ugl @Juil®
T 6 hed 47e, 6 Are,

Come nei due casi precedenti, I'espressione quantistica si ottiene dall’espressione
classica sostituendo il valore quadratico medio con il quadrato dell’elemento di ma-
trice. Sulle proprieta di simmetria degli elementi di matrice e sulle regole di selezione
torneremo piu avanti quando saranno trattati i decadimenti radiativi nei nuclei e
delle particelle.
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1.7.4 Diffusione di fotoni da una carica elettrica

Come secondo esempio di processo elementare trattiamo la diffusione di un fotone da
una carica libera, I'effetto Compton. Consideriamo un elettrone debolmente legato,
Eiegame < hw, e un fotone di energia hiw < mec?. In questo caso possiamo utilizzare
I’approssimazione non relativistica della hamiltoniana di interazione trascurando
effetti di spin dell’elettrone.

La transizione avviene dallo stato iniziale |i) = |é,k, ) allo stato finale |f) =
€ k', 7). Nel riferimento in cui I'elettrone & inizialmente a riposo (p = 0) il fotone
di impulso k viene diffuso ad angolo polare # con impulso K

B k
14 (k/mec)(1 — cosf)

kl

Il campo elettromagnetico assorbe il fotone |¢, k) e emette il fotone |¢, ¥'). Il termine
della hamiltoniana di interazione & H; = ¢ A- A’ /2m perch’e il termine [e A - 5/m]?
e trascurabile a bassa energia. Considerando solo il primo termine dello sviluppo
dell’esponenziale, LN 1, la hamiltoniana di interazione e

2
e h o o . :
~ ~ —iw't t —iwt t
S X b (ar ¢ (o, ] o)
ss’

H= "
"7 2m 2Ve,(w

Nell’elemento di matrice (f|H;|i) I'operatore a,
iziale e emette il fotone nello stato finale. Il termine e

funzioni d’onda dell’elettrone danno la conservazione dell’energia

(FIH ) = iz e
7 om 2Vey(ww')1/?

as assorbe il fotone nello stato in-
w=wt ¢ 1’analogo per le

Sy €5 - ey 6(E; — Ey)

L’energia nello stato finale e divisa tra il fotone e I’elettrone

/

k k k k
(1 —cosb) dE = |1+ —(1 — cosb) cdk =" ax’
m me

E=kc+md+ "

Otteniamo quindi il numero di stati finali

2 k'3
© ‘;;)3 K? dk' dcosf dp = ymR: VKT dE dcosf do
m

dN =
m3h3 ke

e la probabilita di diffusione nell’unita di tempo

: e e (K ) r2 e (K )
A N o A Al
dPi_}fZ(W) W(k‘) |€'€| dCOSngbZQV(k) |6'€| dcos6 dqb

Per calcolare |¢ - ¢|? consideriamo il vettore k parallelo all’asse z: la polarizzazione
iniziale €5 & nel piano z — y. Il vettore &’ ha componenti (k' sin 6 cos ¢, k" sin 6 sin ¢,
k' cosf) e consideriamo due componenti di polarizzazione finale ¢’ 1 £’

€1 = (cosf cos ¢, cosfsinp, —sinb) €, = (—sin¢, cos¢,0)
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Per ¢, = (1,0,0) e 3 = (0,1,0) abbiamo
ez = [€6-¢)P =cos*Ocos’p+sin®¢ |y = |é-€|* = cos?Osin® ¢ + cos® ¢
Sommando sugli stati di polarizzazione otteniamo

X 2 k/ 2
Y|e- &> =1+ cos’d dPi_,f:r—O Ry i (1+cos®f) dcosf do
2 V\k
Dividendo per il flusso iniziale, ®; = ¢/V/, si ottiene la sezione d’urto differenziale di
effetto Compton in approssimazione non relativistica (particella di spin 0)

do  V dP 12 (K\? _
m:ch:2Q>@_mw)

che ¢ il limite di bassa energia della sezione d’urto di Klein-Nishina (appendice 777)

do 2 [(K)° LAy
— =2 — — + — —sin
a2 \k) \& Tw °
Al limite k < mec, k' = k, si ottiene la sezione d’urto di Thomson.

1.7.5 Diffusione di Rutherford

Come terzo esempio di processo elementare consideriamo la diffusione di una par-
ticella di carica elettrica ze, massa m, impulso p e spin 0 nel campo coulombiano
di una particella di carica elettrica Ze, massa M e spin 0. Se p < mec, in ap-
prossimazione non relativistica, la hamiltoniana della particella e la hamiltoniana di
interazione coulombiana sono

p? 27 €

H, = 2 H, = U(f) =
2m ! () 4me, T

Le autofunzioni della hamiltoniana H,, normalizzate in un volume V' sono

L i - 7
U, () = via e'kn Pn = hky,

La transizione avviene dallo stato iniziale i) = |k) allo stato finale |f) = |K)
caratterizzato dall’angolo polare 0 e azimutale ¢. L’ impulso trasferito ¢ Ap' = hq =

h(k — k). L'elemento di matrice

2

7 s —
U1 = [3(0) U@ wlr) = 2o [P S R ar

risulta indefinito in quanto ¢ l'integrale di una funzione oscillante esteso all’infinito.
Nella realta non esistono cariche elettriche libere e il potenziale della carica Ze
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risulta in qualche modo schermato a distanza r > Rgiome. Cerchiamo la soluzione
considerando un potenziale schermato del tipo

2Ze% e M

dre, 7T

U =

che ci sara utile piu avanti. In questo caso l'integrale ¢

1q-r —ur ) —ur iqr __ ,—iqr
/L df’:/e“”’“’s‘ge—r2 dr dcosf dp = 2w /L e’ rdr=
T T iqr
= 21 (e~(rmiar _ o= (utiary gy — 21 ! — — ! —| = 247T 5
1q g [p—g  ptog q=+p

Il potenziale coulombiano si ottiene con il limite p — 0, p < g cioe Ap > hu ~
I/ Ratomo- Quindi 'elemento di matrice

1 27e% Arx

TV dre, >

(f| Hy |7)

e proporzionale al prodotto delle cariche elettriche e alla trasformata di Fourier del
potenziale coulombiano che ¢ il propagatore del campo di interazione. Nellipotesi
m < M possiamo trascurare il rinculo della particella M e abbiamo |k| ~ |k

2
q2:|k:—k’|2:k:2+k:’2—2k-k’stz(l—cose):4% sin? /2

Calcolando il numero di stati finali

Voo, v
dNy = Wp/ dp’ dcosf dp = W m p' dE; dcosf do

otteniamo la probabilita di transizione per unita di tempo

. or (276’ 2o\ v
dP,_ s = — dcost dop =
T~ h ( Ve, > <4p2 sin? 0/2) (2mh)3 m p deost do

1 (22e2\° 1
- — dcosf d
Vv ( dre, ) 4p2vsin* 0/2 cos¥ d¢

che, dividendo per il flusso incidente, ®; = v/V, da la sezione d'urto differenziale

do (mec?)?

R 7)2
aa e (22) 4p20? sin* /2
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Figure 1.47: Diffusione da una distribuzione di carica

1.7.6 Fattore di forma elettrico

La sezione d’urto che abbiamo trovato descrive la diffusione da una carica pun-
tiforme. Se la particella bersaglio ha una struttura con una densita di carica Zep(r’)
in una regione di spazio R (Fig.1.47), 'elemento di matrice viene modificato

2762 i -
Hy i) = [e L drt dr
(I Hi ~ Vime, |r— |

—

Cambiando la variabile di integrazione: 7= r’ 4 3|

, 27 e? 2z o p(r")
H _ / iG-S / iq-r
AR DR sl A A

2Ze? [ els i o - zZer Am
B Vime, / s ds /R o) drf = Vime, ? Fu(d)

La trasformata di Fourier della densita di carica ¢ il

fattore di forma elettrico Fp(q) = / e p(F) dif
R

con la normalizzazione
Filg=0)= [ p(F) di =1

La sezione d’urto di diffusione dalla distribuzione di carica ¢ uguale al prodotto
della sezione d’urto di diffusione da una carica puntiforme Ze nel baricentro della
distribuzione di carica per il quadrato del modulo del fattore di forma elettrico

do do 9
de a <d§2)punto |FE(®|

Sviluppando I'esponenziale in serie di potenze dell'impulso trasferito

Gy (i - )" s i (Aﬁ.y?)n

n! n! h

si ottiene lo sviluppo del fattore di forma in funzione dei momenti della distribuzione
di carica

1
cf)—1+z/q 7 p(r dr—i/l%(i-F)Qp(ﬁ dr+ ...
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Il potere risolutivo per studiare la distribuzione di carica di un sistema nucleare
di dimensione R e tanto migliore quanto piu grande e I'impulso trasferito: Ap ~
2 p sin(0/2) > h/R.

Se la distribuzione di carica ha simmetria radiale, p(7) = p(r), i momenti dispari
della distribuzione di carica sono nulli. Il secondo termine corrisponde al secondo
momento e determina il raggio quadratico medio della distribuzione di carica

1 2 1 1
= /q2 r? cos®6 p(r) r? dr dQ = il 7 / r4 p(r) dr == q2/ 7“2p(7_")d77: — ¢ <7"2>
2 3 R 6 R 6

In questo caso il fattore di forma e funzione del quadrato dell’impulso trasferito

F@=F(@) =1 ¢ ¢ )+ oo d )+

e il raggio quadratico medio della distribuzione di carica si ottiene dalla derivata del

fattore di forma per ¢> =0
oOF
-
8(]2 q2:o

Esempio 1: distribuzione di carica uniforme

Per una distribuzione di carica uniforme in una sfera di raggio R

3
s r<R p(r) =0 r>R

p(?") = Po =

il fattore di forma e

iqrcosf .2 elar — e—tar 2 47 R
pO/e " drdcosedﬁb:p‘??ﬂ/‘i redr=p, — / (singr) r dr
iqr g Jo
3 2R2
F(QQ):q?,Rg (singR — qR coqu):l—qlo 4.

Il raggio quadratico medio della distribuzione di carica ¢ (r?) = 3R?*/5. Questo
fattore di forma riproduce bene i risultati di misure di sezione d’urto di diffusione
di elettroni da nuclei con peso atomico A grande.

Esempio 2: distribuzione di carica esponenziale

Per una distribuzione di carica p(r) = p, e *"

2
/poe’“rﬁdrdcosﬁdgb:poélw—3:1 = Po = —
1

iqr cosO —ur .2 e_(l‘—iQ)T _ e—(u—l—iq)r )
F(Q):po/eq e HT g drdcos@dgb:pogw/ . 2 dr —
qr
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2n 1 1 8T

= Po . - . = Po
iq [(n—1q?* (n+ig)? (¢* + p2)?
4 2
Iz 1 2q
Fg?) = - 1
S o CRy ) e
Il raggio quadratico medio della distribuzione di carica ¢ (r?) = 12/u*. Questo

fattore di forma riproduce bene i risultati di misure di sezione d’urto di diffusione
di elettroni da protoni e neutroni.

Esempio 3: distribuzione di carica gaussiana
La trasformata di Fourier di una distribuzione di carica gaussiana

1 2 2
o —r?/20
p(T) - (271'02)3/2

con raggio quadratico medio (r?) = 302, & una funzione gaussiana

q2 0.2

2
Il raggio quadratico medio della distribuzione di carica ¢ (r?) = 302. Questo fattore

di forma riproduce bene i risultati di misure di sezione d’urto di diffusione di elettroni
da nuclei con peso atomico A piccolo (HE, Li, Be, ...).

F(@)=e 7P =1- +...

1.7.7 Diffusione di una carica da un dipolo magnetico

Se la particella bersaglio ha spin # 0, una particella di carica elettrica ze e soggetta
al campo prodotto dal momento di dipolo magnetico ji della particella bersaglio.
Poiche il campo magnetico generato da un dipolo ha una dipendenza dalla distanza
~ 1/r3, I'interazione ¢ di intensita molto minore che nel caso del campo coulombiano
che ha 'andamento ~ 1/r*. L’intensita dell’interazione col momento magnetico &
importante solo a piccole distanze, cioe per grandi impulsi trasferiti. Ci sono parti-
celle neutre dotate di momento di dipolo magnetico (questo ¢ il caso del neutrone)
che hanno solo interazioni magnetiche.
Il potenziale prodotto da un dipolo magnetico a distanza r e
A= Ho /j AT
Ar) = 4 13

L’elemento di matrice di transizione tra lo stato |p) e lo stato |p/) &

- ze o - AT
' H =—— — (7 :
71 H = - 2 @1 EE

Sostituendo a p'l’autovalore nello stato iniziale e osservando che (fAT)-p'= (PA )
I'integrale diventa

-7,

- DA D) T 47
/e“”’cosg 7@ T'I;) "2 dr deos do = (PN L) - q) ;22
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Quindi, a parte un fattore angolare, I’elemento di matrice e
2 2 2 2.9
- z e 167 p*p
W1 H P = s (F2) =
m2V 47 q
La probabilita di transizione nell'unita di tempo per interazione tra la carica ze e il
momento magnetico della particella bersaglio yu = eh/2M

: o e \2({eh\* 1 16m%%p® V
ap,_, = 2T 2 ( ) 0 —
'~ h : drre,c? <2M> m2V?2 4p2sin?0/2 8m3h’ pm

212 Ap)2
— E 22 T?) (m.ec4) ( p) dQ
Vv 4p?sin“0/2  (2Mc?)?

ci da, dividendo per il flusso iniziale, la sezione d’urto di diffusione

do 2.2 (mec?)? s (Ap)?

— =zr v

ds ° 4p22?sint 6 /2 (2M ?)?
proporzionale alla sezione d’urto di Rutherford e ad un fattore che dipende dalla
velocita e dal quadrato del rapporto tra 'impulso trasferito e la massa della particella
bersaglio e che quindi ¢ molto piccolo se Ap < Mec e se la particella incidente non
ha energia elevata.

1.7.8 Fattore di forma magnetico

Se la particella bersaglio ha una struttura con una densita di magnetizzazione M (73 )
in una regione di spazio R, l'integrale nell’elemento di matrice viene modificato

- r—r P i /\s -
/e“ﬂ / |3 dr’ dr—/ s / e 7dr’ ds =
|7 —r
— - - — 62§§§ .
/e’q”" M (r") dr’/\/ ds
R s3

L’integrale contiene la trasformata di Fourier della densita di magnetizzazione cioe
il

fattore di forma magnetico Fu(q) = / T M (F) dF
R
con la normalizzazione
Farlg = 0) = /RM(F) &7 = i

dove i ¢ il momento magnetico della particella. La sezione d’urto di diffusione
dalla distribuzione di magnetizzazione ¢ uguale al prodotto della sezione d’urto di
diffusione da una particella puntiforme con momento magnetico (i nel baricentro
della distribuzione per il quadrato del modulo del fattore di forma magnetico

do do = 9

dQ B (dQ)punto |FM(®|

Possiamo quindi ripetere le considerazioni fatte sopra e definire i momenti della
distribuzione di magnetizzazione, il raggio quadratico medio della distribuzione etc.
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1.7.9 Forma relativistica della sezione d’urto di Rutherford

Se la velocita relativa delle particelle non ¢ piccola rispetto alla velocita della luce,
occorre usare le regole della cinematica relatistica (appendice 777). Questo permette
anche di introdurre la dipendenza delle sezioni d'urto dallo spin delle particelle che e
un fenomeno tipicamente relativistico. Consideriamo la diffusione di una particella
di massa m e 4-impulso P da una particella di massa M e 4-impulso P,. Manteniamo
I'ipotesi m < M, che ¢ vera nella maggior parte degli esperimenti in cui si studia
la struttura dei nuclei con fasci di elettroni, e facciamo l'ipotesi £ > mc?, anche
questa verificata nella maggior parte dei casi di interesse. Nel riferimento in cui la
particella M ¢ in quiete abbiamo (usiamo la convenzione ¢ = 1)

stato iniziale P=(p,E) P,=(0,M)
stato finale P = (p,E') P =(p,, E)
La conservazione di energia-impulso richiede
P+ P,=P +P, P—P =q=P —P,
dove ¢ ¢ il 4-impulso trasferito ¢ = (q,v) = (p — p,E— E')
¢ =(P—P)Y2 =P +P? 2FEE +25-p ~2m>—2EE'(1—cos0) ~ —4pp’ sin?0/2
e di tipo spazio (space-like). Analogamente per le variabili della particella bersaglio
¢ =(P.—P)=P*+P>-2E,E +2p, p,=2M>—-2ME

Si ha diffusione elastica se 1’energia trasferita e molto piu piccola dell’energia che
tiene legata la particella bersaglio, v < E!®9%™¢ < M. In questo caso la particella
bersaglio rimane uno stato legato con massa M che rincula con energia cinetica v e
energia totale
2
q
El=M-——=M-+v
© 2M

Il processo di diffusione elastica e caratterizzato da

2

2 2 2 2 2 2 2
—q° =2Mv =v —q = — ¢~ —
q q ¢ =4 54 q
La particella m e diffusa ad angolo polare 6 con impulso
/ p P

P T (/M) (1 —cosO) — 1+ (2p/M) sin®0/2

dove abbiamo fatto ipotesi che ’energia della particella nello stato finale sia E' >
mc? (& la relazione dell’effetto Compton). L’elemento di matrice ¢ lo stesso calcolato
in precedenza per la diffusione Rutherford. Nel calcolo della densita degli stati finali
dobbiamo tener conto dell’energia cinetica ceduta alla particella bersaglio

2p sin?6/2
Mc

2pp/ii\;2 8/2 )Cdp, _ % dp/

Ef = E,—FE(,) ~ p/—{—M—{— dEf = (1—|— ;
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dove abbiamo re-introdotto i fattori ¢ per tener conto delle dimensioni.
La sezione d’urto si ottiene come nel caso precedente. Per una particella di carica
e e velocita v & ¢ risulta

do 2.2 (mec?)? I 2.2 (mec?)? 1
Y _ g2 M) P g2
dQ ° 4p2c? sin*6/2 p ? 4p2c? sin*0/2 1+ (2p/Mc) sin?6/2

Possiamo esprimere la sezione d’urto in forma invariante in funzione del 4-impulso
trasferito, dg®> = —2pp’ d(1 — cosf) = 2pp’ dcos® = pp’ dQ/7
do _do dQ _ y dry (me) pP w gy A (me?)? (Y
dg?  dQ) dg? q*

1.7.10 Sezione d’urto di Dirac

La sezione d’urto di Rutherford non tiene conto dello spin delle particelle: e valida
per particelle di spin 0. L’equazione del moto di una particella relativistica di spin
1/2, 'equazione di Dirac (appendice 777), prevede che elicita, h = §- p/|5]|p], si
conservi ad alta energia. Gli stati di elicita di un fermione di spin 1/2 sono h = %1
e la probabilita che un fermione (antifermione) con velocita fBe abbia elicita h = —1
(h = +1) ¢ uguale a (1+ 3)/2. Per particelle con E > mc? possiamo considerare il
limite # — 1. Se un elettrone con elicita nello stato iniziale h = —1 viene diffuso ad
angolo polare #, la conservazione del momento angolare e dell’elicita introduce un
nuovo fattore nella sezione d'urto differenziale.

Gli stati iniziale e finale sono autostati dell’operatore di spin, |s], e della compo-
nente s, rappresentati dalle matrici di Pauli

(01 (0 = (1 0 9 9, 92, 9
ax—<10> Uy_<i 0) 02—<0 _1> 0" =o0,+to,+0;

Lo stato iniziale ¢ |1/2,—1/2). Lo stato finale sara una combinazione dei due stati
11/2,4+1/2) e |1/2,—1/2) che rappresentiamo come autostati delle matrici di Pauli

\1/2,+1/2>=<[1)> |1/2,—1/2>=<(1)>

con autovalori +h/2. Nella transizione dallo stato iniziale (assumiamo p; || z) allo
stato finale interviene I'operatore di rotazione attorno ad un asse normale all’asse z

R,(0) = e = ¢90/? = cos0/2 4 i 0, sinf/2 =

[ cosf/2 0 4 0 —i sinf/2 \ [ cosf/2 sind/2
N 0 cos /2 ! i sinf/2 0 | —sinf/2 cosf/2

Gli elementi di matrice della rotazione sono
B cosf/2  sinf/2 0\
(1/2,-1/2| R,(0) [1/2,-1/2) = (0 1) ( “en/2 cosf)2 ) ( . ) = cos /2
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(1/2,+1/2] Ry(0) |1/2,-1/2) = (1 0) ( _Czlsfgz 22%3 ) ( (1) ) — sinf/2

Se la particella bersaglio ha spin 0 non puo modificare lo stato di momento angolare
s, dell’elettrone e si ha solo il primo elemento di matrice. La sezione d’urto viene
modificata per il fattore [(1/2, —1/2| R,(6) |1/2,—1/2)|* = cos® /2 ed & chiamata

do ( do > 9
— === cos” /2
df 82 .

I fattore cos? f/2 sopprime la deflessione ad angoli grandi, 6 ~ , che per la conser-
vazione dell’elicita comporterebbe I'inversione dello spin.

sezione d’urto di Mott

e Nota: questa e l’espressione della sezione d’urto di Mott nel limite 7 — 1. Per
una particella di velocita [c si ha

dcr) (da) 9 . 9
— =(-—= (1 —p%sin”6/2)
(dQ Mott ds} Ruth

Se la particella bersaglio ha spin 1/2; si hanno due contributi: la diffusione per
interazione con la carica elettrica, in cui compare il fattore cos? 6/2, e I'interazione
col momento magnetico della particella bersaglio, con inversione degli spin, che
& rappresentata dal fattore sin®6/2. Per un fermione di spin 1/2 e massa M, con
fattore giromagnetico g = 2 e momento magnetico p = 2(e/2M)(h/2), la probabilita
di interazione magnetica va sommata alla probabilita di interazione elettrica e si
ottiene, per # — 1, la

d d 2
sezione d’urto di Dirac o ( o

ao _ [ do 2 Q 2
ol dQ);guth [cos 6/2+4M2 2sin”0/2

Q% = —¢* = 4pp’sin?0/2 ¢ il quadrato del 4-impulso trasferito e il fattore 2 tiene
conto della molteplicita degli stati di spin 1/2.

1.7.11 Sezione d’urto di Rosenbluth

Se la particella bersaglio ha fattore giromagnetico g # 2, cioe ha momento magnetico
anomalo caratterizzato da g = 2(1+k), la sezione d’urto viene modifica nella sezione
d’urto di Rosenbluth

dU . dU Q2 2 2 Q2 2 .9

Se inoltre la particella bersaglio ha una struttura caratterizzata da una densita di
carica p(7) e di magnetizzazione M (7) (il momento magnetico anomalo ¢ in effetti
prodotto da una distribuzione non puntiforme) si introducono i fattori di forma
elettrico Fg(¢*) e magnetico Fys(¢?) che modificano la sezione d’urto nella forma

do  (do 9 Q* 5 9 Q? 262
= <dQ>Ruth [(FE+4M2 Kk~ F} | cos 9/2—1—4M2 (Fg+ K Fp)” 2sin0/2
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Per il protone e il neutrone la normalizzazione dei fattori di forma e
FR0) = FL(0) =1  Fp0)=0  Fjy(0) =1

In luogo di questi due fattori di forma si utilizzano di solito le combinazioni
2
4M?

con la normalizzazione

Ge(¢®) = Fe(q?) t Fu(q®) Gu(q®) = Fe(q®) + r Fu(q?)

CLO)=1  GpO0)=0  ChO)=1+r=p,  Chl0) =1+, =p,

e la sezione d'urto di Rosenbluth si esprime

do do G+ (Q2/AM?) &3, Q> 5 o 2
aQ <dﬂ> Ruth. [ T+ Qa8 02 F p G 2000/2) =
do G+ (Q%/4M?) G3,  @* 9
- <dQ> - [ T+ oranz g G a2

Dall’analisi della forma della sezione d’urto possiamo osservare che

e per Q? < (2Mc?)? domina il contributo dell’interazione con la carica elettrica
del bersaglio, do/d§) ~ G%;

e per Q% > (2Mc?*)? domina il contributo dell’interazione con il momento mag-
netico del bersaglio, do/dQ ~ G2;

e misurando il modulo dell’impulso dell’elettrone nello stato finale, p’, e 'angolo
di diffusione, 6, si possono misurare sia G%, che G2, studiando la dipendenza
della sezione d’'urto da Q% e tan?6/2 (Fig.1.48);

e l'estrapolazione dei dati sperimentali a Q? — 0 determina la carica Ze e il
momento magnetico p della particella bersaglio.

Per avere informazioni dettagliate sulle proprieta di particelle con una struttura di
dimensione spaziale R occorrono due condizioni

e che la particella del fascio abbia caratteristiche ben note e, possibilmente, abbia
una struttura elementare; questa condizione ¢ ben assicurata dagli elettroni;

e che la lunghezza d’onda associata all'impulso trasferito sia molto minore delle
dimensioni della particella bersaglio h/Ap = h/(4pp’sin®0/2)Y/? < R, cioe
che I'impulso del fascio sia sufficientemente elevato.

Le misure iniziate da Hofstadter nel 1960 con fasci di elettroni e bersagli di protoni,
neutroni e nuclei leggeri (Fig.1.49) hanno fornito importanti risultati sulle proprieta
di queste particelle (in realta non esistono neutroni liberi, le misure sono fatte con
bersagli di idrogeno e deuterio e le informazioni sul neutrone sono estratte per con-
fronto)
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Figure 1.48: Sezione d’urto elettrone-nucleone in funzione di tan?6/2
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Figure 1.49: Fattore di forma magnetico del protone in funzione di ¢?

e i fattori di forma G%(¢?), Gh(¢*)/1p, G7(¢*)/ s hanno la stessa dipendenza
da ¢? che viene parametrizzata nella forma

1
G 2y -
)= 15 #rar
da cui si deriva ¢2 = 0.71 GeV'?;

e questa ¢ la trasformata di Fourier di una distribuzione di carica e di magne-
tizzazione della forma
plr) = M(r) e

e il raggio quadratico medio delle distribuzioni rappresenta 1’estensione spaziale
del protone e del neutrone, il valore e

h
JOr2) = V12 £ ~ 0.8 1078 em
%
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e i momenti magnetici, espressi in magnetoni nucleari, sono

ch.

fp = +2.792 pn tn = —1913 pn UN =
2m,,

in ottimo accordo con 1 risultati delle misure effettuate con il metodo della
risonanza magnetica nucleare (capitolo 777).

1.8 Diffusione da potenziale

Nel capitolo 77?7 abbiamo introdotto la sezione d’urto e derivato alcuni esempi
sulla base delle conoscenze di fisica classica e nel capitolo 7?77 abbiamo calcolato la
sezione d’'urto di alcuni processi elementari sulla base dei metodi perturbativi della
meccanica quantistica. Gli esempi che abbiamo trattato riguardano processi di in-
terazione elettromagnetica. I risultati sperimentali sono in accordo con le previsioni
del modello teorico. I principali motivi del successo del modello sono

e il potenziale e derivato dalle leggi ben verificate dell’elettromagnetismo clas-
sico;

e il modello e basato su solide leggi di simmetria: 'invarianza per trasformazioni
di Lorentz, di gauge, di coniugazione di carica, .. .;

e lo sviluppo in serie del calcolo perturbativo converge rapidamente perché la
costante adimensionale caratteristica dell’interazione elettromagnetica e pic-

cola
BN
@ 4dme,he 137

La trattazione delle interazioni nucleari ¢ notevolmente pitt complessa perché

e non c’e un analogo classico su cui basare ipotesi;
e la hamiltoniana di interazione non e nota;

e l'interazione ¢ molto piu intensa dell’interazione elettromagnetica e i metodi
perturbativi non danno risultati affidabili.

Poiché gran parte dell’informazione sperimentale e basata sullo studio di reazioni
nuclear: e di diffusione di particelle da nuclei ¢ opportuno impostare in modo pitt
generale lo studio di questi processi.

1.8.1 Diffusione da potenziale radiale

Consideriamo la diffusione di una particella di massa m; dalla particella bersaglio
di massa my descritta in meccanica non relativistica dalla equazione del moto

L0 o, R o, Lo Lo
ih 5 (7, T, t) = o Vi-— s V5 + U, )| (r, 7o, t)
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La soluzione si puo fattorizzare nelle coordinate del moto relativo tra le particelle e
nelle coordinate del baricentro

LS S mTy A+ Mo
T=T1—7"T9 R =
my + Mg
L’equazione del moto si modifica nella forma
%) - n’ R’ -
h — (7, R,t) = | ——— V% — — V? 7 Rt
? at ¢(Ta R? ) [ IM VR 2m. Vr + U(F)] ¢(T,R; )

con M =my+ms e m = (myms)/(my + msy) . La soluzione
W7, R t) = () o(R) ¢ Emtn
soddisfa le equazioni

h2

I o) = B () [—hm vy U(fﬂ u() = By u(?)

e la prima equazione descrive il moto del centro di massa che si muove di moto
rettilineo uniforme;

e la seconda equazione, che e quella che ci interessa, descrive 'interazione delle
due particelle nel sistema del centro di massa.

Quindi tutte le considerazioni che seguono si riferiscono al sistema del centro di
massa. Facciamo le seguenti ipotesi aggiuntive

e il potenziale U(7) si annulla per r — 0o con un andamento almeno ~ 1/r;

e se R e la dimensione del sistema in studio, le osservazioni sono fatte a distanza
r>R;

e il potenziale ¢ a simmetria sferica, U(7) = U(r).
Al tempo t = —oo0 e adistanza r >R , U(r) — 0. L’equazione diventa

) ) B _h2k2
Veu(r) + k* u(f) =0 E =

2m

Lo stato iniziale e lo stato di particella libera con impulso p = hk (nel sistema del
centro di massa) che assumiamo parallelo all’asse z

1 ikz
Uz(ﬂ = V1/2 ek

Al tempo t = +o00 e adistanza r > R , ipotizziamo una soluzione del tipo

eik’r

1 .
up(i) = g |+ 1(6,0)
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Figure 1.50: Diffusione da potenziale

stato in.

sovrapposizione dell’onda piana w;(7) e di un’onda sferica che ha origine nel centro
di massa del sistema e ha ampiezza f(60, ¢) detta ampiezza di diffusione (Fig.1.50).
Per ottenere la sezione d’urto calcoliamo il flusso incidente e il flusso diffuso dal
potenziale

h hk
d =
i =5 (u;Vu; — u;Vu)) = Vi
efikr 1 8 eikr eikr 1 8 efzkr 1 hk
e = " |f(6 2
Pa = 21mV |£9, )l r 7 Or " r r r Or " r 2 Vm 1 f(0,9)]

I1 numero di particelle diffuse nell'unita di tempo con angolo di diffusione €2 = (6, ¢)
¢ ng(Q) = @4 r* e quindi la sezione d’urto differenziale ¢ pari al modulo quadro
dell’ampiezza di diffusione

do 14(92)
a0 @,

= |£(0.0)

1.8.2 Approssimazione di Born

Se il potenziale U(r) € noto, la soluzione dell’equazione non omogenea (normalizzata
in un volume V = 1) & del tipo

ﬂ zkz zk|r i / / —
u(r) = =7 (r") (r') dr
che, per r — oo,
ik|r—7| etkr I .
|F— 7| < r N ik K = kr
7 — r
possiamo approssimare
. m eikr - .
u(f‘) — ezkz + 27Th2/ . eﬂk/.ﬁ U(T‘/) ¢(T’) i’ — ezkz +
" ) ) ! ) )
+27I”7L12 e /e—ik’.F' U(’l“/) {eik.F’ + 27’;2 e’ ,T /e—ik’.F” U(’I‘”) [ez‘kf’” + .. } d?ﬂ,} dr
™ r ™ r
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Con queste ipotesi la soluzione e rappresentata dallo sviluppo in serie

ikr S
u(F) = e 4 g [T U d +
™ r

+ (2:%2>2 e: / e: U [T U dFdE
Il primo termine della serie e 'ampiezza di diffusione in approssimazione di Born
10,0) = -5 [ €77 UG) di 7=F-F

2mh
Se sostituiamo in questa relazione la hamiltoniana del potenziale coulombiano

62

U(r) =

dme,

troviamo la sezione d’urto di Rutherford.

1.8.3 Sviluppo in onde parziali

Se il potenziale U(r) non & noto, possiamo comunque cercare le caratteristiche
dell’ampiezza di diffusione sulla base delle ipotesi che il potenziale sia a simme-
tria centrale e che si annulli per » — o0o. Nel sistema del centro di massa possiamo
sviluppare la soluzione dell’equazione del moto, I’onda piana incidente e ’onda dif-
fusa, in autofunzioni del momento angolare facendo una ipotesi aggiuntiva che

e lo stato iniziale e finale abbiano simmetria azimutale, cioe non dipendano
dall’angolo ¢

Con queste ipotesi, lo stato iniziale e finale si possono sviluppare in autofunzioni del
momento angolare [, 1., con [, =0

21 + 1\ '/*
Y}(G)z( 47r> Py(cos0)

dove Py(cos®) sono i polinomi di Legendre. Per lo stato iniziale
ui(r,0) = e < =3~ it (20 + 1) ji(kr) Pi(cos) [=0,1,2...
[

le funzioni radiali che esprimono la dipendenza dalla distanza r sono le funzioni
sferiche di Bessel che hanno come andamento asintotico, la forma di onde sferiche

. sin(kr — Im/2)
lim ji(kr) ~ =

Quindi lo stato iniziale e rappresentato dalla sovrapposizione di due onde sferiche
una convergente verso il centro di massa e 'altra divergente dal centro di massa

i e—ik’r eikr
— 20 +1) | (=1)" -
TG (G

Py(cos )

lim u;(r,0) =
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Analogamente rappresentiamo lo stato finale come sovrapposizione di onde sferiche

ikr : —ikr ikr

‘ ST @i 1) | (1) —a

=5 : . . Py(cos )

ug(r,0) = u;(r,0) + £(0)

dove le ampiezze a; rappresentano ’azione del potenziale sulla componente [ dell’onda
sferica divergente. L’azione del potenziale risulta in uno sfasamento e un assorbi-
mento dello stato iniziale

a = 20 con 1, 0 reali 0<ng <1

La diffusione dal potenziale e rappresentata dallo stato

i eikr
ug(r,0) = up(r,0) —u;(r,0) = %

> (20+1) (1 —a) Pcosb)

l

con ampiezza di diffusione
i
=55 ; (204 1) (1 —a;) P(cosh)

Troviamo quindi la sezione d’urto differenziale

do s 1 / *
- FOF =13 Elj lZ(Zl+l> QU+1) (1—a) (1 —ar) B Py

e, usando la proprieta di ortonormalita dei polinomi di Legendre,

4
/Pl(cos 0) P/(cosB) dcost dp = ST T 5”
troviamo la sezione d’urto di diffusione
do , Am
ol dcost dp = —— k;2 El: El: (20+1) 2U'+1) (1 —af) (1 —ay) P, Py ST i
7h?
oi=—— > (2+1) 1 —al
cm l

1.8.4 Sezione d’urto elastica e di reazione

La diffusione elastica ¢ caratterizzata da n;, =1

1—a;=1— ¥t =l (78 _ ) = _9j ¢ sin ),
In questo caso I’azione del potenziale non cambia I’ampiezza ma cambia solo la fase
dell’onda diffusa. La sezione d’urto elastica

4mh?
Ol = ;2 Z (204 1) sin?§;

cm [
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e la somma, pesata per il fattore di molteplicita 2[+1, dei contributi dei diversi valori
del momento angolare relativo delle particelle m, ms. Quando la fase della singola
componente e ¢; = /2, Pampiezza di diffusione f;(#) & puramente immaginaria e la
sezione d’urto o; ha il valore massimo. Questa ¢ chiamata condizione di risonanza
per I'onda parziale [.

Se n; < 1 la diffusione e inelastica perché parte del flusso incidente e assorbito
dal bersaglio. Il flusso assorbito dell’onda parziale [ & pari a ®; (1—|a;|?) e la sezione
d’urto di assorbimento o sezione d’urto di reazione

h*

Oabs = 2 d>o@+1)(1- m]?)

cm l

rappresenta i processi in cui una o entrambe le particelle cambiano natura nello
stato finale.

Si puo avere diffusione elastica senza altri processi: se 1, = 1 si ha o4 =
0. Ma non si puo avere diffusione inelastica senza avere anche diffusione elastica:
come in ottica, un bersaglio che assorbe I'onda incidente produce anche diffrazione.
L’ampiezza di diffusione dell’onda parziale [ puo essere puramente immaginaria, ma,
se ha una parte reale, ha anche una parte immaginaria.

La sezione d’urto totale & data dal contributo di diffusione elastica e di assorbi-
mento

Otot = Ol + Ogbs = Z 2l+1 [ 1_2 §Ral—i_ |al‘2)+<1 - ‘CL[P)]
m l

C

onh?
Trot = o > (2041) (1 - Ray)
cm l

Da queste considerazioni ricaviamo due importanti conclusioni

e La sezione d’urto di un processo, nello stato di momento angolare [, non puo
superare il valore che corrisponde al massimo della probabilita di diffusione

4mh?
o< — 1 (2+1)

cm
detto anche limite di unitarieta.

e [’ampiezza di diffusione ha una parte immaginaria, legata alla diffusione elas-
tica, e una parte reale

> (20+1) [i (1 —Ray) + Say] Pi(cosb)
]

cm

La parte immaginaria dell’ampiezza di diffusione in avanti, cioe per 6 — 0,
Py(cosf) — 1,

lim 3f(0) = h

0—0 2pcm

> 20+ 1)(1 - Ray)

l
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e proporzionale alla sezione d’urto totale

4rh S£(0 = 0)

Otot —
cm

Questa relazione, dedotta da Bohr e Peierls, e chiamata teorema ottico.

1.8.5 Diffusione da un disco

Consideriamo la diffusione di un’onda piana da un disco di raggio R normale alla
direzione di propagazione z e facciamo 'ipotesi che R rappresenti ’estensione di un
nucleo, R ~ 10713 em. L’asse 2z passante per il centro del disco ¢ un asse di simmetria
del processo di diffusione. Osserviamo lo stato finale rappresentato dall’onda diffusa
a distanza r > R e angolo polare 6. Il momento angolare e

l:’r%\ﬁ‘zrk sinf=kb

dove b e il parametro d’urto.

e A bassa energia, se p., < h/R = 200 MeV/c, il contributo dominante &
dovuto alla diffusione nello stato di momento angolare [ = 0, (onda S). Torner-
emo su questo piu avanti.

e A energia elevata, pe, > 200 MeV/c, vi & invece il contributo di molti stati
di momento angolare, [ =0, 1, 2,..., L. = kR. Nel seguito consideriamo
il caso di alta energia che, come abbiamo visto, ¢ interessante per studiare la
struttura di una particella di dimensione R.

Se il disco e completamete assorbente, disco nero, si ha 1, = 0 per ogni stato di
momento angolare e la sezione d’'urto di diffusione elastica e la sezione d’urto di
assorbimento sono uguali

m
Oel = Ogbs = ﬁ Z (2l+ 1)
!

Il contributo di ogni onda parziale e uguale all’area della corona circolare con raggio
pari al parametro d’'urto, b = l/k, (Fig.1.51)

T
k2

e la sezione d’urto si ottiene sommando su tutti i possibili valori di [

(+17 =P =

Aoy =7 (b+ Ab)? —7 b? = =13

(2l+1)

T lmax 27'('

2
Oct + Oabs = 73 > (2+1) = = (Imaz +1)* = 1(R+ \)? A=

1
1=0 k

o se R < N\, 0, = 2mA\2, la sezione d’urto totale ¢ definita dalla lunghezza
d’onda di De Broglie nel riferimento del centro di massa;
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Ao =21bAb = A {21+1)
lh=bp -

Figure 1.51: Diffusione da un disco assorbente

o se R > )\, 0ir = 27 R?, la sezione d’urto totale ¢ pari al doppio dell’area del
disco.

Quindi, nel caso di diffusione da un disco nero a energia elevata, la sezione d’urto
di assorbimento e pari all’area del disco, mentre la sezione d’'urto totale e pari al
doppio dell’area del disco. Questo & dovuto all’interfenza tra I’onda piana incidente
e l'onda diffusa che deve essere tale da annullare ’ampiezza di diffusione in avanti
nella zona d’ombra del disco.

In ottica, quando la lunghezza d’onda e molto minore delle dimensioni di un
ostacolo, A = h/p < R, a distanza r > R si osserva la diffrazione di Fraunhofer che
ha le seguenti caratteristiche

e l'intensita della luce diffusa ¢ concentrata ad angoli piccoli, 8 < \/R;
e si osservano minimi e massimi dell’intensita;

e 'ampiezza dell’onda diffusa e proporzionale alla trasformata di Fourier della
densita superficiale dell’ostacolo.

Nel caso della diffusione per interazione nucleare, lo stato iniziale e lo stato finale
a distanza r > R sono approssimati con stati di particella libera, analoghi ai ragg:
di luce in ottica, ed ¢ quindi interessante esaminare le previsioni di un modello
basato sull’analogia tra la diffusione della luce da un disco assorbente e I'interazione
nucleare tra particelle.

Se | > 1 possiamo sostituire la somma sugli stati discreti con un integrale sul
parametro d'urto e i polinomi di Legendre con le funzioni di Bessel

lmaz kR
S / d kb Py(cos8) — J,(16)
1=0 °

Se siamo interessati alla diffusione ad angoli piccoli, I'ampiezza di diffusione in fun-

zione della componente trasversa dell’impulso nel centro di massa, ¢ = ksinf =
kO =10/b, ¢

F@ = 5 % Q14 1) (1 - ) Pileost) — o [ (2b+1) [1— a(b)] Jo(gb) dkb
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Usando la rappresentazione della funzione di Bessel J,(x), con = qb = kfr,

1 2
JO(:L,) — %/O ez:ccos¢ de

I'ampiezza di diffusione diventa un integrale sul wettore parametro d’urto, db =

b db do,

-

£(@) = ;’;/e“f’? 1 —a(B)] db

dove [1 — a(b)] & ampiezza dell'onda diffusa ad angolo polare # dai punti del disco
con parametro d’urto nell’intervallo b <+ b + db.

L’ampiezza di diffusione ¢ la trasformata di Fourier in due dimensioni della fun-
zione di profilo del disco, I'(b) = 1 — a(b),

@ =2 [ e v db

=,

Se il disco & completamente assorbente, I'(b) = costante = 1, si ha
KR 1 r2m z dz ik [kOR
f(q) = zk/ TSP (g / x Jo(z) dx

(k6)? ~ k202 J,
e, tenendo conto della proprieta delle funzioni di Bessel, [ 2™ J,_1(2') dz’ = 2™ J,,(x),
troviamo

L, Li(kOR)
f(q) = ikR? OR

Quindi la diffusione da un disco completamente assorbente e caratterizzata da
e 'ampiezza di diffusione & puramente immaginaria;
la sezione d’urto di diffusione elastica

do o o [ J1(KOR)’
g = WP =kE ( kOR

¢ una funzione oscillante con il primo minimo per ¢ = 3.84/kR;

la sezione d’urto di diffusione elastica ¢ pari alla sezione geometrica del disco

ael—/—dQ—WRz

e il limite per ¢ — 0 dell’ampiezza di diffusione e
x ik R?
CRCET I EURS
e la sezione d’urto totale & pari al doppio della sezione geometrica del disco
4T 4t kR?
o =—Sf((=0)=— — =27R?
Otot I Sf(q ) L 9 T
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1.8.6 Sezione d’urto protone-protone

Le previsoni del modello ottico riproducono qualitativamente i risultati della dif-
fusione a energia elevata di protoni e neutroni da nuclei con peso atomico, A,
grande. Nel caso della diffusione protone-protone (e antiprotone-protone) la pre-
visione 0¢/0tr = 1/2 non ¢ confermata dai risultati sperimentali. Questo non ¢
sorprendente perch’e nel capitolo 777 abbiamo notato che i risultati di esperimenti
di diffusione di elettroni da protoni e neutroni indicano che la distribuzione di carica
elettrica e di magnetizzazione non ¢ uniforme. Supponiamo che la funzione di profilo
sia una distribuzione gaussiana

r(h) = e t/7 / 0(5) db = 7 R?
In questo caso 'ampiezza di diffusione e
/lk s 7 2 2 g /Lk 2 p2
_ v iqb —b*/R _ 2 _—q¢°R%/4
(@ 5 /e e db 5 R e

e la sezione d’urto di diffusione elastica ¢

do

k2 R -
= (I = eI
dQ

Questa si puo esprimere in funzione del quadrato del 4-impulso trasferito

2 .2 - 2722 ~ _ 7
t = —4(pemc)” sin® /2 ~ —(he) k"0 dQ ~ 27w0df = e dt

dt — dQ dt AR

Da queste relazioni otteniamo la sezione d’urto di diffusione elastica e la sezione
d’urto totale

4 em 122
Oel = /— dt = Otot = iy = 2 R?
Pem 2

do  do dS pcmR o(R/R)%/2

Quindi per valutare il parametro R della funzione di profilo, cioe il raggio medio del
protone in interazioni nucleari ad alta energia, possiamo fare due misure indipendenti

e misurare 'andamento della sezione d’urto elastica in funzione del 4-impulso
trasferito, do /dt (Fig.1.52). I risultati mostrano che, per piccoli valori dell’angolo
di diffusione, ¢t — 0, la sezione d’urto ha un andamento esponenziale e che il
parametro (R/hc)?/2 ¢ approssimativamente indipendente dall’energia

(R/hc)

T 10 GeV 2 = R=~0910"" em
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Figure 1.52: Dipendenza da t della sezione d
nel centro di massa.

‘urto elastica in funzione dell’energia

e misurare la sezione d’urto totale, o, (Fig.1.53). I risultati mostrano che,

per Pem > M,c, la sezione d’urto totale
dall’energia

e approssimativamente indipendente

Opor = 2T R? =~ 40 mb = R=~0.8107" em

e inoltre il confronto tra i risultati dell’estrapolazione per ¢ — 0 della misura

della sezione d’urto di diffusione elastica

e 1 risultati della misura della sezione

d’urto totale confermano la validita del teorema ottico.

70
. .
° antiprotone-protone
© protone—protone
60 . 1
)
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Figure 1.53: Sezione d’'urto totale in funzione dell’energia nel centro di massa.

Da questi risultati possiamo concludere che

la distribuzione di materia nucleare

nel protone, misurata in esperimenti di diffusione protone-protone e antiprotone-
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protone, e consistente con la distribuzione di carica elettrica e di magnetizzazione
misurata in esperimenti di diffusione elettrone-protone.

1.8.7 Diffusione elastica risonante

La diffusione elastica di due particelle puo avvenire con la formazione di uno stato
legato risonante
my + Mo — M* — My + Moy

La massa dello stato intermedio, M*, e pari all’energia totale nel centro di massa

e, se le particelle m;, mo hanno spin 0, lo spin dello stato M* e pari al valore del

momento angolare [ per cui si osserva un massimo della sezione d’'urto elastica.
Nel caso di diffusione elastica, 1; = 1, a; = €*%, 'ampiezza di diffusione

f(o) = ; > (20 +1) € sind; Py(cosb)
l

e la somma pesata per il fattore di molteplicita, 2 + 1, e per il coefficiente che
esprime la distribuzione angolare, P,(cos ), delle ampiezze delle onde parziali

sin d; 1

8 o
fi=¢e"" sing; = — = ,
cosd; —1 sind; cotd; — 1

che hanno il valore massimo quando lo sfasamento & §, = 7/2. Se E, & il valore

dell’energia nel centro di massa per cui si ha formazione dello stato intermedio,
E, = M*c? per E ~ E, si ha

cot 6;(E) = cot 6 (E,) + [dcé cot (ME)] (E—E,)+...

I1 primo termine dello sviluppo ¢ nullo poiché §;(E,) = /2. Il secondo termine
contiene la larghezza dello stato

d 2
ldE Cot(SZ(E)} =7

E,

Con queste definizioni deriviamo la dipendenza dall’energia dell’ampiezza dell’onda
parziale [

N r/2

T E—-E, —iT/2

e della sezione d'urto elastica per £ ~ E,

fil(E)

(I'/2)*
(B — E,)* +(I'/2)?

Ah?
o(E) ~ 5

cm

(20 +1)

in cui compare la funzione lorentziana dell’oscillatore armonico che ha frequenza
propria E,., coefficiente di smorzamento I'/2 ed e eccitato dalla frequenza E. La
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formula che esprime la sezione d’urto di formazione di uno stato risonante di massa
M* e spin [ e detta formula di Breit e Wigner. La sezione d’urto ha il massimo per
E=F,

7r7i2

Omazx = Ul(Er) = (QZ + ]_)

cm

e per valori dell’energia F' = E,. + I'/2 la sezione d’urto ha valore o;(E, £ T'/2) =
o1(E,)/2. La differenza tra questi due valori e la larghezza dello stato AE =T". La
vita media dello stato risonante (appendice 777) ¢ definita dalla larghezza

T="h/T

Le considerazioni fatte sono valide per interazione di particelle di spin 0. Se le
particelle hanno spin # 0, la sezione d’urto di Breit e Wigner va modificata per tener
conto del peso statistico degli stati di spin. Se §p, S, sono gli spin delle particelle
my e mgy e queste sono in uno stato di momento angolare relatlvo l la sezmne d’urto
di formazione dello stato risonante di massa M* e spin J (J = & + 5 + [) nella
diffusione elastica mq + mo — M* — mqy +my €

47h? 2J +1 (I'/2)?
P2 (281 +1)(2s0 + 1) (F— E,)? + (T'/2)?

O'J(E) =
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Chapter 2

Fisica nucleare

2.1 Proprieta dei nuclei

L’interpretazione degli spettri di emissione degli atomi e dell’esperimento di Ruther-
ford sono alla base del modello atomico di Bohr-Sommerfeld

e 'atomo e costituito di un nucleo di carica +Ze;

e / elettroni di carica —e sono legati al nucleo dal potenziale coulombiano
Ze? [Ame,r;

e la massa del nucleo ¢ molto maggiore della massa dell’elettrone;

e la carica elettrica del nucleo ¢ concentrata in una regione di spazio di dimen-
sioni molto piu piccole delle dimensioni dell’atomo.

Le grandezze che caratterizzano i nuclei atomici e che danno informazioni sulla loro
struttura sono

e la massa, il raggio, lo spin;

e la carica elettrica, il momento di dipolo magnetico, il momento di quadrupolo
elettrico, ...

I nuclei sono degli stati legati con una struttura non elementare e l'interazione
nucleare tra i costituenti ha caratteristiche (intensita, raggio d’azione, ...) molto
diverse dall’interazione elettromagnetica.

I nuclei sono indicati con il simbolo dell’elemento, X, il numero atomico, Z, e il
peso atomico, A,

72X

Il numero atomico indica la carica elettrica del nucleo, il peso atomico indica il
numero di nucleoni (protoni e neutroni) costituenti il nucleo. Nel piano delle variabili
Z — A inuclei stabili sono concentrati in una stretta banda, detta banda di stabilita
(Fig.2.1), che indica una forte correlazione tra la carica elettrica e il numero di
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Figure 2.1: Banda di stabilita dei nuclei

costituenti. I nuclei con lo stesso valore di Z e diverso valore di A hanno le stesse
proprieta atomiche e sono chiamati isotopi (perché occupano la stessa posizione
nella tavola di Mendeleev). Nuclei con lo stesso valore di A e diverso valore di Z
sono chiamati isobari (perché hanno massa approssimativamente uguale).

2.1.1 Carica elettrica dei nuclei

La carica elettrica dei nuclei ¢ stata misurata studiando gli spettri di emissione
dei raggi X degli elettroni negli orbitali K che non risentono dell’effetto di schermo
da parte degli orbitali piu esterni. Nel 1913 Moseley stabili una relazione tra la
frequenza dei raggi X e il numero atomico degli elementi e mise in ordine nella
tavola di Mendeleev tutti gli elementi allora noti

3
legge di Moseley hy = 1 Ry (Z — 1)

(Ry = m.c®a?/2 = 13.6 eV & lenergia di Rydberg) dimostrando che la carica
nucleare ¢ un multiplo intero della carica elementare e.

2.1.2 Massa dei nuclei

La massa dei nuclei e determinata misurando la traiettoria di ioni in campi elettrici
e magnetici. Il metodo di misura ¢ essenzialmente quello usato nell’esperimento di
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Thomson (capitolo ?77). Lo spettrometro di massa messo a punto da Aston nel 1920
¢ stato poi perfezionato fino a raggiungere precisione di misura di ~ 107, Il principio
di funzionamento e mostrato nella Fig.2.2. Gli ioni emessi dalla sorgente vengono
accelerati da un campo elettrico e immessi nella zona tra due collimatori dove vi
sono un campo elettrico e un campo magnetico ortogonali tra loro e ortogonali alla
linea di volo in modo da selezionare gli ioni con carica ¢ e velocita v

qF=qv B

Dopo il secondo collimatore vi ¢ solo il campo magnetico e la traiettoria e un arco
di circonferenza di raggio
v
R=——M
q B
Per ridurre gli errori sistematici, le misure si fanno di solito per confronto tra nuclei

rivelatorex

AV

—| |' |

s >4 —Flow

1 |A

Figure 2.2: Principio di funzionamento dello spettrometro di massa

che hanno differenza di massa molto piccola. Lo spettrometro di massa e anche usato
per separare gli isotopi di uno stesso elemento e misurarne I’abbondanza relativa. Il
Carbonio, ad esempio, esiste in natura sotto forma di due isotopi con abbondanza
relativa

SC 0.9889 Sc o011

il peso atomico del carbonio naturale ¢ il valor medio, (A) = 12.01
In fisica nucleare si usa come unita di misura la Atomic Mass Unit, u, definita

massa dell’isotopo ¢C =12 u
In queste unita, la massa dell’atomo di idrogeno ¢
M(1H) = 1.007825 u = 938.783 MeV/c?
Il fattore di conversione tra le unita di misura e
u = 931.494 MeV/c?

La tabella mostra il valore della massa atomica, in unita atomiche, e della massa
nucleare xc?, in MeV, per alcuni nuclei leggeri
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simbolo  massa atomica (u) massa nucleare (MeV)

= [ &0 ] 1 931.494

elettrone e 0.511
protone P 938.272
neutrone n 939.566
idrogeno 1H 1.007825 938.373
deuterio *H 2.014102 1875.613
trizio SH 3.016049 2808.921
elio sHe 4.002603 3727.379

2.1.3 Energia di legame dei nuclei

L’energia di legame (Binding Energy) € la differenza tra la massa del nucleo e la
somma delle masse dei costituenti (moltiplicata per c¢?)

A
2 2
Mnucleoc = Z mgcC — BE
k=1

Lo stato legato con massa piu piccola ¢ il nucleo di deuterio che e un isotopo
dell’idrogeno composto da un protone e un neutrone (Z =1, A = 2)

in unita atomiche BE =m, +m, +m.— M(1H) = 0.002389 u

in unita nucleari BE =m, +m, — M(H) = 2.225 MeV

Nel caso dell’atomo di deuterio ’energia di legame atomica e, a parte un piccolo fat-
tore dovuto alla diversa massa ridotta, pari a quella dell’atomo di idrogeno, 13.6 eV,
ed e molto piu piccola dell’energia di legame del nucleo. In generale il rapporto tra
I'energia di legame dei nucleoni nei nuclei ¢ ~ 10° volte maggiore dell’energia di
legame degli elettroni negli atomi. Il nucleo dell’atomo di elio, 3He, la particella c,
¢ in una configurazione particolarmente stabile con energia di legame

in unita atomiche  BE = 2m, + 2m,, + 2m, — M (3He) = 0.030379 u

in unita nucleari BE = 2m,, + 2m,, — M (3He) = 28.298 MeV

L’energia di legame dei nuclei con A piccolo non e una funzione regolare, ma per
A > 12 (Carbonio) I'energia di legame & con buona approssimazione proporzionale
al numero di nucleoni. Quindi I’energia di legame media di un nucleone nel nucleo
¢ approssimativamente costante (Fig.2.3).

BE 8 MeV
— = costante &% ———
A nucleone
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Figure 2.3: Energia di legame dei nuclei stabili in funzione di A

2.1.4 Raggio dei nuclei

Parlare di raggio dei nuclei € improprio: occorre fornire una definizione operativa su
cosa si misura e il metodo di misura. Informazioni sull’estensione spaziale dei nuclei
e sul raggio d’azione dell’interazione nucleare si ottengono con metodi diversi:

e con esperimenti di diffusione (di particelle «, neutroni, protoni, elettroni, .. .);
e con misure di spettroscopia dei livelli atomici;

e dall’analisi dell’energia di legame dei nuclei;

e dallo studio dei decadimenti nucleari, ... .

La prima evidenza dell’estensione finita dei nuclei e stata ottenuta da Rutherford
e Chadwick studiando la diffusione di particelle a. La minima distanza di avvici-
namento di una particella con carica elettrica ze e energia cinetica K ad un nucleo
di carica Ze (capitolo 7?) dipende dall’angolo di diffusione 6 ed & inversamente
proporzionale a Z e a K. Rutherford e Chadwick misero in evidenza una marcata
deviazione dalla sezione d’urto di diffusione coulombiana prevista per una carica
puntiforme quando I'impulso trasferito e elevato, cioe quando la minima distanza di
avvicinamento e confrontabile con il raggio d’azione delle forze nucleari, R,

To

K sinf/2 > Z m.c*

nucl
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Poiché Ienergia delle particelle a prodotte nei decadimenti nucleari (capitolo 777) &
contenuta in un piccolo intervallo, K, = 4—8 MeV', questo effetto era misurabile solo
con nuclei con Z piccolo. Da queste prime misure si ottenne che R, € proporzionale
alla radice cubica del peso atomico A

Rnucl = Ro A1/3 Ro ~ 1.2 10713 cm

Negli anni successivi, usando acceleratori di particelle, fu possibile raggiungere im-
pulsi trasferiti piu elevati, Ap > h/R, e studiare con molto maggior dettaglio la
struttura dei nuclei. Le informazioni che si ottengono dipendono dal tipo di par-
ticella usata come sonda. Particelle a e protoni sono soggetti sia all’interazione
coulombiana che all’interazione nucleare. I neutroni sono soggetti alla sola inter-
azione nucleare (l'interazione di dipolo magnetico ¢ trascurabile a bassa energia).
Gli elettroni non hanno interazioni nucleari e danno informazioni dettagliate sulla
distribuzione di carica e di magnetizzazione dei nuclei.

I risultati di esperimenti di diffusione di neutroni sono interpretati sulla base
dello sviluppo dell’ampiezza di diffusione in onde parziali (capitolo 777). Perché la
sezione d’urto sia sensibile all’estensione del nucleo bersaglio, I'impulso nel centro
di massa neutrone-nucleo deve essere p.,, > h/R ~ 100 MeV/c che corrisponde
a energia cinetica nel laboratorio K,, > 10 MeV. La sezione d'urto di diffusione
elastica ¢ una funzione oscillante che dipende dal raggio del nucleo, R,

do J1(kRsinf)\*
= RPRY = hk
o ( kRsinf ) Pem

e quindi la posizione dei minimi e massimi dipende da R. La sezione d'urto di
reazione e la sezione d’urto totale dipendono dal quadrato del raggio del nucleo

Oaps = TR? Oror = 2mR?

Le misure della sezione d'urto differenziale e della sezione d’urto di reazione di
neutroni non dipendono dalle proprieta elettromagnetiche del nucleo e forniscono
risultati sul raggio quadratico medio della distribuzione di materia nucleare nel nu-
cleo.

Con esperimenti di diffusione di elettroni di alta energia, F, = 100 — 1000 MeV/,
si misurano i fattori di forma elettromagnetici dei nuclei (capitolo 777) e da questi
si estrae la densita di carica elettrica p(r). La sezione d’urto di diffusione elastica
in funzione dell'impulso trasferito ¢ rapidamente decrescente e mostra le oscillazioni
tipiche prodotte da una distribuzione di carica uniforme in una sfera di raggio R.
Una parametrizzazione piu accurata si ottiene con una distribuzione del tipo

plr) = —L0
14+ e(r—R)/t

detta distribuzione di Woods-Sazxon, dove R ¢ il valore del raggio per cui p(r) = p,/2
e t misura lo spessore (thickness) della regione esterna del nucleo in cui la densita
di carica diminuisce rapidamente da p = p,.: & zero.
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Un altro metodo indipendente per determinare il raggio quadratico medio della
distribuzione di carica elettrica si basa sulla misura dell’energia elettrostatica dei
nuclei isobari (capitolo 777).

Un terzo metodo si basa sulla misura dello spettro di raggi X degli elettroni
atomici. Gli orbitali atomici pit interni sono infatti infuenzati dalle dimensioni
finite del nucleo. L’interpretazione dei risultati dipende dalla parametrizzazione
degli stati elettronici che, in un sistema atomico a molti elettroni, ¢ nota solo in modo
approssimato. Un metodo di analisi spettroscopica piu sicuro si puo applicare agli
atomi p—mesici. 11 mesone p (capitolo 777) & una particella che ha caratteristiche
simili a quelle dell’elettrone e massa molto maggiore, m, = 105.66 MeV/c* =
207 m.. Esiste in due stati di carica, u* e p~ e decade con vita media 7, = 2.2 1079 s.
I mesoni p~ possono essere catturati dai nuclei atomici e 'atomo decade con tempi
74 < 7, nello stato fondamentale in cui il raggio dell’orbita di Bohr ¢ molto minore
che nel caso degli elettroni a, =~ apen/207 = 2.6 107" em. Quindi i livelli di
energia degli atomi pg—mesici sono fortemente influenzati dall’estensione della carica
nucleare e il confronto tra gli spettri di raggi X emessi da questi atomi e quelli
normali fornisce informazioni sul raggio dei nuclei.

Tutti i metodi di misura danno risultati coerenti con piccole variazione dei
parametri:

e la distribuzione di materia nucleare ¢ approssimativamente uguale alla dis-
tribuzione di carica elettrica;

e le distribuzioni hanno, con buona approssimazione, simmetria sferica;
e le distribuzioni sono approssimativamente uniformi in una sfera di raggio R;
e il raggio quadratico medio delle distribuzioni & proporzionale a A3 (Fig.2.4)
R=R, AY? R,=(12+13) 107 em
e il valore del parametro R, dipende solo leggermente dal metodo di misura;

e il volume del nucleo ¢ proporzionale al numero di nucleoni, (47/3)R3 oc A.

2.1.5 Statistica e spin dei nuclei

Lo stato di momento angolare, lo spin dei nuclei, ¢ la somma vettoriale dei momenti
angolari dei singoli nucleoni, che sono fermioni di spin 1/2, e dei momenti angolari
orbitali

- A .

I=) S+ Lk

k=1

Si possono avere informazioni sullo spin dalle proprieta di simmetria legate alla sta-
tistica degli stati. Altre informazioni si ottengono dalla conservazione del momento
angolare nelle reazioni nucleari o nei decadimenti dei nuclei, dalla struttura iperfine
degli spettri atomici e dalla misura dei momenti magnetici nucleari.
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Figure 2.4: Raggio medio dei nuclei in funzione di A

Un interessante esempio di determinazione dello spin del nucleo basata dalle pro-
prieta di simmetria degli stati ¢ lo studio della spettroscopia di molecole biatomiche
omonucleari, cioe composte da due nuclei uguali, come Ny, Oy, Fs,.... Lo stato
della molecola si puo fattorizzare

|wmolecola> = ‘wel> |wrot> ’¢vibr> ‘wnucl>

Gli stati degli elettroni e gli stati vibrazionali sono simmetrici rispetto allo scambio
1 < 2 dei nuclei. La simmetria dello stato |,,;) & (=1)* dove L & il momento
angolare orbitale del sistema. La simmetria dello stato |¢,,.q) € diversa se lo spin
nucleare, I, ¢ intero (bosone) o semi-intero (fermione). Il numero degli stati di spin
e

Ngpin = (21 +1) (21 + 1)
e se [ =0, vi & un solo stato simmetrico;

e se [ = 1/2, vi sono 4 stati |I,1,), uno stato antisimmetrico (singoletto) e 3
stati simmetrici (tripletto)

singoletto |0, 0) = 12 (4 =14M)

5
|17_1> = |UaU>

tripletto |1, 0) = % (4 +141)
1, +1) = |, )

Ad esempio la molecola di idrogeno si chiama orto-idrogeno nello stato sim-
metrico e para-idrogeno nello stato antisimmmetrico;

e in generale vi sono

21 +1 stati con I, uguale stmmetrict
2I1(2I +1) stati con I, diverso di cui I(2I +1)  simmetrici
e 121 +1) antisimmetrici
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cioe (I + 1)(21 + 1) stati simmetrici e I(2] + 1) stati antisimmetrici. I pesi
statistici degli stati antisimmetrici e simmetrici sono in rapporto

stati antistimmetrici I

stati simmetrici I+ 1

L’interazione tra i nuclei e di tipo coulombiano, dipende solo dalla distanza relativa
ed e simmetrica rispetto allo scambio 1 < 2: la simmetria dello stato non cambia
in una transizione radiativa. Le molecole biatomiche omonucleari non hanno mo-
mento di dipolo elettrico e quindi I’emissione e assorbimento di radiazione avviene
al secondo ordine dello sviluppo in multipoli con variazione dello stato di momento
angolare totale AJ = £2. Le righe di assorbimento si studiano con la spettroscopia
Raman.

e se I ¢ semi-intero i nuclei sono fermioni, la simmetria di spin nucleare e di
momento angolare totale implica

stato |Ynuer) simmetrico < J dispari
stato |Ypua) antisimmetrico < J pari

con un rapporto di intensita delle righe di spettroscopia Raman

=1/2 I=3/2
J pari T 1

J dispari —  T+1 3 5

e se [ ¢ intero i nuclei sono bosoni e la simmetria di spin nucleare e di momento
angolare totale implica

stato |VYpua) antisimmetrico < J dispari
stato |Vnuer) simmetrico < J pari

con un rapporto di intensita delle righe di spettroscopia Raman

I1=0 I=1
J dispari T 0 1

J pari I+1 2

La Fig.2.5 mostra l'intensita relativa delle righe degli spettri delle molecole di Azoto,
Ossigeno e Fluoro. Sulla base di questi argomenti, Rasetti determino nel 1930 che il
nucleo di Azoto }*N ¢ un bosone e poi fu dimostrato che ha spin 1. A quel tempo non
si conosceva 'esistenza del neutrone e si pensava che il nucleo fosse costituito da A
protoni e Z elettroni. Questo modello prevede che il nucleo di Azoto sia costituito da
un numero dispari di fermioni e che debba quindi avere spin semi-intero. Il modello
aveva un’altro serio problema: se una particella e confinata in una regione di spazio
R~ 1071 ¢m, ha impulso pc > he/R ~ 200 MeV | e se la particella & un elettrone,
ha energia cinetica > 200 MeV. Questo valore ¢ molto maggiore dell’energia di
legame media nucleare e quindi un elettrone non puo essere confinato in un nucleo.
Queste inconsistenze furono risolte con la scoperta del neutrone.

Se il nucleo e costituito di protoni e neutroni con Y protoni 4+ > neutroni = A,
i nuclei con A dispari hanno spin semi-intero e sono fermioni, mentre i nuclei con A
pari hanno spin intero e sono bosoni. I risultati delle misure di spin nucleare hanno
mostrato che questo ¢ sempre vero.
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Figure 2.5: Intensita degli spettri Raman di molecole biatomiche

2.1.6 Parita dei nuclei

L’operatore parita e una trasformazione discreta e I’autovalore di un sistema di pit
particelle ¢ il prodotto degli autovalori delle singole particelle e della parita dovuta al
modo relativo. La parita dei nuclei e definita dalla parita intrinseca dei costituenti
e dal loro stato di momento angolare. Il protone e il neutrone sono fermioni e
'assegnazione della parita intrinseca ¢ definita positiva per convenzione (come per
Ielettrone)

P(p) = P(n) =+1

quindi la parita di un nucleo ¢ definita dagli stati di momento angolare orbitale dei
nucleoni, Lj, che saranno esaminati pitt avanti sulla base del modello a strati del
nucleo (capitolo 777)

P(nucleo)

|’,:]:>

Lo stato di un nucleo ¢ indicato di sohto dal momento angolare totale, spin del
nucleo, e dalla parita con il simbolo

]P = Spl-nparita’
Nel seguito faremo 'ipotesi che la parita si conservi nelle interazioni nucleari, cioe che
la hamiltoniana di interazione nucleare sia invariante per trasformazione di parita.
Questa ipotesi e stata sempre confermata dai risultati sperimentali. La violazione
della simmetria per parita osservata nei decadimenti § dei nuclei non e dovuta
all’interazione nucleare ma all’interazione debole.

2.1.7 La scoperta del neutrone

Dopo la scoperta di Rutherford della trasformazione artificiale dei nuclei esposti a
particelle a, seguirono numerosi esperimenti per studiare questo fenomeno. Nel 1928
Bothe e Becker osservarono che nella reazione di particelle o, emesse dal Polonio
con energia di = 5.4 MeV, con nuclei di Berillio venivano prodotti Carbonio e una
radiazione non ionizzante, cioe neutra, molto penetrante

a + Be — C' + radiazione neutra penetrante

Nel 1930 I.Curie e F.Joliot osservarono che questa radiazione neutra, nell’attraversare
un assorbitore di materiale idrogenato emetteva protoni con energia cinetica fino a
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circa 5.3 MeV e interpretarono la radiazione neutra come fotoni che emettono pro-
toni per effetto Compton

sHe+ §Be — §£C+~ Y4+p—y+p

Nel 1931 Chadwick studio l'effetto della radiazione neutra su Idrogeno e altri nuclei
(Elio, Azoto, Ossigeno, ...) determinando la velocita di rinculo dei nuclei da misure
di percorso in una camera a ionizzazione. Chadwick osservo che

e per emettere un protone con energia cinetica fino a K, = 5.3 MeV, p, =

100 MeV /e, per effetto Compton, i fotoni emessi nella reazione devono avere
energia fino a £, = 50 MeV;

e questo valore di energia ¢ troppo elevato e non € compatibile con la conser-
vazione dell’energia nella reazione

E, = E,+M,+M(}Be)—M(§’C) = 5.4+3727.4+8392.8—12109.6 ~ 16 MeV

e la conservazione dell’energia e dell’'impulso ¢ invece assicurata se nella reazione
viene prodotta una particella neutra con massa approssimativamente uguale
alla massa del protone

sHe+ {Be — §C+n

Chadwick determino la massa del neutrone con una precisione del 10%. Misure piu
precise vennero fatte studiando altri processi di produzione di neutroni in reazione
di particelle a con nuclei.

Il nucleo di deuterio, I'isotopo 2 H dell’ldrogeno, & stato scoperto pochi mesi dopo
il neutrone ed ¢ stato interpretato come uno stato legato protone-neutrone. Nel 1934
Chadwick e Goldhaber ossevarono che la fotodisintegrazione del deutone

34 3H —ptn

non avviene con fotoni di energia E, = 1.8 MeV, ma ¢ prodotta da fotoni con
E, =26 MeV e determinarono la massa del neutrone

939.1 MeV/c* <m, < 939.9 MeV/c?
I valori attuali della massa e dell’energia di legame del deutone sono

m, = 938.27231 +0.00028 MeV/c?
m, = 939.56563 + 0.00028 MeV/c?
mg = 1875.61339 £ 0.00057 MeV/c?
BE; = 2.224589 £ 0.00002 MeV
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2.1.8 Proprieta elettromagnetiche dei nuclei

Le proprieta elettromagnetiche dei nuclei sono descritte dalla densita di carica,
p(7,t), e dalla densita di corrente, f(f’, t), nella regione di spazio di dimensione R,y
I nuclei sono soggetti all’azione dei campi elettrici e magnetici prodotti dalle cariche
e correnti degli elettroni atomici e di campi esterni prodotti in modo artificiale.
La densita di carica e di corrente nucleare hanno come asse simmetria la direzione
dello spin del nucleo, I 1 campo elettromagnetico prodotto dagli elettroni atomici
hanno come asse di simmetria la direzione del momento angolare totale atomico e
sono rappresentati dal 4-potenziale A = (ﬁ, V/e).

La densita di energia dell’interazione elettromagnetica del nucleo nel campo es-
terno e data dal prodotto scalare

—

U:Jnucl'Aext:pV_j'A

Per gli stati stazionari dei nuclei la 4-densita di corrente J(7,t) € indipendente dal
tempo. La densita di corrente, j(7), ha divergenza nulla e quindi si puo rappresentare
come il rotore di un vettore M (7) = densita di magnetizzazione

) Lo Lo
Eﬁ:o ~  V.j=0 = j=VA

I

Le frequenze tipiche del moto degli elettroni atomici, hwgiom =~ €V, sono molto
minori di quelle che caratterizzano il moto dei nucleoni, Aw,,q ~ MeV, e quindi
possiamo approssimare il potenziale elettromagnetico esterno come indipendente dal
tempo.

L’energia di interazione e 'integrale E = [U(7) dF esteso alla regione di spazio
R in cui p(7) # 0 e j(7) # 0. Il primo termine & I'energia elettrica

EE:/deF
R
L’energia magnetica ¢
EM:—/XﬁAMyEdﬂ:— V- (MAA)dF— [ M- (VA A) dF
R

il primo termine ¢ il flusso del vettore M A A attraverso una superficie S esterna al
nucleo dove M = 0 e quindi & nullo ([ V - (M A A) dF = [((M A A) -7 dS = 0).
Il secondo termine e l'integrale del prodotto della densita di magnetizzazione del
nucleo x il campo magnetico esterno.

L’energia di interazione elettromagnetica e

E:AMﬁWﬂM—LMW-W%W

Poiché le dimensioni R del nucleo sono molto minori di quelle del sistema atomico,
i campi elettromagnetici hanno piccole variazioni nella regione di integrazione e
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possiamo sviluppare in serie I'integrando attorno al punto » = 0
E = [y p(f) <V(0)+Zi [g] zi+ 1 zw [ax M} 25 + >dr

ZV(O/ dr+2[ ]/ (P dFF + = Zlaizaxjh/ p(P)aiz;di + . ..
0)- /R ]\ZI(F)dF— 8% / M (F)zidi— Z aizax] - /R M (P di+ ...

Lo stato stazionario di un nucleo, [Yn), € descrltto in termini delle coordinate e degli

impulsi dei singoli nucleoni. Gli integrali sono sulle coordinate spaziali 77,75, ...,74
’¢N> = |771,772,...,7?A>
Nel primo termine l'integrale ¢ la carica totale del nucleo
z Z Z
/ p(F) dr' = Z<F17 s 7FA|QI€|F17 s 7FA> = Z qk /|¢N|2d771 .- d’FA = Z qr = Ze
R k=1 k=1 k=1
Il secondo termine contiene il momento di dipolo elettrico del nucleo
- Z
d = /Rp(f’) Fdr=S (71, Al Tl )
k=1

Gli stati stazionari dei nuclei hanno parita definita con autovalore +1
P|ry,...,fa)=|—71,...,—Ta) = £|F,...,Ta)

e l'operatore d= gr si inverte per trasformazione di parita. Quindi il momento di
dipolo elettrico dei nuclei ¢ nullo per la simmetria per parita degli autostati nucleari

Z
i=Y qk/f’k |2 dFy ... dFy =0
k=1

Per gli stessi argomenti, sono nulli tutti i momenti elettrici di 2° — polo con ¢ dispari
e tutti i momenti magnetici di 2¢ — polo con ¢ pari. Quindi I'energia di interazione
diventa

E=E’+Ef+...+EY +E¥+

e il primo termine ¢ 1’energia elettrostatica del nucleo nel campo esterno

EY = Ze V(0)

e il secondo termine e I’energia di dipolo magnetico
Bl = — ji- B(0) i = (| Myw)

e il terzo termine ¢ I'energia di quadrupolo elettrico

62 Z
Z Qij [890 Ox]h Qij = kz::l (Unlar xixj|n)
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2.1.9 Interazione di dipolo magnetico

Il protone e il neutrone hanno spin //2 e momento magnetico

h
f=guy 3 uN:§;=:3w10$dﬁT

mp

uy € il magnetone nucleare e g ¢ il fattore giromagnetico. Il momento magnetico
nucleare ¢ prodotto dai momenti magnetici dei singoli nucleoni e dal moto orbitale
dei protoni ed e parallelo all’asse dello spin nucleare. Il fattore giromagnetico del
nucleo, gy, puo essere positivo o negativo

ﬁNZgIHNf

Misure del momento magnetico dei nuclei si effettuano con diversi metodi basati
sull’interazione del momento di dipolo con il campo magnetico atomico o con campi
magnetici artificiali.

Struttura iperfina degli spettri atomici

L’energia di interazione con il campo magnetico atomico
E, = — ji- B(0)

produce la struttura iperfina dei livelli atomici. Il campo magnetico atomico e
parallelo al momento angolare totale dell’atomo, J, e i vettori momento angolare
dell’atomo e del nucleo si sommano a formare il momento angolare totale del sistema

F=T+17T F=|I—-J,... . I+J—-11+J

La moltepllclta dei livelli ¢ il pitu piccolo tra i valori 27/+1 e 2J41. Se indichiamo con
B(0)=f JJ il campo magnetico nell’origine, l’energla di interazione € proporzionale
al prodotto scalare dei vettori momento angolare I-J

FP-DP—J FF+1)-II+1)—J(J+1)

F? =Py 4210 I[J= 5 = 5

e 'energia di interazione si esprime

F(F+1)—I(I+1)—J(J+1)
2

Ery=—gr f5 b~

Se I < J la molteplicita delle righe di struttura iperfina, 27 + 1, misura lo spin del
nucleo. Se invece [ > J, la struttura iperfina ¢ formata da 2J + 1 livelli e, se J e
noto, il valore di I si ottiene con la regola degli intervalli misurando le differenze di
energia AFE;;. In generale i livelli della struttura iperfine sono equispaziati

— —

AEr; = g1 fs UN ((—f J>F+1 - (—f J)F) = g7 frun F
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con AFEr; ~ 107% eV corrispondente a frequenze (0.1 +1) GHz.

Alcune irregolarita nella distribuzione dei livelli sono dovute all’energia di inter-
azione di quadrupolo elettrico del nucleo che & tipicamente ~ 10~8 eV corrispondente
a frequenze (1 +10) M Hz.

Per determinare il momento di dipolo magnetico del nucleo occorre conoscere
il campo magnetico B(0). II calcolo del valore di B(0) & piuttosto complesso e si
hanno buone approssimazioni nel caso di configurazioni semplici come quelle degli
atomi alcalini. Nello stato fondamentale il momento angolare orbitale atomico e
nullo e I'autofunzione ha valore non nullo nell’origine. Il campo magnetico ¢ dovuto
al momento magnetico dell’elettrone, i, = 2upS, che produce una densita di mag-
netizzazione a simmetria sferica M (r) = |¢h.(r)|?/Z.. Il campo magnetico nell’origine
vale

= 2 0 —
B(0) = ° [0 fi

Ad esempio, nel caso dell’atomo di idrogeno nello staton =1, £ =0

1 VA 3/2 B
vlr) = = () 2 Z—-1

si ha (con p, =47 1077 Hm™, a, = 0.53 107 m, ugp = 9.3 107 J/T)

2/1@ “B

Un metodo piu accurato per misurare i momenti magnetici nucleari e I’analisi della
struttura iperfina prodotta con un campo magnetico esterno. L’energia di inter-
azione ha tre contributi

e l'interazione del momento magnetico nucleare nel campo atomico;
e l'interazione del momento magnetico nucleare nel campo esterno;

e l'interazione dei momenti magnetici degli elettroni nel campo esterno;

E:_glfJMNf'j_ﬁI'éext+ﬁJ'§ext

Nel caso di campo esterno debole, Beyy < 1076 eV /up ~ 0.02 T, si ha effetto Zeeman
in cui F' € un buon numero quantico e ciascun livello della struttura iperfina si divide
in 2F + 1 livelli equispaziati

E=—g; fsun I-J+gr g Fo Bew

FF+1)+JJ+1)—-I(I+1) punv F(F+1)—JJ+1)+I(I+1)
2F(F 1 1) o 2F(F + 1)

dove il secondo termine e trascurabile.

gr = 4gJ
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Pitt interessante ¢ il caso di campo esterno forte (Bey > 0.02 T') in cui i momenti
magnetici interagiscono in modo indipendente col campo esterno (effetto Paschen-
Back)

E:_gf fJ UN fj—g[ UN Iz Bemt+gJ UB Jz Be:vt

In questo caso i 2J + 1 livelli elettronici si separano sensibilmente e ciascuno si
suddivide in 27 + 1 livelli equispaziati in modo da poter determinare sia il momento
angolare I che il momento magnetico gruy. Un esempio di questo metodo ¢ la
misura del momento magnetico del protone.

Metodo della risonanza magnetica con fasci atomici

Questo metodo, introdotto col famoso esperimento di Stern e Gerlach nel 1921, e
perfezionato da Rabi nel 1934, utilizza fasci atomici o molecolari. Una sorgente, a
temperatura 71', emette atomi o molecole con velocita distribuite secondo la funzione
di distribuzione di Maxwell e il fascio e collimato con fenditure disposte opportuna-
mente in due regioni in cui vi sono due campi magnetici non omogenei con gradienti
uguali e opposti (Fig.2.6). La forza che agisce sul momento di dipolo magnetico

Bo

rivelatore

;Q& *le \ """ ( '
0z 0z

Figure 2.6: Metodo dei fasci molecolari sviluppato da Stern e Rabi

oF 0B
E=—grunv I, B Fz:_izglﬂNIza

0z
separa il fascio in 21 4+ 1 componenti. Poiché 'effetto dovuto al momento magnetico
degli elettroni ¢ molto maggiore, conviene considerare il caso di atomi o molecole
con momento angolare totale J = 0 in cui la separazione del fascio e dovuta al
solo contributo del momento magnetico nucleare. Se il campo magnetico nelle due
regioni ¢ indipendente dal tempo, non induce transizioni tra i livelli di energia e gli
atomi emessi con velocita opportuna percorrono due traiettorie paraboliche e ven-
gono raccolti dal rivelatore. Se in una regione intermedia vi € un campo magnetico
uniforme e costante B, || Z i livelli di energia sono

Er = —gr pun I, B,

Se in questa regione ¢ anche presente un campo magnetico oscillante a frequenza w
con la componente B,,(w) normale alla direzione di B,, questo induce transizioni
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tra gli stati quando la frequenza corrisponde alla differenza di energia tra i livelli
hw* = AE[ == quNBO A[z A[z = :l:l,:l:Q, Ce

la traiettoria cambia nel secondo magnete e il fascio non e piu focalizzato sul rive-
latore. La condizione di assorbimento di risonanza si puo ottenere variando sia B,
che w. Il momento magnetico si determina dal rapporto gruy = hw*/B,.

Metodo della risonanza magnetica nucleare

Questo metodo sfrutta 1’assorbimento risonante di radiazione elettromagnetica in
campioni di materiali polarizzati. La magnetizzazione di un campione contenente n
nuclei per unita di volume a temperatura 7' ¢ data dalla funzione di Langevin

[ erBeost/ET co50 ) uB
NN ——
feuBco.SG/kT dQ) K 3kT

(M) =n p {cost) =n u

per uB < kT. A temperatura ambiente con B = 1 T si ha (cosf) < 1075, quindi
Ieffetto e molto piccolo.

La trattazione quantistica della risonanza della magnetizzazione nucleare in un
campione di materiale e stata fatta da Bloch che ha mostrato che

e il moto statistico dei singoli atomi con energia ~ k7" non diluisce 'effetto;

e i meccanismi di scambio di energia tra i momenti magnetici nucleari e gli
atomi del materiale ha tempi di rilassamento molto maggiori dell’inverso della
frequenza di risonanza in modo da preservare 1’eccesso di popolazione statistica
indotto dal campo magnetico esterno.

In queste condizioni I’assorbimento risonante di radiazione elettromagnetica € os-
servabile. Se indichiamo con Z il momento angolare nucleare per unita di volume
[J s m~3] p .
7 > o
M=~v1 T 4r Y om
I’equazione del moto in un campo magnetico costante e
dM  dZ S
dt
dove 7 e il tempo di rilassamento. Il metodo della risonanza magnetica nucleare
e stato sviluppato da Purcell e da Bloch nel 1946 (Fig.2.7). Si utilizza un campo
magnetico costante elevato, B,, per polarizzare il campione e un campo alternato
con componenti a frequenza angolare w nel piano normale B,,(w). Se ¢ soddisfatta
la condizione 7 > 1/vB,, il vettore magnetizzazione del campione segue nel piano
x —y il campo oscillante e alla frequenza di risonanza, w* = vB,, assorbe energia dal
campo B,,(w) cambiando la componente lungo I’asse z. La condizione di risonanza

e rivelata dalla corrente generata per induzione in una bobina avvolta attorno al
campione.
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Figure 2.7: Metodo della risonanza magnetica nucleare sviluppato da Bloch e Purcell

2.1.10 Interazione di quadrupolo elettrico

Se consideriamo un sistema atomico con distribuzione di carica a simmetria assiale
attorno alla direzione del mometo angolare J || 2, con densita di carica nell’origine
in media nulla (p.(0)) = 0, 'equazione del potenziale nella regione occupata dal
nucleo, V2V = 0, implica una relazione di simmetria nel piano x — y

GOV, v _ev 1w
~ Ox? 0x?  O0y2 2 022

)

e 'energia di interazione di quadrupolo elettrico si esprime

0?V 0V
Bo=5 ¥ towlmasion) (53] = ol (<o =+ 22 o) ()

ij

o*V
EQ:ZQ<622>O Q = (¥n] 32 —r? JYy)

dove x, 9, z sono le coordinate nel sistema di riferimento dell’atomo. Se il nucleo ha
momento angolare I = 0, ha cioe simmetria sferica, il momento di quadrupolo @) e
nullo. Se I # 0, l'asse 2’ || I & un asse di simmetria cilindrica del nucleo. Nuclei
con momento di quadrupolo ¢ > 0 hanno distribuzione di carica allungata (prolata)
nella direzione di f, nuclei con () < 0 hanno distribuzione di carica schiacciata
(oblata) (Fig.2.8). Il momento di quadrupolo nel riferimento del nucleo si ottiene

Q=(37%-1?)

Figure 2.8: Momento di quadrupolo elettrico

con una rotazione nel piano z — 2z’

2 = zcosf + xsinf ¥’ = —zsinf + xcos b y =y
Il valor medio (¢y| 322 — r"? |1x') nel riferimento del nucleo &

(327 — 1) = (3(z*cos® O + 2zzsinfcos O + x?sin? ) —r? ) =
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= (32%cos? 0+ 32%sin’ — 2* —y® — 2% ) = ( (3cos®’ O — 1) (2* —2?) ) =
(3cos?0 — 1)

:f<222—x2—y2>:]32(0089) (322 —1r?)

Quindi il momento di quadrupolo elettrico nucleare e

Qn = (¥n| 327 — 12 |Yn) = Py(cos ) (n| 322 —r? [ihy)
Il polinomio di Legendre P(cos®) dipende dalla proiezione dello spin nucleare
12
M+1)

312 — I(I+1)
20(1 + 1)

cos? 0 = Py(cos ) =

e quindi
e un nucleo con spin I = 1/2, I, = £1/2, ha momento di quadrupolo nullo

32—-1(I+1)=0

e inuclei con I > 1 hanno 27 4 1 stati di energia nel campo elettrico atomico,
gli stati con lo stesso valore |I,| sono degeneri con molteplicita m = 2

e ad esempio, un nucleo con I = 1 ha due stati di energia

I.,=0 Py(cosf) = —1/2 m=1
I,=+1 Py(cosf) = +1/4 m=2
e anche un nucleo con I = 3/2 ha due stati di energia
I.=+1/2 Py(cosf) = —2/5 m =2
I, =43/2 Py(cosl) = +2/5 m =2

L’energia di interazione di quadrupolo elettrico si misura analizzando i livelli della
struttura iperfine. Il momento di quadrupolo elettrico si puo determinare se si
conosce il potenziale atomico e si sa calcolare il fattore (92V/02?).

L’unita di misura del momento di quadrupolo elettrico ¢ e x b (b = 1072* em?).
Poiché i nuclei hanno estensione spaziale Ry, ~ 107! ¢m, i valori tipici del mo-
mento di quadrupolo elettrico sono Q/e ~ 1072 b.

2.1.11 Momento magnetico del nucleone

Il fattore giromagnetico dell’elettrone ¢ noto con grande precisione. L’equazione di
Dirac prevede g = 2 per un fermione di spin 1/2. L’elettrodinamica quantistica
prevede una piccola differenza dal valore g = 2 dovuta al contributo delle correzioni
radiative. La anomalia (a = 9772), e calcolata come sviluppo in serie di potenze della
costante di struttura fine

_ge_2
2

Qe

2 3
— 0.5 2 _0.32848 (O‘) +1.19 (O‘> ¥
T T

™
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Gli esperimenti misurano direttamente il fattore a., il risultato e

e = 22— 2 (1159 652.4 4 0.2) 107°

Il protone e il neutrone sono particelle con struttura e il fattore giromagnetico e
notevolmente diverso dal valore previsto per un fermione di spin 1/2 puntiforme.
Il modello delle interazioni nucleari, la cromodinamica quantistica, non ¢ in grado
di fare previsioni a bassa energia, ma gli esperimenti hanno raggiunto una notevole
precisione nella misura dei momenti magnetici dei nucleoni.

I1 momento magnetico del protone e stato determinato misurando la frequenza
delle transizioni tra i livelli della struttura iperfine dell’atomo di idrogeno in campo
magnetico elevato (effetto Paschen-Back). In assenza di campo magnetico lo stato
fondamentale, 15, /5, ¢ diviso in due livelli

Ery=—gpfopn I [=J=1/2 F=0,1
stato di singoletto F=0 I[-J=-3/4
stato di tripletto F=1 I-J=+1/4

—

La differenza di energia ¢ AE = g, f;un. Un campo magnetico esterno, B, rimuove
la degenerazione e si hanno quattro livelli (Fig.2.9).

E &
E3

+AE/4

BAE/4
\ 5

=

Figure 2.9: Struttura iperfina dell’atomo di idrogeno

EIJ:_gpr,uN f'j_gpMN f'§+geﬂB jé

con valori di energia

[z Jz EIJ
+1/2 —1/2 FE,=(-3/4) AE—R ju. B—p. B
—-1/2 -1/2 Ey=(+1/4) AE+ R py. B—p. B
+1/2 +1/2 E;=(+1/4) AE— R u. B+ p. B
—1/2 +1/2 Ey=(+1/4) AE4+ R p. B+ pe B

dove R = p,/pe < 1. Le frequenze delle transizioni tra i livelli dipendono sia da
i che da p. e 'ottima precisione con cui ¢ noto p. permette una misura precisa di
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it senza dover fare affidamento su una determinazione molto accurata del campo
magnetico esterno. La misura delle frequenze fornisce

E,— By = 2R u.B
E3 — E2 = 2(1 — R) NeB
E2 — E1 = AF + 2R /LeB

da cui si ottengono i valori di AE, R = pu,/t., e del campo magnetico B. La
precisione del valore del momento magnetico, p,, dipende solo dalla precisione di
misura delle frequenze e del valore del momento magnetico dell’elettrone .

fp = +2.7928456 = 0.0000011 pun

Il momento magnetico del neutrone e stato determinato misurando, nelle stesse con-
dizioni sperimentali, la frequenza di assorbimento di risonanza di neutroni e protoni
polarizzati. 1 neutroni sono prodotti da un reattore nucleare e vengono polarizzati
attraversando uno spessore di ferro magnetizzato. L’esperimento misura il rapporto
n/ by Per culi le precisioni con cui sono noti i momenti magnetici di protone e neu-
trone sono confrontabili. Il momento magnetico del neutrone e negativo, cioe diretto
in verso opposto allo spin

tn, = —1.91304184 £ 0.00000088 1

I1 momento magnetico del deutone e stato misurato con il metodo della risonanza
magnetica con un fascio di molecole di deuterio D,. La simmetria degli stati della
molecola biatomica e la molteplicita dei livelli in un campo magnetico esterno in-
dicano che il deutone ha spin I = 1. La misura del momento magnetico fornisce il
valore

tqa = +0.8574376 £ 0.0000004 f1n

che ¢ approssimativamente uguale alla somma dei momenti magnetici di protone e
neutrone.

I momento di quadrupolo elettrico del deutone ¢ stato determinato dal confronto
degli spettri di struttura iperfina della molecola di deuterio, Ds, e di idrogeno, H,
tenendo conto che il protone non ha momento di quadrupolo elettrico

Q4 = +0.00288 £ 0.00002 b

Nella tabella che segue sono riportati i momenti di dipolo magnetico e di quadrupolo
elettrico di alcuni nuclei leggeri.
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nucleo  I”  pulun]  Q/e [barn]
n 127 -1913
b 1/2F 42793
*H 17 4+0.857  + 0.00288
1/2+  + 2.979
SHe  1/2+ - 2.127
6L 1T +0.822  + 0.00064
"Li 3/27 + 3.256 - 0.0366
"Be  3/2~ -1.177  +0.02
10 B 3t + 1.800 + 0.085
11 up 3/27 + 2.688 + 0.036
13 BC 127 +0.702
14 “UN 17 +0.404 + 0.02
15 BN 1/27 -0.283
17 70 5/2t  -1.893 - 0.026

O O W WN R
=

O 1 I O ULUU i W W~ = OIN

2.2 Modelli del nucleo

2.2.1 Modello a gas di Fermi

Il modello di Fermi e un modello statistico a particelle indipendenti basato sulle
seguenti ipotesi

e il nucleo ¢ costituito di fermioni di spin 1/2: Z protoni e A — Z neutroni;

e il singolo nucleone e soggetto all’azione di tutti gli altri rappresentata da una
buca di potenziale U(r) a simmetria sferica che si estende in una regione di
dimensione R = R,A/3;

e il gas di nucleoni e degenere, cioe ’energia cinetica € molto maggiore dell’energia
dell’ambiente &7 di modo che i nucleoni sono nello stato di energia piu bassa
accessibile per il principio di esclusione di Pauli.

Sulla base di queste semplici ipotesi, il modello di Fermi fornisce indicazioni sulla
densita degli stati (Fig.2.10) e sull’energia cinetica dei nucleoni per i nuclei con A
sufficientemente grande da poter utilizzare criteri statistici (A > 12). Il numero di

BE/A

dn/dE

Figure 2.10: Livelli di energia nel modello a gas di Fermi
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stati di un fermione di spin 1/2 ¢ d°n = 2 dr dp/(27h)3. Integrando in un volume
V = (47/3)R3 A e sulle direzioni di §'si ha

A7V 4 /RN
d://d6 _9 2d=(°)A2d
"L 87r3h3p P=3:\h pap

La densita degli stati & dn/dp o p?, dn/dE oc EY/2. 1l valore massimo dell'impulso,
impulso di Fermi, ¢ definito dal numero di nucleoni

4 (R,\? 4 (R,\?
= —(=2) Ap>=Z / n:(O)A3:A—Z
/dnp 97r(h) Pp dn =g\ %) AP
o By e 22y o () (A=
Pe=\g%) &\ 4 e=\%) R, A

dove [2Z/A]'/3 e [2(A—Z)/A]'/3 sono = 1 e lentamente variabili (Fig.??). Se fissiamo
R, = 1.25 fm, per i nuclei leggeri con Z = A/2 si ha p, = p, ~ 240 MeV/c.
L’energia cinetica corrispondente e chiamata energia di Fermi, Er ~ 30 MeV.
Qui e nel seguito usiamo ’approssimazione non relativistica che e sufficientemente
accurata. Per i nuclei pesanti I’energia di Fermi dei neutroni ¢ leggermente maggiore
di quella dei protoni; ad esempio, per 'uranio (Z = 92, A = 238) si ha Ep, =
28 MeV, Er, = 32 MeV. La profondita della buca di potenziale e pari alla somma
dell’energia di Fermi e dell’energia di legame per nucleone

U=Er+BE/A BE/A ~ 8 MeV/nucleone U= (35+40) MeV

Per i protoni, la buca di potenziale ¢ deformata dall’energia elettrostatica che pro-
duce una barriera di potenziale di altezza

B Ze? _ath
"~ dwe, R R, A3

U(R) ~12 MeV ZA™Y3

e che ha andamento ~ 1/r per r > R.
L’energia cinetica media per nucleone ¢

_4<R0>3 v, N Py o\
S 3r\h 10m, 10m, )

L (Ry L0y (ke ’ (22)5/3 L (2Aa-2)\"
37 \hc/ 10me? \ 8 R, A A
approssimando m, = m,. I nuclei leggeri hanno 27 ~ A mentre i nuclei pesanti

hanno un leggero eccesso di neutroni. Ponendo 2Z/A=1—2,2(A—-2)/A=1+=z
e sviluppando in serie nella variabile x

5 5 5 5 5 /A —27\2
1—2)P 4 (142)? =1+ S 2?4 41+t 2? . =21 ( >
(1=2)*"4(1+x) 3 ot et Albgatgat +3 " +
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2= (5)" (5) e 5 (5]

Per effetto del principio di Pauli I’energia cinetica media ¢ minima per i nuclei con
ugual numero di protoni e neutroni

A=27 (E.) ~ 20 MeV (p) =200 MeV/c

e aumenta leggermente per i nuclei con A grande: per 238U il fattore correttivo &

solo il 3%.

2.2.2 Modello a goccia di liquido

Il modello a goccia ¢ un modello collettivo del nucleo che rappresenta con pochi
parametri 'energia di legame in analogia con I’energia di una goccia di liquido. Il
modello si basa sulle seguenti ipotesi

e |'energia di interazione tra due nucleoni ¢ indipendente dal tipo e numero di
nucleoni;

e l'interazione e attrattiva e a breve raggio d’azione, R;,; (come nel caso delle
gocce di liquido in cui le molecole hanno interazioni dipolo-dipolo);

e l'interazione ¢ repulsiva a distanze r < R;,;;
e l'energia di legame del nucleo e proporzionale al numero di nucleoni.

Queste ipotesi implicano che le forze nucleari siano saturate, cioé che ciascun nu-
cleone sia fortemente legato solo a pochi nucleoni. Infatti se indichiamo con (U)
I’'energia di interazione tra due nucleoni, ’energia di legame del nucleo non ¢ data
dalla somma su tutte le coppie di nucleoni, (U) A(A —1)/2 o< A% ma ¢ la somma
sulle coppie di nucleoni vicini contenuti entro un volume di interazione V,;

A
BE= Z U= Vnucl

r<Rint

(U) x A

e questa relazione e soddisfatta se Vi,: < Viucteo € € Viucleo X A.
Il modello a goccia parte dall’ipotesi che ’energia di legame del nucleo sia essen-
zialmente energia potenziale di volume

BE =by A+ ...
L’energia di legame e diminuita per un effetto di superficie poiché i nucleoni sulla

superficie del nucleo hanno un minor numero di nuclei vicini e sono meno legati. La
supeficie del volume nucleare & proporzionale a A%?, quindi

BE =by A—b A>3+ ...
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La repulsione coulombiana tra i protoni contribuisce a ridurre 1’energia di legame.
Le misure dei fattori di forma elettromagnetici mostrano che i nuclei hanno dis-
tribuzione di carica approssimativamente uniforme. L’energia elettrostatica di una
sfera uniformemente carica, p(r) = 3Ze/4rR® per r < R, ¢

R Ze (r\?® 3Ze 3 (Ze)?
drr?dr = () drr?dr = 2
/0 VI(r) plr) dmrdr o 4me, r \R/) 4mR? T 5 4me, R
Quindi
Z2
BE =by A=by A —by ot

L’energia di legame ¢ ulteriormente ridotta del contributo dell’energia cinetica
dei nucleoni. Possiamo utilizzare la stima basata sul modello a gas di Fermi che tiene
conto degli effetti della statistica dei fermioni e del principio di esclusione di Pauli
che favorisce le configurazioni nucleari con numero uguale di protoni e neutroni.
L’energia cinetica totale e

5 (A—27)?

Il primo termine, proporzionale a A, si aggiunge al termine di energia di volume e
quindi dobbiamo aggiungere il secondo termine

7Z? (A—22)?
_ 2/3
BE =by A=by A** —by —m = by =
Se consideriamo i nuclei isobari (A = costante), notiamo che la dipendenza

dell’energia di legame da Z € una parabola
BE = (by — bs) A —by AY3 +4bs Z — (by A™Y3 4 4bsA™Y) 22

e questo e ben verificato dai dati sperimentali, ma vi ¢ una differenza sistematica tra
le configurazioni con numero di protoni e neutroni pari o dispari. Quindi si introduce
nella formula un termine correttivo, by /Al/ 2 per tener conto di questo effetto

A VA N=A-7
pari pari pari by = +12 MeV  piu stabili
dispari by= 0 intermedi
part  dispari dispari by = —12 MeV meno stabili

Il risultato ¢ la formula delle masse di Bethe e Weizsicker (Fig.2.11) che esprime
la massa del nucleo in funzione di A e Z e alcuni parametri

M(A,Z) = Zmy, + (A — Z)m, — BE =

Z? (A—22)? by
AL/3 + b A + AL/2

=Zmy,+ (A—Z)m, —by A+b; AY? b,
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Figure 2.11: Contributi all’energia di legame in funzione di A

Il valore dei parametri b, si ottiene dai dati sperimentali

bo b1 bg b3 b4
15.6 17.2 0.70 23.3 +12 oppure 0 MeV

La formula di Bethe-Weizsécker e utile per definire alcuni criteri di stabilita dei nu-
clei. Ad esempio, la relazione tra A e Z per i nuclei stabili si ottiene richiedendo che
I'energia, M (A, Z)c?, sia minima. Introducendo la differenza di massa tra neutrone
e protone, Am = m,, —m, = 1.293 MeV/c?

M = (mn — b() —|— bg)A —I— b1A2/3 —I— b4A_1/2 — (Am + 4b3)Z + (bQA_1/3 —I— 4b3A_1)22

M
ZZ = —(Am +4bs) + 2 (b, A7V +4bsA7Y) Z =0
A 1+ Am/dby 1.014

T2 1+ (bo/4by)A23 T 1+ 0.0076 A2/3

2.2.3 I nuclei speculari

Sono chiamati speculari le coppie di nuclei con lo stesso valore di A in cui il numero
di protoni, Z, e il numero di neutroni, N = A— Z, sono scambiati. I nuclei speculari
sono caratterizzati da

A = dispari Z:E N:E
2 2
Le energie di legame dei nuclei speculari differiscono solo per il termine di energia
coulombiana. Infatti il termine b4 € nullo per i nuclei con A = dispari, il termine di
Pauli ¢ lo stesso per i nuclei speculari e gli altri termini dipendono solo da A. Quindi
il confronto tra le energie di legame dei nuclei isobari speculari fornisce importanti
informazioni

e per verificare che I'energia di interazione nucleare ¢ indipendente dalla carica
elettrica;
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Figure 2.12: Differenza di energia di legame di coppie di nuclei speculari

e per determinare i parametri della distribuzione di carica del nucleo.
L’energia di interazione coulombiana dei protoni nel nucleo ¢

3 Z? ahc 72
5 R "R
La differenza di energia di legame dei nuclei speculari & (Fig.2.12)

(A+1)2 (A-1)?] & K K
— — =A== A3
4 4 R R R,

U

Kk~ 0.86 MeV fm

ABE =

La tabella mostra ’energia di legame di alcuni nuclei speculari

A Z N nucleo BE (MeV) ABE (MeV)

3 1 2 3H 8.482 0.764
3 2 1 3He 7.718
13 6 7 BC 97.109 3.003
13 7 6 BN 94.106
21 10 11 2'Ne 167.406 4.319
21 11 10 2?'Na 163.087
37 18 19 37Ar 315.510 6.923

37 19 18 3K 308.587

L’analisi di questi dati mostra che

e i nuclei con N — Z = +1 hanno energia di legame sistematicamente maggiore
dei nuclei con N — Z = —1;

o la differenza di energia di legame, ABE, dipende linearmente da A?%/3;

e la dipendenza da A del raggio nucleare &: R ~ 1.25 AY? fm, in accordo con
le altre misure riportate nel capitolo 777.
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2.2.4 1l modello a strati

Il modello a strati del nucleo e un modello a particelle indipendenti costruito in
analogia con quello atomico. Il modello atomico di Bohr-Sommerfeld-Dirac fondato
su

e potenziale coulombiano a simmetria radiale (Rpuceo < Ratomo);
e centro del potenziale ben definito (Mucieo > Meiettroni);

e leggi di quantizzazione del momento angolare;

e principio di Pauli;

riproduce con successo la fenomenologia degli atomi: i livelli energetici, la tavola
periodica degli elementi, la valenza, . .. Gli autostati sono definiti dai numeri quantici
In, £,m, s)

n=123,... (=0,....n—1 m=—{,.... 0—1/ s=41/2
e il numero di stati, definisce le proprieta atomiche. Il numero di stati, cioe di

elettroni, per strato e
n—1

Zy = 2(20+1)=2n
=0

In particolare gli elementi nobili, Z = 2, 10, 18, 36,..., sono caratterizzati da
momento angolare totale J = 0, energia di legame elevata, bassa reattivita.

Nel caso dei nuclei si osservano delle configurazioni particolarmente stabili quando
il numero di protoni, Z, oppure il numero di neutroni, N = A — Z, & uguale a

2 8 20 28 50 82 126
detti numeri magici. I nuclei con numeri magici hanno particolari caratteristiche
e esistono molti nuclei isobari;

e hanno spin / = 0, momento di dipolo magnetico e di quadrupolo elettrico
nulli;

e hanno energia di legame grande;
e hanno una piccola sezione d’urto nucleare.
Le ultime due proprieta sono accentuate nei nuclei doppiamente magici quali
He 10 Bog . 2py

Si e quindi cercato di impostare un modello del nucleo basato sulla soluzione di
un’equazione del moto e che fosse in grado di riprodurre i numeri magici. La
soluzione presenta una serie di difficolta perché
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e la forma del potenziale nucleare non ¢ nota;

e se si assume un potenziale a simmetria radiale, il centro di simmetria non e
ben definito poiché tutt: i nucleoni sono sorgente del campo nucleare;

e inucleoni occupano in modo continuo il nucleo e non e ovvio estendere a questa
configurazione il concetto di orbitale del modello atomico.

La terza difficolta e in parte ridotta dal principio di Pauli e dal successo del modello
a gas di Fermi nel definire I’energia cinetica dei nucleoni: se il gas di nucleoni
e fortemente degenere, ciascun nucleone e in uno stato quantico e non viene in
collisione con un altro nucleone se non con un meccanismo di scambio. Questo
induce a impostare un’equazione del moto per il singolo nucleone cioe un modello a
particelle indipendenti.

Se si vuole risolvere un’equazione agli autovalori in modo analitico, la scelta del
potenziale si riduce a pochi esempi: il potenziale coulombiano, la buca di poten-
ziale infinita, il potenziale armonico, ...Il primo non e sicuramente adatto perché
I'interazione nucleare ¢ a breve raggio d’azione e perché non puo riprodurre la sat-
urazione delle forze nucleari. Il secondo non & molto realistico perché non puo
riprodurre ’energia cinetica e potenziale dei nucleoni. Il potenziale armonico puo
costituire un buon punto di partenza per descrivere uno stato vicino all’equilibrio.

Gli autostati di una particella di massa m in un potenziale armonico a simmetria
sferica, (r,0,¢) = Ry (r)Yim(0,¢) si ottengono risolvendo 1'equazione del moto
radiale con uy(r) = r Ry (r)

—Qh; CZZ—FU(T) —l—w u(r) = E u(r)
Il potenziale armonico
U(r):;kTQZ;k(x2+y2+22) w(%::;
ha autofunzioni che dipendono solo dal numero quantico radiale
U (1) = vn(r) e/ ko? = hw
e autovalori
En:(n+2>hwo n=ng+n,+n,=2(r—1)+/

Il numero quantico principale n assume i valori interi, 'autovalore del momento
angolare, ¢, ha la stessa parita di n

n=20,1 2,... l=...,n—2n
e ciascun autostato ¢ ha grado di degenerazione 2(2¢ + 1)

m=—4,.... 0—1/ s==+1/2
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Il numero di protoni o di neutroni per strato e
Z oppure N = (n+1)(n+2)

In analogia col modello atomico possiamo definire gli orbitali caratterizzati dai nu-
meri quantici v e £. Il primo autostato, n = 0, si puo realizzare in una sola com-
binazione: n, = n, = n, = 0. Il secondo autostato si puo realizzare con le tre
combinazioni [1,0,0] + permutazioni. Il terzo autostato si puo realizzare con sei
combinazioni [2,0,0] + permutazioni e [0,1,1] + permutazioni, e cosi via

n v ( stato 2(20+1) Z (N) energia
0 1 0 1s 2 2 3h/2
1 1 1 1p 6 8 5h/2
2 1 2 U 10 18
2 0 2s 2 20 Th/2
3 1 3 1f 14 34
2 1 2p 6 40 9h /2
4 1 4 1g 18 58
2 2 2 10 68
3 0 3s 2 70 11h/2
5 1 5 1h 22 92
2 3 2f 14 106
3 1 3p 6 112 13h/2
6
e il potenziale armonico ¢ caratterizzato da (energia cinetica) = (energia potenziale)
(I’energia totale non dipende dallo stato di momento angolare)
2 2
haoy = P BT g A1 apev
2m 2
e ¢li autostati dipendono solo dal numero quantico principale e hanno degener-
azione (n + 1)(n + 2);
e i livelli di energia F,, sono equispaziati con AF = hiw,;
e il potenziale armonico produce la sequenza di strati chiusi con

dn+1)(n+2)=2 8 20 40 70 112...
quindi e in grado i riprodurre solo i primi tre numeri magici.

Si puo risolvere numericamente 1’equazione del moto con il potenziale Woods-Saxon

(Fig.2.13)
Us

Vws(r) = =1 omm
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che riproduce meglio del potenziale armonico la distribuzione radiale della densita di
nucleoni. Questa forma del potenziale ha una diversa dipendenza dalla distanza r e
rimuove la degenerazione degli stati con diverso momento angolare orbitale. Gli stati
con ¢ grande risultano maggiormente legati degli stati corrispondenti dell’oscillatore
armonico: a parita di numero quantico principale si ha

Eg+1<Eg<Eg_1

La differenza di energia e pero piccola, AE; < hw,, e quindi il potenziale Woods-
Saxon non cambia sostanzialmente la sequenza dei numeri di occupazione degli
strati.

W oods-Saxon
----- harmonic oscillator

Figure 2.13: Potenziale dell’oscillatore armonico e Woods-Saxon

Un importante progresso e stato fatto con 'introduzione di un termine di inter-

azione spin-orbita .
U(T) = Uws(r) + ULS'(T) (-5

L’aggiunta di questo termine e suggerita dall’osservazione che l'interazione tra nucle-
oni ha una forte dipendenza dallo stato di spin. A differenza dall’analoga interazione
atomica, il termine spin-orbita nei nuclei non ha origine dall’interazione del momento
di dipolo magnetico col campo prodotto dal moto delle cariche. Questa infatti pro-
duce spostamento dei livelli, AE = —[i - E, molto minori di quelli osservati. Per
effetto dell’interazione spin-orbita il mometo angolare orbitale e lo spin si combinano
a formare il momento angolare totale j = (+5 eilivelli di energia si modificano

Enj=Ew+ (n,{,m,s| Us(r) . S |n, €,m,s)

L’operatore [ - § ha autovalori [j(j + 1) — £(¢ + 1) — s(s + 1)]/2 e quindi i livelli di
energia sono

j=0+1)2 En; = Ene+ (Urs(r)) €/2
=(—1/2 En;=Eu— (Us(r)) ((+1)/2

L’analisi dei livelli dei nuclei mostra che lo stato con j = ¢ + 1/2 & maggiormente
legato di quello con j = ¢ — 1/2 (nel caso atomico si ha I'opposto perché elettrone
e nucleo hanno carica elettrica opposta, mentre protone e neutrone hanno la stessa
carica nucleare)

20+1

E,(j=0+1/2) < E,(j=¢-1/2) AE,, = (Ups(r)) —
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con (Ups(r)) ~ —20 A=%/3 MeV. Tenendo conto di questo valore, I’accoppiamento

spin-orbita riproduce la struttura con strati completi corrispondenti ai numeri magici
(Fig.2.14).

harmonic Woods-Saxon spin-orbit
potential potential coupling

1i 2g 3d 4s ——168—

1i lisn 14 126
im—— 3pin 2 112
h2f3p —M2— 3, ... — 3pe 4 10
R —— } 77 6 106
2f 2f1n & 100
Thon 10 92
1h .
lhuz 12 82
1g2d3s ——70 3 et R S
2d =zl 2ds2 6 64
g 1g72 8 58
;g9/2 1(2) 28
— 2pin
2 —d0— », _  ii——— I & 38
H o 2p3n 4 32
----- —  1fin 8 28
— 1d3n2 4 20
1d 2s 20 2s — e 2s1/2 2 16
d= e —_— 1ds2 6 14
1p —_— e —_— lpi2 2 8
lp ——=:2100 . —_ pe 4 6
Is 2 1§ ——— Isi2 2 2
X 2@ +1) 2+1 X 2j+1

Figure 2.14: Livelli di energia nel modello a strati a particelle indipendenti

Il modello a strati a particelle indipendenti, Independent Particle Shell Model,
puo fare previsioni sullo spin, parita, momento di dipolo magnetico e di quadrupolo
elettrico dei nuclei. Data la semplicita del modello, queste previsioni non sono molto
accurate, ma costituiscono una utile base per esaminare la fenomenologia dei nuclei
e impostare estensioni del modello per tener conto delle differenze osservate. Nel
modello I PSM il nucleo e rappresentato dagli stati occupati

()" (ve;)"

dove p e n sono i numeri di protoni e di neutroni nello stato e hanno valore massimo
pari alla molteplicita 25 + 1. Le principali conclusioni sono

e il momento angolare totale di uno strato pieno ¢ nullo;

e due protoni o due neutroni nello stesso stato tendono ad avere momento an-
golare totale nullo;
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e lo spin dei nuclei Z = pari, N = pari, ¢ nullo;

e lo spin dei nuclei con A = dispari ¢ uguale al momento angolare totale del
nucleone non accoppiato;

e la parita del nucleo & uguale al prodotto delle parita dei singoli nucleoni (pos-
itiva per convenzione) per la parita orbitale

P=T[(-1"*

k=1
e la parita dei nuclei pari — pari € +1;
e la parita dei nuclei con A = dispari ¢ la parita del nucleone non accoppiato;

e i nuclei dispari — dispari hanno un protone e un neutrone non accoppiati, il
momento angolare totale j = j, + j, ha autovalore |j, — j,| < j < j, + Jjn € il
modello non fa previsioni definite;

e se protone e neutrone sono nello stesso stato ¢ la parita del nucleo e +1;

e se protone e neutrone hanno ¢, = ¢,, + 1 la parita del nucleo ¢ —1.

2.2.5 Momenti magnetici dei nuclei

—

I momento magnetico del nucleo ¢ definito dalla direzione dello spin, ji =g uy I, e
ha autovalore pari al valore massimo della proiezione lungo 1’asse dello spin nucleare,
w=gpy IT"** = g uy I. Tenendo conto che lo spin e definito dal momento angolare
dei nucleoni non accoppiati possiamo fare le ipotesi

e il momento magnetico dei nuclei pari — par: ¢ nullo;

e il momento magnetico dei nuclei con A = dispar: ¢ definito dallo stato del
nucleone non accoppiato.

Il momento magnetico di un nucleone ¢ la somma vettoriale del momento magnetico
originato dal moto orbitale (se ¢ un protone) e dallo spin

fi=gunj=(gl+gs5) puy

-, -,

Se esprimiamo i prodotti scalari (Z -7) e (§-7) con gli autovalori, il fattore giromag-
netico del nucleo ¢
JU+L) +Ll+1)—s(s+1) Ly JU+1) —L(l+1)+s(s+1)

2j(j +1) ) 2j(j +1)

= G

g:gg+gs+gg—gs ((0+1)—3/4
2 2 j(]—i—l)
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Quindi possiamo calcolare il momento magnetico, i = g uy j, nello stato j = £+1/2

j=t+1/2 L g
KN 2
, Iz .3 gs] J
i PP R
j / . ity)e =5

e se il nucleone non accoppiato & un protone, g, = +1, gs/2 = +2.79,

, 1 . . % . J
j=L0+1/2 — =75+4+229 j=0—1/2 —=(j—-129) —
/ HN / KN ( ) J+1
e se il nucleone non accoppiato ¢ un neutrone, gp = 0, gs/2 = —1.91,
: p , Iz J
=0(+1/2 =—-1.91 j=0—-1/2 — =4+191 —
/ KN / KN J+1

Questa previsione del modello, sviluppata da Schmidt nel 1937, identifica per pro-
tone e neutrone due linee in funzione dello spin nucleare, I, dette linee di Schmidt, su
cui si dovrebbero allineare i valori dei momenti magnetici dei nuclei con A = dispari.
In effetti i valori sperimentali dei momenti magnetici sono, in valore assoluto, piu
piccoli della previsione del modello e, pur con alcune fluttuazioni, sono raggruppati
lungo linee che sono all’interno dei limiti definiti dalle linee di Schmidt.

Il fattore giromagnetico del protone e del neutrone gs # 2 e generato dall’interazione
nucleare ed e quindi plausibile supporre che, quando sono in interazione con molti
altri nucleoni, protone e neutrone non abbiamo necessariamente lo stesso fattore
giromagnetico del nucleone libero. Se facciamo questa ipotesi, i valori sperimentali
si accordano meglio con il modello se g, ~ 0.6 glitere.

I valori dei momenti magnetici dei nuclei con A piccolo sono in discreto accordo
con la previsione del modello a strati IPSM

173



nucleo protoni neutroni Ir wo [Nl valore
sperimentale
’H 1s1/2 1s1/2 0t 17 +0.88 +0.857 (1)
3H 181/2 (181/2)2 1/2+ +279 +2979
SHe  (1s1)2 sy 1/2+ ~1.91 ~2.127
4H6 (181/2)2 (181/2)2 0Jr 0
)
6L 1p3 /o 1p3 /2 0t 1t 27 3% +0.88 +0.822 (3)
TLi 1p3 /2 (1ps3/2)? 3/2- +3.79 +3.256
®Be (4)
gBG (1])3/2)2 (1])3/2)3 3/2_ —-1.91 —1.177
1O.B (1]?3/2)3 (1])3/2)3 0+ 1+ 2+ 3+ +1.88 +1.801 (5)
B (Ipsje)®  (1ps)? 3/2” +3.79 +2.688
UG (Ips)t (1ps)? 3/2 —1.91 —1.030
20 (Ipspp) (Ipsye)® 0" 0
BC 1p1/2 172 10.64 10.702
BN 1p1 /2 1/2- —0.26 —0.322
14N 1p1/2 ].pl/g 0+ ].+ +038 +0404 (6)
BN Apys (Ipig) 1/2- ~0.26 ~0.283
B0 (Ipp)?  lpys 1/2- 10.64 10.719
Y0 (Ipia)®  (Ipiy) 0+ 0
170 1ds 2 5/2F —1.91 —1.893
g 1ds /s 5/2% +4.79 +4.722

1) il valore sperimentale ¢ I = 1

2) non esistono nuclei stabili con A =5
3) il valore sperimentale ¢ [ =1

4) in nucleo §Be non ¢ stabile
5) il valore sperimentale ¢ [ = 3
6) il valore sperimentale ¢ [ =1

2.3 Proprieta delle forze nucleari

2.3.1 L’isospin

I dati sperimentali sull’energia di legame dei nuclei dimostrano che, se si tiene conto
dell’energia elettrostatica dei protoni, I'interazione nucleone-nucleone ¢ indipendente
dalla carica elettrica. Le stesse conclusioni si ottengono considerando i livelli di en-
ergia dei nuclei isobari che, se si trascurano gli effetti dovuti all’interazione elettro-

magnetica, risultano simili.
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Se assumiamo che le interazioni nucleari p—p, p—n, n —n sono uguali, possiamo
considerare il protone e il neutrone come un’unica particella, il nucleone, che esiste
in due stati di carica, autostati dell’operatore di iso-spin. La simmetria dell’isospin e
una simmetria nello spazio vettoriale a due dimensioni e i generatori della simmetria
sono le matrici di Pauli. In base a questo formalismo, suggerito da Heisemberg nel
1932, il protone e il neutrone sono autostati degli operatori 72 e 73 con autovalori
7(p) = +1/2, 7(n) = —1/2

L’indipendenza dell’interazione nucleare dalla carica elettrica si traduce in una legge
di conservazione ovvero in una proprieta di simmetria

e |’isopsin si conserva nelle interazioni nucleari;

e la hamiltoniana di interazione nucleare commuta con l'operatore di isospin ed
e invariante per le trasformazioni generate da 7, cioe le rotazioni nello spazio
dell’isospin.

La carica elettrica del nucleone ¢ legata alla terza componente dell’isospin dalla

relazione 1
1=5 + 73
la conservazione della carica elettrica equivale alla conservazione della terza com-
ponente dell’isospin 73; la conservazione dell’isospin 7 (indipendenza dalla carica
elettrica) ¢ una legge piu stringente che non la conservazione della carica elettrica.
Analogamente al caso dello spin, due nucleoni esistono in quattro stati di isospin

|T, T3) con moteplicita 27" + 1

singoletto 0, 0) = [|pn)—|np) ]/V2
L,+1) = P )

tripletto 1, 0) = [[pn)+|np) ]/\/§
1,-1) = [n n)

Lo stato di singoletto e antisimmetrico e lo stato di tripletto e simmetrico. Il nucleone
¢ un fermione di spin 1/2 e il principo di Pauli si puo generalizzare: lo stato di due
nucleoni identici

|N1, N2> = |F1, Fg, §1, §2, 7?1, ’7_"2>

e antisimmetrico rispetto allo scambio dei nucleoni, cioe delle coordinate spaziali,
dello spin e dell’isospin. Se i nucleoni sono in stato di momento angolare orbitale L,
la simmetria dello stato e

(-DF (=) (-=1)" =—-1 = L+ S+T =dispari

Se due nucleoni formano uno stato legato, e plausibile supporre che lo stato di energia
piu bassa corrisponda a L = 0 quindi S + T = dispar:. Poiché non si osservano
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stati legat: di tripletto p — p né n — n, la simmetria dell’isospin richiede che lo stato
fondamentale p — n, cioe il deutone, sia lo stato di singoletto con isospin Ty = 0.
Quindi il principio di Pauli richiede che il deutone abbia spin 1, I; = 1, e questo e
quello che si osserva sperimentalmente.

Il deutone e stabile e non si osservano stati eccitati del deutone. La simmetria
dell’isospin ¢ in accordo con il fatto che esista un solo stato stabile, singoletto di
1sospin, con due nucleoni, A = 2

A
szo Idzl Qd:§+T3:+1
Esistono due nuclei con A = 3 che costituiscono un doppietto di isospin, T = 1/2
SH Ts=-1/2 q=A2+T;=+1
SHe Ty = +1/2 q=A/2+ T3 =42

Esiste un solo nucleo con A = 4, il nucleo 4 He, che & un singoletto di isospin, T = 0 ed
¢ una configurazione particolarmente stabile con energia di legame BE = 28.3 MeV .
Non esistono nuclei stabili con A = 5. Esistono tre nuclei con A = 6 che costituiscono
un tripletto di isospin, T =1

SHe Ty =—1 q=A/24+T5=+2
%Be Ty =+1 q=A/2+T3=+4

2.3.2 1l deutone

Il deutone e lo stato nucleare legato piu semplice e costituisce per 'interazione nu-
cleare ’analogo dell’atomo di idrogeno per l'interazione elettromagnetica. L’energia
di legame del deutone e pero cosi bassa da non formare stati eccitati. Quindi
I'informazione sull’interazione nucleone-nucleone ¢ limitata allo studio delle pro-
prieta del deutone e della diffusione n — p e p — p a bassa energia. Le caratteristiche
del deutone sono

° spl'nparita’ — 1+
e ecnergia di legame BE = 2.225 MeV
e momento di dipolo magnetico = +0.8574 uy

e momento di quadrupolo elettrico ) = +2.88 e x mb

La conservazione della parita nelle reazioni nucleari o elettromagnetiche in cui vi € un
nucleo di deuterio nello stato iniziale o nello stato finale permette la determinazione
della parita del deutone: P; = +1.

Nel paragrafo precedente abbiamo fatto I'ipotesi che il deutone sia in uno stato
di momento angolare orbitale L = 0, cio¢ S;. Nello stato L = 0 e con gli spin di
protone e neutrone paralleli, I = 1, il momento magnetico risulta

_ Gt n

S p = 08798 puy

fia = ga pn 1 = gp N 8p + Gn N S fd
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che e sicuramente diverso dal valore misurato poiché la precisione di misura del
momento magnetico ¢ < 107, Una possibile interpretazione di questa differenza
e che l'interazione tra nucleoni cambi il valore dei momenti magnetici di protone e
neutrone nello stato legato, oppure che lo stato fondamentale sia una combinazione
di stati con diverso valore del momento angolare orbitale. Poiché la parita del
deutone ¢ positiva, il momento angolare orbitale puo solo essere pari L = 0,2, ...
Inoltre, se il deutone fosse esclusivamente in onda S avrebbe momento di quadrupolo
elettrico nullo. Infatti ’autofunzione Yj, & costante e non puo produrre un momento
di quadrupolo elettrico
+1
Q = (S| 32 —1* |*S)) = costante - / X (3 cos?0 —1) dcos =0

Queste due evidenze inducono a supporre che il deutone sia in uno stato di

momento angolare misto sovrapposizione dello stato 3S; (L =0) e 3Dy (L = 2)

|d) = As °S1) + Ap [Dy)

I momenti angolari E, Sp, Sp, si sommano a formare lo spin del deutone I = 1,
quindi, anche nello stato di momento angolare orbitale L = 2 protone e neutrone
sono nello stato di tripletto con S = 1. Il fattore giromagnetico e

I+ )+ LLA) =SS +1) I +1) = LL+1) +S(S+1)

g= o 21(1 + 1) Js 21(1 + 1)

dove g, = 0.5, poiché solo il protone contribuisce al momento magnetico orbitale, e

gs = 0.8798. Quindi

= 3 1—03101
g=4gr 5 932— .

Con queste ipotesi, il momento magnetico del deutone ¢
(d| ji|dy = A% 3Sy| i 3S1) + A% (3Dy| ji |>Dy) = A% 0.8798 + A% 0.3101
Con la condizione di normalizzazione A% + A%, = 1, si ottiene
A% =0.96 A% =0.04

Questa stima si basa sull’ipotesi che i momenti magnetici di protone e neutrone
non siano modificati dall’interazione nucleare che, come abbiamo visto, non ¢ ben
verificata nel caso di nuclei pesanti. Il momento di quadrupolo elettrico

(d| Q |dy =2AsAp (*S1| Q I°Dy) + A}, (*Di| Q I°Dy)

puo fornire altre informazioni sui coefficienti Ag, Ap, ma le funzioni d’onda radiali
del deutone non sono note con sufficientemente accuratezza. Possiamo concludere
che il deutone non ¢ esclusivamenete in onda S e che il contributo di onda D e
piccolo.

177



La funzione d’onda del deutone si ottiene risolvendo ’equazione del moto

g VU] 0l = B 0

Se facciamo l'ipotesi che il potenziale U(7) sia a simmetria sferica e che il deutone
sia prevalentemente nello stato di momento angolare L = 0, la parte radiale della
funzione d’onda ¥ (r, 0, ¢) = u,(r)Ye.m (6, ¢)/r soddisfa 'equazione

n o d M, M, M
- —_ = F ) L ——
[ 5 a2 + U(r)] u(r) u(r) m M, + M, 5
Per una buca di potenziale sferica
U(r)=-U, perr <R U(r)=0 perr>R

e autovalore di energia £ = —F, = —2.225 MeV < U,, la soluzione ¢

r<R u(r) = Asin k;r + A’ cos k;r k; =
r>R u(r) = B e ke B efher ke=+ME,/h

La soluzione v (r, 0, ¢) deve soddisfare le seguenti condizioni
e deve avere valore finito per r — 0, lim, o u(r) ~ r, quindi A" = 0;
e deve annullarsi per r — oo, quindi B’ = 0;
e la soluzione e la derivata devono essere continue per r = R.

La soluzione e la derivata

r<R u(r) = A sink;r w(r) = Ak; coskr
r>R u(r) =B e ke(r—R) W' (r) = —k. B e ke(r—R)

e la condizione di continuita per r = R, Asink;R = B, Ak;cosk;R = —k. B,
definiscono le relazioni

kicot kiR = —k, Ak; = B(E? + k2)'/?

con k. = 0.232 fm~'. La prima equazione si risolve numericamente (Fig.2.15) e,
se supponiamo che il raggio della buca di potenziale sia R = 2 fm, otteniamo
ki ~0.91 fm™! e U, ~ 35 MeV. La condizione di normalizzazione

R [e%S)
4 A2/ sin? k;r dr + 4w B2/ e 2ke(r=F) g — 1
0 R

definisce le ampiezze A ~ B ~ 0.17 fm~'/2, da cui si deduce che la probabilita che
la distanza tra protone e neutrone sia maggiore di R ¢ approssimativamente 2/3 a
riprova del fatto che il deutone ¢ uno stato debolmente legato.
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k cot kR = - 0.232 fm'!
5 . . . 100 1.5

........ - 1 [ . .
k (fm™) —— U (Mev) b deuteron radial wave function
4180 [

1.0 7

R=2fm

Figure 2.15: Soluzione e funzione d’onda del nucleo di deuterio

2.3.3 Diffusione neutrone-protone a bassa energia

I parametri determinati dallo studio del sistema legato neutrone-protone possono
essere utilizzati per analizzare la diffusione elastica, cioe lo stato neutrone-protone
non legato. Poiché abbiamo fatto 'ipotesi che il deutone sia prevalentemente nello
stato di momento angolare L = 0, consideriamo la diffusione in onda S, cioe il limite
di bassa energia per cui I'impulso nel centro di massa soddisfa la condizione L < h

i 2P 2n?

p RKh K,=-*=—xK ~ 20 MeV

dove p, e K, sono I'impulso e l’energia cinetica del neutrone nel laboratorio. La
parte radiale della funzione d’onda diffusa per r > R si puo esprimere

1
u(r) = P sin(kr + d,) hk =p

dove compare solo lo sfasamento per ¢ = 0, d,, che definisce la sezione d’urto elastica

Nel limite di bassa energia (kK — 0) la funzione d’onda e la derivata si possono
approssimare

1
u(r) = % sind, +r cosd, + ... u'(r) = cosd, — kr sind, + ...
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e richiedendo la continuita per r = R con la soluzione trovata per » < R per lo stato
non legato (E = 0) si ha la relazione

tan o, tan k; R
° = ’ kz ~M o h
T R n \V MU,/
Nel limite k& — 0 deve risultare 6, — 0 perché I'ampiezza di diffusione sia finita.
Definiamo la

tan d,

lunghezza di diffusione a=— lim

che ha le seguenti caratteristiche
e definisce I'andamento dell’onda diffusa per » > R

zlgli% u(r) = cosd, (r —a)

e definisce I'andamento della sezione d’urto di diffusione elastica
47
oo = lim 0% = 47a®
T k2 + k2 cot?d, k—o

Con i valori definiti per il deutone, R = 2 fm, U, = 35 MeV, troviamo

a=—"59 fm }ciH(l) og =440

La parametrizzazione che abbiamo trovato prevede che la sezione d’urto di diffusione
elastica neutrone-protone sia costante per valori dell’impulso nel centro di massa
p < h/a. Questo e confermato dai dati sperimentali, ma il valore sperimentale della
sezione d'urto limy_o 0o = 20.4 b € molto maggiore di quello previsto. In effetti
i dati utilizzati si riferiscono allo stato legato con spin I = 1, lo stato di tripletto,
mentre la diffusione elastica puo avvenire anche nello stato di singoletto con spin
I = 0. Poiché il sistema neutrone-protone non forma uno stato legato di singoletto,
e prevedibile che il potenziale sia minore che nello stato di tripletto, U,; < Uy, €
che la lunghezza di diffusione di singoletto sia maggiore, a, > a;. Tenendo conto dei
pesi di molteplicita degli stati, la sezione d’urto si esprime

L B 1,3
e i R

Al limite di bassa energia, 0¢,, =204 b, o, =440, troviamo
oy =4ma? =4[20.4 — (3/4) 0] =68 b as = £23 fm

La sezione d’urto non definisce il segno della lunghezza di diffusione, questo si puo
determinare studiando l'interferenza della diffusione da molecole di para- e orto-
idrogeno. La lunghezza di diffusione nello stato di singoletto e negativa a, = —23 fm
e questo conferma che il sistema neutrone-protone non e legato nello stato di singo-
letto.

Conclusioni simili si ottengono dallo studio della diffusione elastica protone-
protone a bassa energia, ma vi sono alcune differenze
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e per il principio di Pauli, la diffusione protone-protone in onda S puo avvenire
solo nello stato di spin 0 (singoletto);

e oltre all’interazione nucleare si deve tener conto dell’interazione coulombiana
tra i protoni e questa limita la regione di bassa energia a valori K, > 1 MeV;

e occorre tener conto del fatto che i due protoni sono identici.

I risultati mostrano che la lunghezza di diffusione a = —17 fm & negativa e questo
conferma che il sistema protone-protone non e legato.

I parametri della diffusione neutrone-neutrone non sono direttamente misurabili
in esperimenti di diffusione elastica poiché non esistono bersagli di neutroni liberi.
Si possono sfruttare reazioni in cui vengono prodotti due neutroni nello stato finale
in moto relativo nel potenziale di interazione come, ad esempio, n H — n n p.
In queste reazioni e presente nello stato finale un terzo nucleo che interagisce con i
due neutroni e occorre tener conto di questi effetti. Anche in questo caso i risultati
mostrano che la lunghezza di diffusione a = —17 fm ¢ negativa e questo conferma
che il sistema neutrone-neutrone non e legato.

2.3.4 Proprieta dell’interazione nucleone-nucleone

L’analisi dell’energia di legame dei nuclei, delle caratteristiche del deutone e della
diffusione elastica nucleone-nucleone a bassa energia forniscono informazioni sulle
proprieta delle forze tra nucleoni

e l'interazione e attrattiva e a breve raggio d’azione, R =1+ 2 fm e puo essere
descritta da un potenziale centrale —U,(r)

La forma del potenziale non € nota a priori, scelte diverse, quali la buca quadrata,
il potenziale di Woods-Saxzon o il potenziale dell’oscillatore armonico, portano a
conclusioni simili se si usano valori simili dei parametri: raggio del potenziale R ~
2 fm, profondita del potenziale U, ~ 40 MeV'.

e l'interazione ¢ simmetrica rispetto alla carica elettrica

Lo studio dell’energia di legame e dei livelli di energia dei nuclei isobari speculari
mostrano che l'interazione protone-protone e neutrone-neutrone sono simili; alla
stessa conclusione si giunge confrontando la diffusione elastica neutrone-neutrone e
protone-protone a bassa energia.

e l'interazione ¢ indipendente dalla carica elettrica

Lo studio dell’energia di legame dei nuclei, del deutone e della diffusione elas-
tica neutrone-protone a bassa energia mostrano che l'interazione ¢ indipendente
dalla carica elettrica. Questa proprieta e tradotta nella conservazione dell’isospin
nell’interazione nucleare.

e l'interazione ¢ invariante per trasformazioni di parita e inversione temporale
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I nuclei non hanno momento di dipolo elettrico, né momento di quadrupolo mag-
netico, ...

e l'interazione dipende dallo spin

Lo stato nucleone-nucleone con spin I = 0 (singoletto) ha proprieta diverse da quelle
dello stato con spin I = 1 (tripletto); questo suggerisce una dipendenza dallo spin
dell’interazione e I'introduzione di un potenziale del tipo

Us(T’> = US(T’) §1 . §2 — Ut(T) §1 . §2
attrattivo nello stato di tripletto e repulsivo nello stato di singoletto.
e l'interazione ha anche un potenziale non centrale

Per render conto del momento di dipolo magnetico e del momento di quadrupolo
elettrico del deutone si fa 'ipotesi che questo sia uno stato misto sovrapposizione
di stati di momento angolare L. = pari. Un potenziale a simmetria radiale non
produce autostati stazionari degeneri con diversi valori di L. Quindi I'interazione
nucleone-nucleone ha anche un termine non radiale detto potenziale tensoriale Ur (7).
Poiché I'unica direzione definita e lo spin, il potenziale tensoriale si puo costruire con
combinazioni dipendenti dallo spin e dalla distanza, del tipo (s 7) oppure (§'A 7),
che siano invarianti per trasformazione di parita e di inversione temporale.

e l'interazione ¢ repulsiva a piccole distanze

I nuclei hanno energia e volume proporzionale al numero di nucleoni: questo fa
presupporre che oltre al potenziale attrattivo con raggio d’azione R vi sia un poten-
ziale repulsivo a distanza r < R. Questo ¢ confermato dallo studio della diffusione
nucleone-nucleone: a bassa energia lo sfasamento ¢ positivo (potenziale attrattivo)
mentre a energia intermedia (pe, > 400 MeV/c cioe r < 0.5 fm) lo sfasamento
diventa negativo (potenziale repulsivo). L’effetto ¢ legato al principio di esclusione
di Pauli per cui due nucleoni con gli stessi numeri quantici non possono trovarsi nella
stessa posizione. Un potenziale repulsivo puo costruirsi con le stesse combinazioni
degli operatori di spin che generano il potenziale tensoriale.

e tra i nucleoni agiscono forze di scambio

La sezione d’urto differenziale di diffusione elastica protone-protone mostra una
simmetria tra 8 e m — 6 poiché le particelle sono identiche. Lo stesso fenomeno
si osserva nel caso della diffusione elastica neutrone-protone a energia intermedia
e questo effetto non si giustifica in base alla dinamica del processo. Infatti, se
supponiamo che ’angolo di deflessione sia legato all'impulso trasferito nella collisione

- Ap __ energia potenziale

P energia cinetica
la diffusione ad angoli grandi non dovrebbe verificarsi all’aumentare dell’energia ci-
netica, contrariamente a quanto si osserva. Questo effetto puo essere spiegato se
sono presenti forze di scambio che agiscono sulle coordinate e sullo spin dei nucle-
oni. Sono state proposti diversi tipi di forze di scambio (Heisemberg, Majorana,
Bartlett) che possono spiegare questo effetto e anche leffetto di saturazione delle
forze nucleari.
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2.3.5 1l modello di Yukawa

Nel 1935 Hideki Yukawa propose un modello basato su una teoria di campo per
interpretare la fenomenologia dell’interazione nucleare. L’ipotesi del modello é:

e i nucleoni sono le sorgenti del campo e l'interazione tra nucleoni avviene me-
diante lo scambio di bosoni, i quanti del campo di interazione nucleare;

il campo di interazione deve avere le seguenti proprieta:
e l'interazione e a piccolo raggio d’azione;
e ¢ indipendente dalla carica elettrica;
e dipende dallo stato di spin del sistema di nucleoni;
e, per semplificare la trattazione,
e il potenziale ¢ a simmetria sferica.

L’equazione relativisticamente invariante che descrive un campo di bosoni di massa
m ¢ 'equazione di Klein-Gordon (appendice 777)

(2= & 5o = () ot

che si riduce all’equazione di d’Alembert nel limite m — 0. Consideriamo la
soluzione in condizioni statiche. L’equazione

1 d? me
2 _Lta _ 2 _ me
V (b(r) - TdTQ 1”(25(7”) /’L (ZS(T) :u h
ha come soluzione
e Hr
o(r)=n .

dove n & una costante arbitraria. Nel caso dell’elettromagnetismo, u = 0, n = q/4mwe,,
I'energia di interazione tra due cariche elettriche e U(r) = qq¢’/4me,r. Se queste sono
pari alla carica elementare:

e? ahe 1

Uem (1)

:47reo7" r a:ﬁ

Nel caso dell’interazione nucleare, 7 ¢ il valore della ”carica nucleare” sorgente del
campo e il potenziale (attrattivo) di interazione tra due nucleoni &

e Hr

_ /
Un(r) = =11 .

Possiamo fare le seguenti osservazioni
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e il raggio d’azione dell’interazione determina il valore della massa del bosone

/u~1+2fm = mc~100+200 MeV

e per 'equivalenza dell’interazione p — p, p — n, n — n, il bosone esiste in tre
stati di carica elettrica (— 0 +): ¢ uno stato di isospin = 1;

e le costanti 7 e  non dipendono dal tipo di nucleone: n = 7'.

Per valutare l'ordine di grandezza della costante di accoppiamento, consideriamo
la sezione d’urto di interazione nucleone-nucleone. Se M ¢ la massa del nucle-
one e hq ¢ l'impulso trasferito da un nucleone all’altro, I'ampiezza di diffusione
nell’approssimazione di Born (capitolo 777) e

M/2 [ -n M - e Hr
= e " U, (r) dr = —7/6“1' hc dr

1@ o2rh? / n(r) Ah? J r
dove abbiamo introdotto la costante adimensionale g = n?/hc in analogia con
I'interazione elettromagnetica. L’integrale, la trasformata di Fourier del potenziale
di interazione, ¢ il propagatore del campo bosonico

LLe BT 4
/elq.r — dr = 2 - 2
T q°+ u

La sezione d’urto di diffusione nucleone-nucleone, o = [|f(q)[*dS, & approssimati-
vamente uguale a mR? ~ m/u?

M2
[4p2sin®0/2 + (mc)?]?

[F(@) = (ghe)®

) 0.0 (Mc)? dmr O

7= / f(@)dcost dp = g°h (me)t 1+ (2p/me)? g (mc)?
Il valore della costante di accoppiamento dell’interazione nucleare ¢ g ~ m/M > «
come ci si aspetta dal fatto che a distanza r &~ 1/u 'interazione nucleare tra protoni
deve risultare molto maggiore della repulsione coulombiana.

Il modello di Yukawa ha avuto una notevole influenza sugli sviluppi teorici e
sulla ricerca sperimentale. Alcune particelle di spin intero, dette mesoni, furono
scoperte alcuni anni dopo. Nel 1947 fu osservato il mesone 7 in due stati di carica,
7+, con massa m, ~ 140 MeV/c? e successivamente fu osservato anche il mesone
neutro, 7°, con valore simile della massa. I mesoni 7 hanno spin 0. Piu tardi furono
scoperti i mesoni p~ p° p* con massa m, ~ 760 MeV/c* e spin 1. In entrambe i casi
costituiscono un tripletto di isospin: T'= 1. Per quanto oggi sappiamo che i mesoni
osservati non sono i bosoni mediatori dell’interazione nucleare, ma sono particelle
con struttura, le basi teoriche del modello di Yukawa sono tuttora valide.
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2.4 Decadimenti dei nuclei

La scoperta della radioattivita naturale, fatta da Henri Béquerel nel 1896, e all’origine
dello studio della fisica nucleare. Ci vollero molti anni per capire la natura dei
decadimenti dei nuclei che avvengono in diversi modi

e decadimento «: emissione di nuclei di elio;

e decadimento (3: emissione di elettroni o positroni;

e decadimento ~: emissione di radiazione elettromagnetica;
e fissione: scissione in due o piu nuclei;

in cui un nucleo di massa M; decade in un nucleo di massa My < M; e la differenza
di massa si converte in massa e energia cinetica dei prodotti di decadimento.

2.4.1 Legge di decadimento

Gia nei primi anni di studio dei decadimenti delle sostanze radioattive si dimostro
che I'attivita, definita come il numero di decadimenti nell’unita di tempo, decresce
nel tempo con legge esponenziale e che il processo di decadimento ¢ di natura ca-
suale. Questa evidenza porto a concludere che il decadimento radioattivo non e
originato dalla mutazione delle caratteritiche chimiche della sostanza, ma risulta
dalla successione di piu processi che coinvolgono i singoli atomi. Il fenomeno del
decadimento di una sostanza radioattiva si puo interpretare sulla base delle seguenti
ipotesi:

e la probabilita di decadimento nell’unita di tempo e una proprieta della sostanza
e del processo di decadimento e non dipende dal tempo;

e in una sostanza contenente N nuclei, la probabilita di decadimento nell’unita
di tempo del singolo nucleo non dipende da N.

Quindi la probabilita di decadimento in un intervallo di tempo dt e

dP = \dt

dove A ¢ la costante di decadimento caratteristica del processo e ha dimensioni [s™!].

Se la sostanza contiene N nuclei e se il numero N e grande in modo da poterlo
trattare come una variabile continua, la variazione (diminuzione) del numero di
nuclei nell’intervallo di tempo dt e

—dN =X N dt

Conoscendo il valore di N a un certo istante, N(t = 0) = N,, si ottiene 'andamento
nel tempo del numero di nuclei e dell’attivita della sostanza

N(t) = N, e A(t)=AN({t) =N, e
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Il valore medio della distribuzione e la vita media del decadimento

_LFEN@)de 1

[PN@)dt A
In fisica delle particelle si quota la vita media mentre in fisica dei nuclei si quota di

solito il tempo di dimezzamento definito come l'intervallo di tempo in cui il numero
di nuclei si dimezza

t1/2 o0 NO

/ AN di= [ AN@ dt=22 =  tp=r1In2=06937
o t1/2 2

L’unita di misura comunemente usata per I'attivita e il Curie, definito come 'attivita

di un grammo di radio

1 Ci = 3.7 10" disintegrazioni/secondo

e Il nucleo #°Ra decade emettendo particelle o di energia cinetica 4.9 MeV
con un tempo di dimezzamento t;, = 1602 anni. La vita media ¢ 7 =

1602 x m 107/0.693 = 7.3 10'% 5. L’attivita di un grammo di 22°Ra ¢

N 6.02 10%

— = =3710" 5"
7 22673100 5 °

Un’altra unita di misura ¢ il Bequerel che corrisponde a una disintegrazione al
secondo, 1 Bg = 0.27 1071° C4.

2.4.2 Larghezza di decadimento

Il fenomeno casuale del decadimento non si puo interpretare in base alle leggi della
meccanica classica. In meccanica quantistica la probabilita di decadimento dallo
stato |i) allo stato |f) si puo calcolare con i metodi della teoria delle perturbazioni
con le ipotesi

e gli stati |i) e |f) sono autostati della hamiltoniana H, che descrive il sistema
nucleare e si possono calcolare, ad esempio, a partire dal potenziale di inter-
azione nel modello a strati;

e la transizione |i) — |f) avviene per effetto della hamiltoniana H; che descrive
I'interazione;

e la perturbazione & piccola, |(f|H;|i)| < |(i|H,|%)|.

Per effetto dell’interazione, gli autovalori dell’energia vengono modificati F; — E. =
E; + AFE; —il';/2 e lo stato non conserva la densita di probabilita per I'introduzione
del termine immaginario nell’evoluzione temporale

|Z> _ |Z‘o> e—i(El--&-AEi—iFi/Z)t/h <Z|Z> — <i0|io> e—Fit/h
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Otteniamo la legge di decadimento esponenziale (appendice 777). I'; & chiamata
larghezza di decadimento e rappresenta l'indeterminazione dell’energia dello stato
non stazionario: se il sistema ha un valor medio del tempo di sopravvivenza nello
stato | 7) pari a 7, la sua energia ¢ nota con una incertezza I" definita dalla relazione
di indeterminazione

I'r=nh
La funzione di distribuzione dell’energia dello stato |i) attorno al valor medio F; &

una curva lorentziana con larghezza pari a I'

1 T/2
HE) == (E — E;)? + (T/2)2

La probabilita di decadimento nell’'unita di tempo dallo stato |i) allo stato |f) si
calcola con i metodi della teoria delle perturbazioni (appendice ?77). Al primo
ordine dello sviluppo perturbativo:

Z=A (f1H|9)P p(E)

Nei decadimenti dei nuclei la variazione di energia ¢ AF ~ 100 keV - 10 MeV'.
I decadimenti radiativi con le vite medie pitt brevi, 7 > 10716 s, hanno larghezza di
decadimento I' < 10 eV, quindi gli stati di energia non si sovrappongono e, a tutti

gli effetti, il decadimento dei nuclei avviene tra stati quasi stazionari.

1 _27T|
h

2.4.3 Decadimenti in cascata

Se un nucleo prodotto in un decadimento e a sua volta radioattivo si producono
decadimenti in cascata. Questo fenomeno interessa principalmente i nuclei pesanti
che danno origine a catene radioattive con molti decadimenti in cascata. Se 11 € la
vita media del decadimento nucleo; — nucleos e questo a sua volta decade con vita
media 75, abbiamo

le - —)\1 Nl dt dN2 == —)\2 N2 dt + )\1 Nl dt
La soluzione per il numero di nucleis e del tipo
No(t) =a e ™M 4 be 2!

Supponiamo che all’istante ¢ = 0 il numero di nuclei; sia N, e che non ci siano
nucleis, N2(0) = 0. In questo caso la variazione del numero di nucleip all'istante
t = 0 e uguale all’attivita dei nuclei;

dN-
No(t=0)=a+b=0 —2) = —a\ — bl =\ N,
dt ),_,
e, determinando le costanti con le condizioni inizali, a = —b = NyA; /(A2 — A1), si

ottengono le attivita dei nuclei in funzione del tempo
_ No>\1)\2 (67,\1,5
Ao — A1

Al(t) = No)\l 67)\125 AQ(t) 7)\2t)
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Esempio: 7 <71 (A2 > \p)

In questo caso il nucleo, decade piu rapidamente nel nucleo che lo genera e la sua
attivita, nulla a £ = 0, aumenta fino a superare ’attivita del nucleo; al tempo
t* = (InX\a/A1) /(A2 — A1) e poi diminuisce. Per t > t* si raggiunge una situazione di
equilibrio in cui il rapporto tra le attivita & approssimativamente costante (Fig.2.16)

lim Ax(1) = A
t—o0 A1 (t) /\2 — )\1

Aot) N ~ et
A - 1-e

Questa situazione si definisce di equilibrio transiente. Se 175 < 71, all’equilibrio i
nucleis decadono non appena vengono formati e le attivita sono approssimativamente
uguali Ao Ny = A N;. Questa situazione si definisce di equilibrio secolare.

Esempio: 7 > 7 (A < Ap)

In questo caso 'attivita dei nuclei; aumenta rapidamente per effetto dei decadimenti
dei nuclei; e raggiunge il valore massimo al tempo t* = (InA;/A2)/(A\ — A2). A
tempi t > t* il numero di nucleo; € molto diminuito e 'attivita dei nucleiy decresce
esponzialmente con vita media 75 (Fig.2.16). In questo caso non si raggiunge una
situazione di equilibrio tra le attivita.

1.0n0 ! ! ! ! ! G 1.0% ! ! ! ! ! e
> ] [ < ]
---------- Tl T2 7 b T1 Tz 1
parent nucleus
--------- daughter nucleus |
0.1 b 0.11 E

parent nucleus
- daughter nucleus

0‘0\\‘\\‘\\‘\\‘\\ O.Oww\ww\ PR IR R

Figure 2.16: Attivita dei nuclei nei decadimenti in cascata
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Catene radioattive
Se sono coinvolti piu nuclei, abbiamo

dN1 = —)\1 N1 dt
dNy = —Xy Napdt + A Ny dt

dN, = =X, N, dt + A,y N, dt
e la soluzione per le popolazioni dei nuclei e del tipo

Nl(t) = N11 €_i>\1t
Ng(t) = Ngl €_i>\1t + N22 €_i>\2t

Nu(t) = Nppe Mt 4 Ny e ™2t 4 4N, et

in cui la popolazione di nuclei; al tempo ¢ € espressa in funzione delle costanti di

decadimento dei nuclei 1, 2,..., kK — 1. La soluzione si semplifica se inizialmente
sono presenti solo i nuclei; (NV1(0) = N, e No(0) = N3(0) = ... = Ni(0) =0). In
questo caso i coefficienti sono
i A Ao A
Njk _ No Hz;é] _ No 1 k

[Tizj (i = A)

In alcuni casi particolari, quando il primo nucleo della catena ¢ molto meno stabile
dei successivi, A} < Ay < ...\, si raggiunge una situazione di equilibrio secolare in
cui Nl)\l = Ng)\g =...= Nn)\n

Od— M) (O — )

2.4.4 Produzione di nuclei radioattivi

Se un nucleo radioattivo che ha vita media 7 viene prodotto ad un tasso A costante,
ad esempio con una reazione nucleare in cui il flusso di proiettili &€ costante, si ha

dAN
N=Adt—\N T
d dt — X\ N dt N A Adt

La soluzione &

1
N(t) = X A+Ce ™M) =7 (A+Ce ')
Se non ci sono nuclei radioattivi all’istante iniziale, N(0) = 7(A + C) = 0, si ha

N(t) = At (1 —e7/7) lim N(t) = At

t—oo

2.5 Decadimento

Un nucleo puo trovarsi in uno stato eccitato e decadere allo stato fondamentale, o a
uno stato di energia piu bassa, mediante emissione di radiazione elettromagnetica

72X = 72X+
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Le differenze tra i livelli di energia dei nuclei sono tipicamente comprese nell’intervallo
0.1 =10 MeV. La differenza di energia si divide tra I’energia del fotone e ’energia
cinetica di rinculo del nucleo 4X: AE = E, + Ky (Ky < AFE ma in alcune appli-
cazioni non ¢ trascurabile). Nel decadimento v si conserva il momento angolare e la
parita e quindi la misura delle caratteristiche della radiazione 7 fornisce informazioni
sui livelli di energia e sullo spin e parita degli stati dei nuclei.

2.5.1 Radiazione di multipolo

L’osservazione della radiazione ~ si fa a distanza molto grande rispetto alle dimen-
sioni del nucleo e la lunghezza d’onda ¢ tipicamente A\ = 27 he/E, = 10% = 10* fm,
sono quindi valide le approssimazione per lo sviluppo del campo elettromagnetico
in multipoli nella zona di radiazione (appendice 777). Il campo elettromagnetico
prodotto da cariche e correnti dipendenti dal tempo si puo ottenere come sviluppo
di Fourier delle componenti di frequenza w e come sviluppo in multipoli caratteriz-
zati dal valore del momento angolare della radiazione emessa. La potenza irraggiata
a frequenza w e con momento angolare [ &

g C gpa  C 1 [+ 1) fw)?+? ;19
I/Vlm - 2760 |Cle| - %, [(2l+ 1)”]2 ( I ) <C> |le+le|

B _ CHo | B2 _ CHo 1 [+ 1) fw)2Ht? ro2

dove Q€ My, sono i momenti di 2/ — polo elettrici e magnetici: dipolo (I=1),
quadrupolo (I = 2), ottupolo (I = 3), .... Non esiste radiazione di monopolo perché
la carica totale si conserva. Per una particella di carica elementare, e , e momento
magnetico u = g eh/2m

, . o6 1 .
le =e€ rl lm(ea ¢) Mlm = 5 ___ Tl ! [g - l_i_l‘| Yim(97¢)

I momenti di 2! — polo hanno parita diversa per le componenti di radiazione elettrica
e magnetica perché il campo elettrico € un vettore polare, P- EF = —F, e il campo
magnetico ¢ un vettore assiale, P- B = +B,

P(Qp) = (1) P(M,) = (—1)

Per calcolare la costante di decadimento del processo 2X* — 4X + v seguiamo
il procedimento illustrato nel capitolo 777

e quantizzare le sorgenti del campo, cioe definire le funzioni d’onda del nucleo
nello stato iniziale e finale;

e quantizzare il campo di radiazione (appendice 777);
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e sostituire ai momenti di 2' — polo gli operatori che agiscono sullo stato iniziale
del nucleo |iy) e producono lo stato finale | fy) e un fotone in stato di momento
angolare |I,m);

e calcolare gli elementi di matrice degli operatori di multipolo tra gli stati iniziale

e finale, questo seleziona la componente del campo di radiazione a frequenza
w=E,/h;

e calcolare la costante di decadimento con la regola d’oro di Fermi che, come
abbiamo visto, corrisponde a calcolare il rapporto tra la potenza emessa nella
. . ) .
transizione |iny) — |fy) e Uenergia E..

Supponiamo di descrivere il nucleo col modello a strati a particelle indipendenti
e che le funzioni d’onda siano fattorizzabili in una dipendenza radiale e una an-
golare 1(r,0,¢0) = u(r)Y(0,¢). 1l calcolo degli elementi di matrice {fn|Qunlin),
(fn|Mmlin), € difficile perché la parte radiale delle funzioni d’onda in generale non
e nota. D’altra parte il principio di esclusione di Pauli, per cui un nucleone non
puo stare in uno stato gia occupato, impedisce che la funzione d’onda di un nu-
cleone possa variare molto. Facciamo quindi I'ipotesi che I'emissione di radiazione
sia legata alla variazione della parte angolare della funzione d’onda e che la parte
radiale sia cambiata poco.

Separando la dipendenza radiale e angolare degli operatori di multipolo I’elemento
di matrice si esprime

[ () Y72,(6,6) ROVYVi(6,0) wilr)Yiyar, (6,6) r*dr deosd do
L’integrazione sugli angoli produce le regole di selezione
| — If| <1< I+ I ma non I; =0 — Iy =0 m =M, — M;
e l'integrale della parte radiale ha valore medio

() R(r) wi(r) r2dr
(R) = Jwi(r) wi(r) r2dr

Se facciamo l'ulteriore ipotesi che la funzione d’onda radiale varii poco in una regione
delle dimensioni del nucleo e che sia nulla per » > R otteniamo

, [Ep2gy 3
mlin) =~ e =2 =e R
(fn|Qimlin) 2y 113
eh 20 | [Fottldr eh g ! 3 RI-1
ome |97 141 [Br2dr me (2 1+1] 142
dove m ¢ la massa del nucleone e ¢g/2 ¢ il momento magnetico espresso in magnetoni
nucleari.

(fn|Mplin) =
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I valori che si ottengolo per la costante di decadimento Ay, = Wi,/ E,, detti stime
di Weisskopf della costante di decadimento, sono molto approssimati ma possono
fornire utili informazioni per distinguere i modi di decadimento 7. Sostituendo le
espressioni trovate:

1 ¢ [+1 E N2+ .
ME)= 5 o e g (o) WlQulinP =
B l+ 1 18 EQH—l R2l
T DR (1432 (ho)2
1 ocu, 1+1 EN\2t2 ,
A(M;) = 2 @t )P <hc> || Mim|in) | =
l+1 18 [ 17 g+l p-2
T )R (4 2)? [“ Tl 1] (he)21 (mc2)?

Introducendo la dipendenza del raggio del nucleo dal numero di nucleoni, R =
R,AY3 troviamo il valore approssimato della costante di decadimento, espresso in
s~! in funzione dell’energia, espressa in MeV/, e del peso atomico

decadimento parita
MFE1) = 3810" A2 E3 -1
ME2) = 3210% AYSES 41
ANE3) = 17102 A?2ET -1
MNE4) = 761073 A3 EY 41
A(M1) = 88108  E3 +1
AMM2) = 65107 A3 ES -1
AMM3) = 33100 AP ET 41
AMM4) = 11107 A2 EY  —1

La tabella definisce una chiara gerarchia di valori della probabilita di decadimento
per le diverse transizioni. Ad esempio un nucleo con spin 3/2 puo decadere in uno
stato con spin 1/2 emettendo raggi v con | = 1 ol = 2. Se gli stati hanno la
stessa parita la transizione avviene come M1 oppure E2; con A = A(M1) > A\(E2).
Se gli stati hanno parita opposta la transizione avviene come E1 oppure M2, con
A ANEL) > AN(M2).

2.5.2 Conversione interna

Un nucleo in uno stato eccitato 4X* puo decadere allo stato fondamentale 4X senza
emettere radiazione 7, ma cedendo I’energia di eccitazione a un elettrone atomico.
La conversione interna produce elettroni monocromatici di energia cinetica

K, = AMc — BE,
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dove BE, ¢ l'energia di legame dell’elettrone. L’espulsione di un elettrone ¢ usual-
mente accompagnata dall’emissione di raggi X.

Per effetto della conversione interna la vita media di uno stato eccitato e pit breve
di quanto previsto dal solo processo di decadimento radiativo poiché le probabilita
di decadimento si sommano

A=A+ A=A (1+ k)

Kn = Ae/Ay (n indica il numero principale dell’orbitale atomico) e il coefficiente
di conversione interna ed e di solito piccolo per n > 1 e per nuclei con Z pic-
colo. Sviluppando il campo elettromagnetico del nucleo in momenti di multipolo,
un calcolo approssimato in cui si trascurano la variazione delle funzioni d’onda degli
elettroni atomici all’interno del volume del nucleo ed effetti relativistici sulla fun-
zione d’onda dell’elettrone emesso, fornisce la seguente dipendenza per transizioni
di 2! —polo elettrico e magnetico

VAR 2m,c? t+5/2
W(E ) = P =
fn(E, D) = @ nd l+1 < E )

3
kn(M,1) = o* Z (

E

1+3/2
2m.c? /
n3

dove « ¢ la costante di struttura fine e £ = AMc?.

2.5.3 Spettroscopia v

Il dettaglio dell’informazione che si ottiene nello studio della radiazione v dipende
dalla risoluzione con cui si riescono a fare le misure spettroscopiche. Le misure di
spettroscopia si possono fare in emissione o in assorbimento. Nel primo caso la
risoluzione ¢ quella dello strumento di misura che, nell’intervallo di energia dei raggi
v e tipicamente ~ 2 + 3 keV. D’altra parte la larghezza intrinseca delle righe di
emissione v € molto piu piccola (per le transizioni con le costanti di decadimento
piu grandi si ha I' = hA =~ 1 eV) e quindi la risoluzione non & limitata da ef-
fetti quantistici. Nella spettrocopia in assorbimento la risoluzione e limitata dalla
risoluzione della sorgente che emette, ma nella regione di energia dei raggi v non
e facile realizzare una sorgente di frequenza variabile. Inoltre, appunto perché la
larghezza di riga ¢ piccola, I'assorbimento da uno spettro continuo ¢ molto ridotto
e in una sostanza radioattiva non si riesce a osservare ’assorbimento risonante, la
fluorescenza nucleare. In questo caso infatti ’energia cinetica di rinculo del nucleo
e sufficiente a spostare ’energia dei raggi v fuori risonanza.

Se AFE e la differenza di energia dei livelli del nucleo, in emissione si ha AE =
Ey‘f‘KNa ﬁ'y—i_ﬁN =0

E? (AE)?
AE =F 7 E™ =AFE —
v 2M 2 v 2M 2
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In assorbimento si ha B, = AE + Ky, py, = Dy

E? (AE)?
E,=AF 7 E* = AF
K + 2Mc? v + 2M 2

Se, ad esempio, AE = 0.5 MeV e consideriamo un nucleo con A = 64, massa Mc? =
6 10* MeV, la differenza tra l’energia in assorbimento e in emissione & ES® — BT =
4.2 eV, mentre la larghezza di riga, nel caso piu favorevole di decadimento E1, e
['=0.5 eV (Fig.2.17).

D’altra parte l'allargamento di riga dovuto all’agitazione termica e anch’esso
piccolo. Per valutare I'effetto, consideriamo un nucleo con velocita v, nella direzione
di osservazione della radiazione. L’energia viene modificata per effetto Doppler:
Bl =E, (1+v,/c). A temperatura 7' le velocita dei nuclei seguono la distribuzione
di Maxwell con andamento ~ exp(—Muv?/2kT) e la distribuzione di energia attorno
al valor medio E, ha I'andamento ~ exp[—Mc*(E!, — E,)?/2EZKT] con varianza
0® = E2KT/M¢c* e larghezza

BT\ V2
Mcz>

I'r =20 (2In2)? =2 E, (2 In 2

A temperatura ambiente, kT = 0.025 eV, abbiamo 'y = 1.2 107° E,/AY2. Con i
dati dell’esempio precedente: I'r = 0.8 eV/.

4.0 L B B L L B
F e natural width = 0.2 eV
—— doppler width = 0.8 eV

3.00 :

2.0F ] :

1.0

0.0

energy (eV)
Figure 2.17: Righe in emissione e assorbimento e larghezza di riga

Si puo ottenere assorbimento di risonanza sfruttando l'effetto Doppler con la
sorgente e ’assorbitore in moto relativo con velocita v, ma occorrono velocita molto

elevate
v (AE)? E,
YT TMe TN
Con i dati dell’esempio precedente: v = 2500 m/s | Esperimenti di questo tipo sono
stati effettuati con radiazione di bassa energia e con nuclei pesanti.
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Un metodo di assorbimento di risonanza comunemente usato e particolarmente
ingegnoso e basato sull’effetto Mossbauer in cui si sfrutta 'assenza di rinculo del
nucleo se questo € vincolato in un reticolo cristallino. In questo caso e l'intero
cristallo che assorbe 'energia di rinculo del nucleo e la dissipa in modi vibrazionali
del reticolo se si verificano le condizioni

e l'energia di rinculo del nucleo non e grande rispetto all’energia di legame
dell’atomo nel reticolo, che ¢ tipicamente di qualche eV;

e il cristallo ha una temperatura di Debye elevata in modo da avere un’ampia
banda di modi vibrazionali (AAw = kO p) per dissipare I'energia di rinculo del
nucleo (valori tipici della temperatura di Debye sono ©p &~ 500 K).

La frazione di nuclei che non hanno rinculo per emissione o assorbimento di radi-
azione 7 di energia E ¢
2 /GD/T xdx
o et —1

2
Joound = €xp {_4]\4302EI<:@D ll +4 [;;
Operando a temperatura T < ©p il secondo termine della relazione precedente
si puo trascurare. Si ottengono frazioni fyouna apprezzabili con E, piccoli, nuclei
pesanti e temperature di Debye elevate. In spettroscopia Doppler usando l'effetto
Mossbauer la risoluzione e definita dalla velocita relativa tra sorgente e assorbitore,
dE,/E, = v/c: con velocita v =~ 1 em/s si risolvono larghezze di decadimento
I' ~ 1079 eV di transizioni con E, ~ 100 keV/, con una precisione relativa di 10~ !

2.6 Decadimento «

I nuclei pesanti emettono radiazione poco penetrante sotto forma di particelle con
carica positiva. Questo fenomeno fu studiato fin dai primi anni del secolo da M.Curie
e E.Rutherford. Nel 1903 Rutherford misuro il rapporto ¢/m studiando la deviazione
delle traiettorie in presenza di campo magnetico e campo elettrico e ottenne un val-
ore pari a 2/3 del valore del protone. Nel 1909 facendo decadere una sostanza sotto
vuoto e analizzando il gas osservo che questo conteneva elio: scopri che le particelle
a sono nuclei di elio. Con studi sistematici fatti negli anni seguenti con diverse
sorgenti di radiazione o Geiger e Nuttal mostrarono che le particelle a emesse da
diversi nuclei radioattivi hanno energia cinetica in un ristretto intervallo e che la vita
media varia su molti ordini di grandezza con dipendenza dall’energia approssima-
tivamente esponenziale. La caratteristiche principali del decadimento « si possono
cosl riassumere

e gran parte dei nuclei con A > 200 decadono «;

e le particelle a sono nuclei di elio (il nucleo di elio ¢ uno stato molto stabile
con energia di legame BE = 28.3 MeV);
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le particelle o emesse in un decadimento sono monocromatiche: si tratta di
un decadimento a due corpi

27X — 4755 + jHe
e l'energia cinetica delle particelle o varia in un piccolo intervallo, tipicamente
4< K,<8MeV;

la vita media ha una forte dipendenza dall’energia cinetica e nell’intervallo
4 + 8 MeV varia per piu di 20 ordini di grandezza (Fig.2.18) secondo la

legge di Geiger-Nuttal IntT=a—-0InK

a parita di energia la vita media aumenta col peso atomico A.

>
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Figure 2.18: Vita media del decadimento « in funzione dell’energia cinetica

La cinematica del decadimento o e semplice. Nel riferimento del nucleo genitore:
Mxc® = Myc® + Myc® + Ky + Ko, Py 4 Pa =0

2 2 2
p p p

My — My — M,)* =Q = + = {

(M Y Je 2M,  2M,

M,
1+}
Y

My

e, poiché i nuclei che decadono hanno massa M > M,, l'energia cinetica della
particella « € approssimativamente uguale all’energia disponibile e ’energia cinetica
di rinculo del nucleo Y ¢ trascurabile

Q

K _ Ma/MY
1+ M,/My

el Y K,>K
1+ M, /My >y

%Q(l—j) Ky =Q %Qj
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2.6.1 Soglia di instabilita

Definiamo per quali valori di A e Z il decadimento « € energeticamente possibile. In
un decadimento parte della massa dello stato inziale ¢ convertita in energia cinetica
dei prodotti nello stato finale. La massa del nucleo e pari alla somma delle masse dei
nucleoni costituenti meno 'energia di legame e, poiché nell’emissione « i nucleoni
non cambiano natura, il decadimento puo avvenire solo se I'energia di legame per
nucleone aumenta. L’andamento dell’energia di legame per nucleone, BE = BE/A,
in funzione di A indica che questo avviene nella regione dei nuclei con A > 60 dove
OBE/OA < 0. L’energia rilasciata nel decadimento (¢ = 1) ¢

Q:MX—My—Ma:A(ﬁy—ﬁx)—ﬁl(ﬁy—ﬁa)>0

La particella o ha energia di legame media, BE, ~ 7.1 MeV minore di quella dei
nuclei pesanti: il secondo termine ¢ positivo e quindi la soglia di instabilita sara
nettamente maggiore di A = 60.

Possiamo rendere I'argomento piu quantitativo usando la formula di Bethe-
Weizsacker

M(A, Z) = Zmy, + (A — Z)m,, — boA + by A% £ b, Z2A7V3 4 by(A — 27)2 A7

L’energia rilasciata, QQ = M(A, Z) — M(A—4,Z —2) — M,, ¢

2

Q ~ BE, — 4b, + 4 [z b+ 027 (1 - ?)ZA)] ATV _ g, (1 - Qf)
Introducendo i valori dei parametri by (capitolo 777) si ottengono le linee ) =
costante nel piano A — Z corrispondenti alle soglie di instabilita del decadimento
per emissione di particelle « con energia cinetica K, ~ @ (Fig.2.19). Osserviamo che
A= 140 per Q =0, A~ 200 per Q =4 MeV e A ~ 240 per Q =8 MeV . Quindi il
decadimento « & energeticamente possibile anche per nuclei con A < 200 ma, come
abbiamo gia detto, vi € una fortissima dipendenza della vita media dall’energia
cinetica e i decadimenti con ) < 4 MeV hanno vite medie cosi lunghe da renderli
difficilmente osservabili. I nuclei emettitori o con ) < 4 MeV sono essenzialmente
nuclei stabili.

2.6.2 Teoria elementare del decadimento «

Il decadimento avviene con l’espulsione della particella o da un nucleo con peso
atomico A grande. Dopo 'espulsione la particella a ha energia cinetica K =~ ). Per
capire il meccanismo del fenomeno facciamo queste ipotesi

e ilnucleo 4X & uno stato legato composto dal nucleo 473Y e da una particella o
(questa ipotesi e giustificata dal fatto che la particella a & uno stato fortemente
legato di due protoni e due neutroni);
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Figure 2.19: Linee di instabilita per il decadimento «

e il potenziale del sistema é:gY —a e rappresentato da una buca di potenziale a
simmetria sferica per r < R e dal potenziale coulombiano per r > R (Fig.2.20);
r ¢ la distanza tra la particella « e il centro di simmetria del sistema e R e il
raggio di sovrapposizione del nucleo 4-3Y e della particella o, R?> = R 4+ R?

Ulry=-U, r<R U(r)zwzahcw

r>R
dre, 1 r

e la particella a all’interno della buca di potenziale ha energia positiva pari
all’energia cinetica che acquista nel decadimento, ¥ = K.

Per un nucleo con A > 200 il raggio della buca di potenziale ¢ tipicamente R ~
78 fm, la profondita della buca di potenziale e tipicamente U, ~ 40 MeV , I'altezza
della barriera di potenziale coulombiana, U(R) = ahc2(Z — 2)/R, ¢ tipicamente
30 MeV. Quindi la particella « con energia E < U(R) non puo superare la barriera
di potenziale coulombiana.

£ —O \

E=0 i r

_U0

Figure 2.20: Modello di Gamow del decadimento «
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In meccanica quantistica la particella a puo attraversare la barriera di potenziale
per effetto tunnel. Questa ipotesi per spiegare il decadimento o fu elaborata da
Gamow e, indipendentemente, da Condon e Gurney nel 1928 e riproduce con buona
approssimazione la legge di Geiger-Nuttal. Si tratta di uno dei primi successi della
meccanica quantistica sviluppata in quegli anni.

All’interno della buca di potenziale la particella a ha energia E positiva e quindi
oscilla urtando la barriera con frequenza f. La probabilita di decadimento nell’unita
di tempo si puo determinare dalla frequenza e dalla probabilita di attraversamento
della barriera per effetto tunnel, T,

1
SoA=fT
.

Per una particella di massa m e energia F, il coefficiente di trasmissione attraverso
una barriera di potenziale unidimensionale (appendice ?7?) di altezza media U e
larghezza L &

16 k* kj —2ky, L

()2

dove Tk & I'impulso della particella libera e hky & I'impulso della particella all’interno
della barriera

hk = (2mE)Y/? hky, = [2m(U — E)]Y/?

Nel caso delle particelle a (m = 3727 MeV/c?) con i valori tipici dell’energia e del
potenziale abbiamo k, ~ 2k. Poiché la dipendenza del coefficiente di trasmissione
dall’energia ¢ contenuta essenzialmente nel termine esponenziale, possiamo approssi-
mare T~ e~ 2L Nel caso di una barriera di potenziale tridimensionale a simmetria
sferica, dobbiamo utilizzare ’equazione di Schrodinger in coordinate sferiche e abbi-
amo, oltre al potenziale U(r), il termine di energia rotazionale h*¢(£+1)/2mr? dove £
e il momento angolare della particella a.. Trascuriamo per il momento questo effetto
che, come vedremo, introduce una piccola correzione. In questo caso il coefficiente
di trasmissione ¢ T' =~ e~2% dove G ¢ il

1 m

:ﬁTOQMWﬂ—EWMW

fattore di Gamow G

e 'integrale va esteso all'intervallo in cui U(r) > E: r, ¢ il raggio della buca di
potenziale e r; e la distanza per cui U(r;) = F, cioe r; = 2(Z — 2)ahc/E, e
U(r)— E=E(ri/r—1)

omEN/2 1/2 omE)/2 1 /1 1/2
G:7(m) / (7"1_1) drzi(m) 7’1/ (—1) dz
h To T h zo \ T

con x =r/ry, x, =r1,/r1 = RE/2(Z — 2)ahc.

e l'integrale nella relazione precedente si calcola sostituendo la variabile

1 1
I‘—)y:xl/2 / (1_‘1.)1/2 l‘_l/2 dI:/ 2 (1_y2)1/2 dy

o
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1 0
Yy — ¢ = arccos y / 2 (1—y?)1/? dy:/ 2cos? ¢ dp = [sin¢cos¢—¢]g
Y $o °

o

1,1 1/2
/ ( - 1) dx = F(z,) = arccos /2 — 21/ (1 — z,)'/?
To \T

La funzione F(r,/r1) dipende leggermente dai parametri dei nuclei e, poiché si ha
tipicamente 71 /1, ~ 6 — 8, si pud approssimare

Pla) —arccos alf? — 2 (1 - o) mnf2—2 224 .

Quindi otteniamo il fattore di Gamow in funzione della carica elettrica Z, del raggio
R (che dipende da A) e dell’energia £

2mc?

1/2
F(Z,R, E
| rere)

G:Z(Z—Z)al

La frequenza con cui la particella a oscilla all’interno della buca di potenziale e il
rapporto tra la velocita, v,, e il raggio R. Poiché la particella o ¢ un bosone, il suo
moto non ¢ impedito all'interno della buca di potenziale e 'energia ¢ £ + U, e la
velocita

m mc?

Vo = [Q(EJFUOW i . [Q(E_FUO)] 1/2

e tipicamente v, ~ 0.15 ¢. La frequenza f = v,/R dipende leggermente dall’energia
E. Con R~T7-+8 fmsiha f~(5+6) 10* s
Quindi per la vita media si ha

1 v, 2mc? 1/2 T RE 1/2
T—Rexp{—8a(Z—2) l 5 ] 4_<ah02(Z—2)> +...

La formula di Gamow, che possiamo scrivere

InT=a—In(E+b)~Y2 4 cE/?

con a, b, ¢ parametri che dipendono dalle caratteristiche del nucleo, riproduce la
dipendenza osservata della vita media dall’energia della particella o e rende conto
della variazione su piu di 20 ordini di grandezza. Spiega inoltre che ’emissione con
energia K, < 4 MeV avviene con vite medie molto grandi tali da rendere il fenomeno
difficilmente osservabile. I dati sperimentali mostrano che, a energia K, = costante,
la vita media aumenta col peso atomico. Infatti, all’aumentare di A, aumenta sia
la carica elettrica che il raggio del nucleo e quindi aumenta il fattore di Gamow che
dipende dall’altezza e dalla larghezza della barriera di potenziale.

Va notato che il fattore di Gamow e grande, G ~ 3050, e che anche una piccola
indeterminazione dei parametri comporta una grande variazione sul valore di e=2¢.
Il parametro piu incerto e il raggio R utilizzato per calcolare il fattore di Gamow
poiché i nuclei emettitori @ hanno molti nucleoni e configurazioni irregolari. Se,
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ad esempio, calcoliamo la vita media di decadimento di alcuni istopi del Radio in
transizioni 0T — 07, assumendo la dipendenza del raggio del nucleo, R = R, A3,
con R, = 1.25 fm otteniamo un valore della vita media circa 40 volte maggiore del
valore misurato. Con un aumento del 10% del parametro R,, che corrisponde ad un
aumento del 5% del fattore di Gamow, si ottiene un accordo nettamente migliore.

decadimento K, (MeV) 7(s) R,=125fm R,=1375 fm

*2Ra — *ZRn 4.9 7.3 10 3.0 10" 1.1 101
22Ra — *0Rn 5.8 4.6 10° 1.8 107 6.6 10°
22Ra — 28Rn 6.7 5.5 10 1.6 10° 6.7 10!

La grande sensibilita del valore della vita media dei nuclei emettitori o dal raggio
del nucleo fornisce quindi un metodo per misurare il raggio quadratico medio dei
nuclei pesanti.

2.6.3 Dipendenza dal momento angolare

Decadimenti o possono avvenire con cambio dello spin e della parita del nucleo.
Poiché la particella « ha spin-parita = 0T, la conservazione del momento angolare e
della parita implica

Iy — L] <ty < If+ 1 Py =(-1)"P,

La particella o viene emessa con momento momento angolare ¢,,. Se nella transizione
cambia lo spin del nucleo, ¢ # 0, occorre considerare oltre al potenziale coulombiano
il potenziale centrifugo ,
h 1
Ulr)=Ues(r) + t;(ﬁb:; )
che risulta in un piccolo aumento della barriera di potenziale. Il fattore di Gamow
e proporzionale al raggio esterno della barriera che si ottiene dalla relazione

2(Z — 2)ahc N R20(0+ 1)

7“1 2mr?

r1 aumenta tipicamente di ~ 1% per £ = 1. Un aumento dell’l% del fattore di
Gamow produce un aumento di un fattore ~ 2 +— 3 della vita media e 'effetto &
maggiore per ¢ > 1. Comunque questo effetto non e grande tenuto conto della
grande variabilita della vita media.

Se la transizione 4Y — 473Y non & permessa dalle regole di selezione, il nucleo
4Y puo decadere in uno stato eccitato 4-3Y™* che a sua volta decade nello stato
fondamentale con emissione di raggi v. In questo caso @ ~ K, + E,. In effetti gran
parte dei decadimenti o sono seguiti dall’emissione di raggi v tipicamente di bassa

energia.
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2.7 Decadimento (3

Gia nel 1900 E.Rutherford osservo l'emissione di particelle di carica negativa chia-
mate all’inizio particelle § e successivamente identificate come elettroni. Negli anni
seguenti i risultati degli esperimenti mostrarono che con I’emissione 3 una sostanza
cambia numero atomico e che decadimenti # avvengono in nuclei sia leggeri che
pesanti e con vite medie distribuite su un grandissimo intervallo, da millisecondi a
miliardi di anni. Nel 1919 J.Chadwick dimostro che, oltre agli elettroni prodotti per
conversione interna, che hanno energia ben definita, i nuclei emettono elettroni con
una distribuzione di energia continua e che in una transizione

72X — X +e +...

il valore massimo dell’energia dell’elettrone e approssimativamente uguale alla dif-
ferenza di massa tra i nuclei

E"® & (Mx — My)c® E. = [(pec)® + (m?)’]"/?

Se quindi gli elettroni emessi non sono elettroni atomici, il processo deve avere
origine nel nucleo e, poiché i nuclei non contengono elettroni, deve corrispondere a
una variazione del nucleo stesso. Nel 1933 E.Sargent analizzo la dipendenza della
vita media di decadimento dall’energia degli elettroni e osservo che, per energie
E™% > m.c? la vita media ¢ ha andamento proporzionale a (E™%)7>,

2.7.1 L’ipotesi del neutrino

In un decadimento ( ’elettrone e emesso con una distribuzione continua di energia.
Quindi, per conservare ’energia e 'impulso, oltre all’elettrone e al nucleo Y si deve
produrre energia sotto forma di radiazione neutra, ma le misure hanno mostrato
che in un decadimento ( non vengono emessi fotoni. Misure accurate effettuate con
tecniche calorimetriche hanno dimostrato che l'elettrone non perde energia nella
sostanza e che in effetti il processo di emissione (3 ¢ caratterizzato da un difetto di
energia: parte dell’energia dello stato iniziale non viene misurata nello stato finale.

Oltre al problema dell’energia mancante, se si interpreta il decadimento 3 come
un processo 3X — ;X + e, sorgono altri problemi legati alla statistica e alla
conservazione del momento angolare. Infatti i nuclei X e Y hanno lo stesso numero
di nucleoni, sono entrambe bosoni o entrambe fermioni: non ¢ possibile avere solo
un nuovo fermione nello stato finale. Se i nuclei sono bosoni, il momento angolare
totale ¢ un multiplo intero di & nello stato iniziale e semi-intero nello stato finale,
e viceversa se sono fermioni. Questo spiega anche perché I'energia mancante nel
decadimento 3 non e dovutoa radiazione ~.

Nel 1930 W.Pauli propose una soluzione anticonformista che suscito molto scetti-
cismo e che si rivelo l'interpretazione corretta: nel decadimento [ viene emessa
insieme all’elettrone una nuova particella neutra, che non interagisce né in modo
elettromagnetico né in modo nucleare e che ¢ un fermione di spin 1/2. Questa nuova

202



particella fu chiamata neutrino da E.Fermi. L’ipotesi del neutrino risolve il problema
dell’energia mancante (il neutrino non interagisce nei rivelatori), della statistica e
della conservazione del momento angolare. Poiché ’energia dell’elettrone si estende
fino a (Mx — My )c? il neutrino deve avere massa molto piccola.

Due altri fenomeni sono associati al decadimento 5~. Nel 1934 I.Curie e F.Joliot
scoprirono l’emissione di positroni da parte dei nuclei: il decadimento 3, e nel
1938 L.Alvarez scopri la cattura di elettroni atomici da parte dei nuclei. Lo studio
dei raggi X che seguono la cattura elettronica mostra che questa avviene quando
I’elettrone ¢ in un orbitale S cioe con una funzione d’onda che si sovrappone al
nucleo. Il decadimento 5 € un processo a tre corpi

decadimento 3~ 72X — S X+e 47

decadimento 3 2X - A X +et v

la cattura elettronica ¢ equivalente al decadimento B per simmetria di incrocio
(appendice 777)

cattura elettronica e+ 4X — S X4

2.7.2 Teoria elementare del decadimento (3

Nel 1934 E.Fermi propose una teoria di campo che spiega il decadimento 3 con un
nuovo tipo di interazione. L’idea di Fermi e la base dello sviluppo della teoria delle
interazioni deboli che descrive molti altri processi che interessano nuclei e particelle
elementari. Le ipotesi sono:

e nel decadimento S~ un neutrone del nucleo si trasforma in un protone con
I’emissione di un elettrone e di un anti-neutrino: wnterazione a quattro fermions
(Fig.2.21)

decadimento 3~ n—pe U
decadimento 3T p—mnet v

e la hamiltoniana di interazione ¢ un operatore che agisce sui campi fermionici
mediante assorbimento o emissione di fermioni;

e l'interazione ¢ a corto raggio d’azione: interazione a contatto

A A n
ZX Z+1Y v p
= 1
2
e Vv e

Figure 2.21: Decadimento (8 del nucleo e interazione a contatto
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Consideriamo il processo n — p e~ 7 in cui il neutrone e il protone sono legati nel
nucleo. La costante di decadimento e

2 _
A =T e wH I p(Ey)

L’operatore H; assorbe un neutrone e emette un protone nel punto r; e emette
un elettrone e un anti-neutrino nel punto ry. Per le proprieta di simmetria dei
fermioni (appendice 777) 1'elemento di matrice e lo stesso se 'operatore H; assorbe
un neutrone e emette un protone nel punto r; e assorbe un neutrino e emette un
elettrone nel punto 79

(p e | Hiln v) = [ ()00 (05) Hiri = 13) 6u(7)00(7%) dridrs
Se l'interazione ¢ a contatto la hamiltoniana di interazione diventa
Hi(ri —7r3) =g 0(ri —13)

dove ¢ stata introdotta la nuova costante di accoppiamento, g, che ha dimensioni
lenergia x volume]. Quindi I'elemento di matrice diventa

(p e [Hiln v) = g [ 90 6u () di

dove l'integrale e esteso alla regione del nucleo. Poiché I’elettrone e il neutrino non
hanno interazione nucleare assumiamo che 1, e 9, siano autofunzioni di particella
libera . .
we(F) — V71/2 eike-F wy(,’;') — V71/2 eikl,-F

Gli impulsi di elettrone e neutrino sono tipicamente ~ MeV /c e possiamo assumere
che le funziogi d’onda siano variate di poco all’interno del volume di integrazione,
k7 < 1, e*" =1+ k-i+...~1 Al primo ordine I’elemento di matrice della
hamiltoniana di interazione si riduce all’integrale delle funzioni d’onda del protone
e del neutrone nel volume del nucleo

(Pl = 2 [ ) v dr = 2 0y,

Per calcolare la densita di energia p(Ey) analizziamo la cinematica del decadimento
X — Y e v. Definiamo W = (My — My )c®> = Ky + E.+ E, I'energia a disposizione
nello stato finale

2
p — — —
W= oo + e + (mec® 12 + [(poe)” + (muc®)* 12 py + 5. +5, =0
Y
L’impulso py e massimo quando l’elettrone e il neutrino sono emessi nella stessa
direzione e, poiché m, < m., quando p, = 0, py = —p,. Poiché la differenza di
massa nei decadimenti 8 ¢ dell’ordine del MeV'| anche nel caso piu favorevole

p2

W =
2My

+ mec® + [(pe)? + (m,c?)?H?
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I’energia cinetica del nucleo Y ¢ trascurabile e ’energia disponibile nello stato finale
e W ~ E.+ E,. Il numero di stati in funzione degli impulsi &

/dGnedGnV =

2

(2mh)8

dmpidp. Ampidp,

Gli impulsi di elettrone e neutrino sono legati dalla conservazione dell’energia e,
esprimendo p, in funzione dell’energia totale W,

pict = (W — E,)? — (m,c?)? pudp,ct = (W — E)dW
Pydpoc® = (W = EJ(W = B.)* = (m,¢*)’]/2dW

troviamo la densita di energia nello stato finale in funzione dell’unica variabile che
si misura, I'impulso dell’elettrone p,

(47T) V21

p(W)dpe = ") 3

(W = B (W = E.)? = (m,¢*)?)"2 p2 dp,

Poiché I'integrale sulle funzioni d’onda dei nucleoni, My;, non dipende dall’energia
dell’elettrone, questa relazione rappresenta la distribuzione in energia degli elettroni
emessi nel decadimento

2m 92 2 (47T)2V2 2 21211
d\="— L |My]? L—— (W = E)[(W — E.)*— (m, 2 p? dp,
ARTE fil (2 ( e)[( )" — (m,c™)*]= p; dp
2
g
= sy Mal® W = BW = Eo)? = ()17 ot dp.

Per poter confrontare la distribuzione con i risultati sperimentali, occorre introdurre
una correzione che tiene conto degli effetti di interazione dell’elettrone con il campo
coulombiano del nucleo. L’effetto e diverso per il decadimento 37, in cui il potenziale
¢ attrattivo, e per il decadimento 87, in cui il potenziale ¢ repulsivo. La Fig.2.22
mostra 'effetto nella distribuzione dell’impulso di elettrone e positrone emessi nei
decadimenti del Rame $5Cu — ...e v, $5Cu — ...e"v. La correzione ¢ stata
calcolata da Fermi in funzione del numero atomico e dell’energia dell’elettrone. La
distribuzione diventa

dn = costante x F(£Z,E,) (W — E)[(W — E.)? — (m,¢*)?)/? p?
Pe
dove F(£Z, E,) ¢ la funzione di Fermi che & apprezzabilmente diversa da 1 solo per
valori di Z grandi e per energie piccole. Se nella relazione precedente trascuriamo
la massa del neutrino, osserviamo che la funzione

1 dn 12
[172 d]:l] = costante x [F(+Z,E)|"/* (W — E,)

dipende linearmente dall’energia dell’elettrone (tenuto conto della dipendenza della
funzione di Fermi) e la retta interseca l’asse dell’energia nel punto E, = W. Questo
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dn/dp

A R B BT
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
P, (MeV/c)

Figure 2.22: Distribuzione di impulso degli elettroni e positroni emessi nei decadi-
menti § del S3Cu.

modo di presentare i dati sperimentali e il grafico di Fermi-Kurie e la conferma
sperimentale dell’andamento previsto costituisce il primo successo della teoria di
Fermi.

La misura della distribuzione vicino al valore E***, detto end point della dis-
tribuzione, fornisce un metodo per misurare la massa del neutrino. La misura pit
precisa e stata fatta studiando il decadimento del Trizio (2.23)

H — SHee T

che offre due vantaggi: i nuclei sono semplici e le correzioni nucleari facili da valutare;
I’energia disponibile nello stato finale e piccola, W = 530 keV, e questo aumenta la
sensibilita della misura. Il limite ottenuto sulla massa del neutrino ¢ m, < 6 eV.
Nel seguito assumeremo m,, = 0.

2.7.3 La vita media del decadimento (3

La teoria di Fermi riproduce i dati sperimentali della distribuzione di energia degli
elettroni emessi nel decadimeto (3 dei nuclei con la funzione
9’ 2 2,2
A=—"—— |My|" F(£Z,F) (W — E d
27T303h7 | f’ ( )( ) pap

che, a parte la correzione di Fermi, rappresenta la distribuzione dello spazio delle fasi
nel decadimento a tre corpi in cui My > m, > m,. L’integrale della distribuzione
¢ la vita media di decadimento

pma;v 1

[ ==
o T

e quindi possiamo ottenere dalla misura di 7 il valore del prodotto della costante di
accoppiamento per l'elemento di matrice g|My;|.
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Figure 2.23: Grafico di Fermi-Kurie del decadimento del Trizio vicino all’end point.

Per calcolare I'integrale conviene usare le variabili adimensionali

E = ¢ m.c? p =1 mec 2=n*+1

in modo da rendere esplicita la dipendenza dalla massa dell’elettrone. L’integrale
dipende solo dal limite superiore

PmazC = I:Eznax - (mec2)2]71/2 =T mec2 Emam =W = €o Tnec2

Nelle nuove variabili la funzione di distribuzione ¢

(W — E)? p* dp = (mc?)? (e, — €)* (mc)® n? dn

h= ) NP P& (e 2 0 d
27130 (he)b ’
Quindi otteniamo ’espressione della vita media di decadimento
1 (mc?)® 2 2
—= M¢; +Z,n,
7 2mw3h (he)b g [Mpl” f( o)

come prodotto di

e una costante: (mc?)®/2m3h (hic)® = 1.46 101 MeV =2 fm=6 s71;

I

e il quadrato della costante di accoppiamento che ha dimensioni [fm® MeV?];

e il quadrato dell’elemento di matrice adimensionale della transizione nucleare
| My

I

e una funzione adimensionale che dipende dalla carica elettrica del nucleo e dal
limite superiore di integrazione 1, = ppaz/mc

Mo
£(Z,n) =/ F(£Z.n) 2402 +n* =21+ ) 2(1 +n*)?] n’dn
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La funzione f(Z,n,) € calcolabile sulla base dei modelli del nucleo. Se facciamo
l'ipotesi F(+Z,n) ~ 1 troviamo la dipendenza dal valore massimo dell’impulso
dell’elettrone

1 1

f(Z7770> =7 no_ﬁ

1 1
1 e+ — e+~ (L+02)" Iy, + (1+ 1)

30 4
Nei decadimenti in cui I'energia disponibile @ W > mc?, 1'elettrone ha mediamente
impulso grande e I'approssimazione F(+Z,7n) ~ 1 ¢ giustificata. In questo caso
abbiamo ppu¢ & Enee = W, 1, > 1 e si pud usare 'approssimazione f(Z,n,) ~
n2/30. Quindi nei decadimenti con W > mc? la vita media dipende dalla quinta
potenza dell’energia disponibile nello stato finale, W, in accordo con le osservazioni
di Sargent

1 W5

—~ o e 9 1Ml

T 607130 (he)

Questa approsimazione e chiamata legge di Sargent.

2.7.4 L’elemento di matrice del decadimento (3

Nella teoria di Fermi il quadrato dell’elemento di matrice & inversamente proporzionale

alla vita media
costante

fr
Esaminiamo i valori misurati in alcuni decadimenti 3 (vite medie in s, energie e
impulsi in MeV, ¢?|My;|* in MeV? fm?®)

9*| M| =

decadimento  transizione T (s) wooprer fro g* | Ml

n—pe v =y 890 129 1.18 1.6110° 4.2510°%
SH— 3Hee v 1717 56010° 053 0.14 1.6310° 4.20 1078
2O — MN* ety 0F -0t 102 232 226 4.5110° 1.5210°®
HOL— 3Set v 07— 0F 221 497 4.94 4.5410° 1.511078
SHe — SLie" 7 0t — 1% 115 4.02 3.99 1.1710° 5.8510°%
BB BCe v 2 17 251107° 134 134 11110° 617 10°°

Nonostante la grande variazione della vita media, dovuta alla forte dipendenza
dell’integrale f da p®, il prodotto ¢g*|My;|> & approssimativamente lo stesso nei
decadimenti, ma si osserva una dipendenza dalla variazione dello spin nella tran-
sizione del nucleo. Nella trattazione abbiamo assunto che ’elettrone e il neutrino
siano emessi in uno stato di momento angolare ¢ = 0, infatti con i valori tipici
dell'impulso e delle dimensioni del nucleo |7 A pe|/he < 1. In questo caso la vari-
azione dello spin del nucleo ¢ pari alla somma degli spin dell’elettrone e del neutrino.

maxr

e Nelle transizioni 0 — 0, gli spin sono antiparalleli (stato di singoletto);
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e nelle transizioni 0 < 1 gli spin sono paralleli (stato di tripletto);

e nelle transizioni 1/2 — 1/2 gli spin possono essere antiparalleli (lo spin del
nucleo non cambia) o paralleli (lo spin del nucleo cambia direzione).

Le transizioni del primo tipo sono dette transizioni di Fermi, quelle del secondo tipo
transizioni di Gamow-Teller

Fermi Al =0 singoletto 1 |}
Gamow — Teller AI =0, £1 ma non 0 — 0 tripletto |}

In entrambe i casi la parita non cambia.

L’elemento di matrice My, dipende dalle funzioni d’onda di neutrone e protone
nel nucleo e occorre tener conto del principio di esclusione di Pauli che impedisce
che in una transizione, ad esempio n — p, il nuovo nucleone vada in uno stato gia
occupato. Nel calcolare My; occorre tener conto di due effetti: la molteplicita di
stati di isospin in cui puo formarsi il nuovo stato nucleare e la molteplicita di stati
di spin. Ad esempio:

e decadimento 'O — MN* et v
Nello stato iniziale ci sono due protoni nello stato 1p;/, con spin antiparalleli,
I; = 0, e uno dei due si trasforma in un neutrone che occupa lo stesso stato,
Iy = 0: ci sono due possibilita e la molteplicita di isospin ¢ 2. La transizione
avviene con Al = 0 e la molteplicita di spin e 1. E una transizione di Fermi
con |Mp|? = 2.

e decadimento $He — $Lie™ v
Nello stato iniziale ci sono due neutroni nello stato 1pz/; con spin antiparalleli
I; = 0 e uno dei due si trasforma in un protone che occupa lo stesso stato,
ma con spin parallelo a quello dell’altro neutrone, Iy = 1. Il peso di isospin
¢ 2. La transizione avviene con |AI| = 1 e la molteplicita di spin & 3. E una
transizione di Gamow-Teller con |Mgr|* = 6.

e decadimento $H — 3Hee v
In questo decadimento, come in tutte le transizioni tra nuclei speculari, il
nucleone che si trasforma va occupare lo stesso stato: la molteplicita di isospin
e 1. Il decadimento puo avvenire sia con Al = 0, con elettrone e neutrino
nello stato di singoletto (molteplicita 1), sia con |AI| = 1, con elettrone e
neutrino nello stato di tripletto (molteplicita 3). E una transizione mista con
|MF|2 == 1, ’MGTP - 3

Se assumiamo che non ci sia interferenza tra le ampiezze dei due tipi di transizioni
)
possiamo scrivere ’elemento di matrice del decadimento 3

7|Mpl* = g* |3 | Mpl” + C3 | Mor|?]
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dove Cy e U4 rappresentano i pesi relativi. Con i dati della tabella e con quelli di
altri decadimenti otteniamo il valore dei pesi relativi delle transizioni e della costante
di accoppiamento ¢

@—1251001 Cy =1 = = (0.876 & 0.002) 10~ *MeV fm?

oy~ b . v = g = (0. .002) eV fm
L’interazione responsabile del decadimento (3 € chiamata interazione debole perché,
a parita di energia disponibile nello stato finale, la costante di decadimento ¢ molto
piu piccola che nei decadimenti v. La dipendenza dall’energia sia dell’elemento di
matrice che della densita degli stati finali € pero molto diversa nei due processi di
decadimento. Per confrontare I'intensita delle interazioni elettromagnetiche e deboli
conviene rappresentare l'interazione nello spazio degli impulsi. La hamiltoniana di
interazione ¢ H.,, = ahc/r, Hy = ¢d(r). 1l propagatore, la trasformata di Fourier
in una interazione con impulso trasferito ¢ & rispettivamente 4ra(hc)®/(qc)® e g.
L’impulso trasferito nei decadimenti nucleari e tipicamente gc ~ 1 MeV. Per questo
valore abbiamo

4
T 0.1 MeV 2 I~ 107" MeV 2

(q¢) (he)?
Va notato che i propagatori dell’interazione hanno una dipendenza completamente
diversa dall’impulso trasferito e che otteniamo valori confrontabili se I'impulso trasfer-
ito & qgc ~ 10° MeV .
Il rapporto G = g/(hc)? & la costante di Fermi. 1l valore misurato nel decadi-
mento 3 e

g
(he)?

leggermente diverso dal valore della

= (1.140 £ 0.002) 107° GeV 2

costante universale di Fermi Gr = (1.16639 & 0.00001) 10~° GeV 2

per una ragione che chiariremo piu avanti.

2.7.5 Decadimenti proibiti

La denominazione di decadimenti proibiti ha origine storica. Fermi suddivise i
decadimenti in transizioni super-permesse, transizioni primo-permesse, ... € tran-
siziont proibite. Gli elementi di matrice sono calcolati rappresentando elettrone e
neutrino con funzioni d’onda di particella libera. Poiché tipicamente p ~ 1 MeV/c,
nel volume del nucleo si ha - 7/h < 1 e lo sviluppo in serie converge rapidamente
gprn g W0
h 2h°

Il primo termine produce gli elementi di matrice delle transizioni permesse in cui
elettrone e neutrino sono emessi in stato di momento angolare ¢ = 0 e la parita del
nucleo non cambia.
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Se la parita del nucleo cambia, I’elemento di matrice al primo ordine si annulla
e occorre considerare gli altri termini dello sviluppo

M, = %/Nw;(f) 77 (P dF ...

Il termine successivo corrisponde a transizioni con ¢ = 1 e cambio di parita. Per
impulsi p ~ 1 Mev/c e nuclei di estensione R ~ 5 fm abbiamo

(P ) -
| M| = - ~ 1072

Quindi la vita media di un decadimento primo-proibito ¢ ~ 10 pili lunga che per un
decadimento permesso. Elettrone e neutrino possono essere emessi con spin totale
S = 0 oppure S = 1, e la conservazione del momento angolare, Al =5 —l—ﬂ produce
le regole di selezwne delle transizioni proibite al primo ordine

e transizioni di Fermi, S =0

Al =0, +1 ma non 0 — 0

e transizioni di Gamow-Teller, S =1

Al =0, +1 +2

Decadimenti con Al > 2 senza cambio di parita possono avvenire solo con il termine
successivo

My, = — 2h2/¢ 2 4 (7) A7 + ...

e sono ancora piu sfavoriti. Sono stati osservati decadimenti proibiti fino al terzo e
quarto ordine con vite medie maggiori di 10° anni.

2.7.6 Non conservazione della parita

L’idea che la parita non si conservasse nell’interazione debole ¢ maturata nel 1955
a seguito dell’evidenza che una stessa particella, il mesone K+, decade in due stati
di parita opposta (capitolo 777). Nel 1956 T.D.Lee e C.N.Yang fecero una anal-
isi critica dei risultati ottenuti con lo studio dei processi deboli e conclusero che
in nessun esperimento era stato studiata la dipendenza dell’interazione da termini
pseudoscalari che cambiano segno per trasformazione di parita come, ad esempio,
Pelicita dell’elettrone, s, - p,, o il prodotto dell'impulso e lo spin del nucleo, I De.
Lee e Yang osservaro che la hamiltoniana dell’interazione debole, espressa come
sovrapposizione dei termini di Fermi e Gamow-Teller, entrambe scalari, conserva
la parita e proposero una formulazione piu generale della hamiltoniana. Proposero
anche alcuni esperimenti per mettere in luce una possibile violazione della parita nei
processi deboli. Due di questi esperimenti, sul decadimento di nuclei polarizzati e
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sul decadimento del leptone u (capitolo 777), vennero eseguiti nei mesi successivi e
dimostrarono chiaramente che la parita non si conserva nell’interazione debole.

Il decadimento del Cobalto polarizzato e stato studiato da C.S.Wu, E.Ambler
e collabotori nel 1956. Il nucleo $9Co ha spin I, = 5 e decade per transizione
Gamow-Teller in uno stato eccitato del nucleo S9Ni* con spin Iy; = 4. La vita
media e 7.5 anni. L’energia disponibile ¢ () = 0.32 MeV'.

SQCO(EW) — 22Nz’*(4+) e~ v

L’elettrone e antinuetrino sono emessi con spin paralleli allo spin del $2Co. Tl nucleo
89N* decade allo stato fondamentale con due emissioni radiative di quadrupolo
elettrico con energie E, = 1.17 e 1.33 MeV

2 Ni™(47) — SNi*(27) v 2 Ni™(27) — Ni(07) v

1l nucleo $2Co ha momento magnetico p ~ 3 py. Per ottenere una polarizzazione
apprezzabile la sorgente ¢ inserita in un criostato a raffreddata a 0.01 K per demag-
netizzazione adiabatica. Raggiunta la temperatura di operazione la sorgente viene
polarizzata nel campo magnetico di un solenoide. Un piccolo scintillatore inserito nel
criostato rivela gli elettroni emessi entro un piccolo angolo nella direzione del campo
magnetico. Due cristalli scintillanti sono usati per rivelare i fotoni emessi in direzione
parallela e normale al campo magnetico. La distribuzione angolare dei fotoni emessi
nel decadimento del nucleo $9Ni* polarizzato non ¢ isotropa, dipende dall’angolo
tra la direzione di emissione e lo spin, ma e simmetrica rispetto all’inversione della
polarizzazione. La differenza di conteggio dei due cristalli viene usata per controllare
il grado di polarizzazione della sorgente.

Il nucleo $2C0o ha lo spin orientato nella direzione del campo e cosi sia I'elettrone
che l'antinuetrino. Se si inverte il campo magnetico cambia l'elicita degli elet-
troni rivelati nello scintillatore: I'esperimento e cioe sensibile ad una quantita pseu-
doscalare s, - p. (Fig.2.24). Le misure hanno dimostrato che quando si inverte il
campo magnetico cambia il conteggio di elettroni e che questi tendono ad essere
emessi in direzione opposta alla polarizzazione del nucleo. L’asimmetria nel conteg-
gio degli elettroni dipende dal grado di magnetizzazione della sorgente. Parametrizzando

o &

B CoNieV

SUUTEE o | AR SN
= fl i \¢ =

Co] , O~ Co
Y i Y

Figure 2.24: Decadimento del Cobalto polarizzato: I'immagine speculare non e pos-
sibile
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la distribuzione angolare della direzione di emissione dell’elettrone

dn ﬂ'ﬁe
—1 -1  cosf)
Jeosd + « E + a B cos

(fu ¢ il versore di polarizzazione || . , si ottiene a = —1.

L’esperimento dimostra una evidente violazione della parita. Se applichiamo
all’esperimento la trasformazione di inversione spaziale, non cambiamo i vettori as-
siali, campo magnetico e spin, mentre si invertono sia gli impulsi che la posizione
del rivelatore. Se si conserva la parita il conteggio di elettroni non puo cambiare.

2.7.7 L’interazione V — A

Per capire l'origine delle transizioni di Fermi e Gamow-Teller e della violazione della
parita, consideriamo le soluzioni dell’equazione di Dirac (appendice 777). La hamil-
toniana di interazione si puo esprimere in funzione di combinazioni delle autofunzioni
del tipo @fO@/JZ- dove 'operatore O e formato con le matrici di Dirac. Le possibili
combinazioni che si trasformano secondo le trasformazioni di Lorentz sono

Scalare Vettoriale Assialvettoriale Pseudoscalare Tensoriale

Yphi Uy Yr Y5 Ui Y v i Y Y i

Si puo dimostrare che il contributo del termine pseudoscalare e trascurabile nel
decadimento 3 e che la correlazione angolare tra la direzione di emissione dell’elettrone
e dell’antineutrino e

V oppure A S oppure T
singoletto 1 || 14 (. cost 1 — 3. cosb
tripletto 1— % 0. cos 6 1+ % (. cos 6

dove (.c ¢ la velocita dell’elettrone e 6 € ’angolo tra p, e p,. La distinzione tra i due
tipi di interazione, V' & A oppure S & T, e fatta sulla base dei risultati sperimentali.

In una interazione di tipo V' o di tipo A si conserva 'elicita dei fermioni - p/|5" p]
quando [ =~ 1 (appendice 777). L’elicita ha autovalori +1 e la probabilita di osservare
un fermione [anti-fermione] con elicita +1 ¢ (1 F 3)/2 [(1 £ )/2]. La distinzione
tra le due possibilita ¢ di nuovo fatta sulla base dei risultati sperimentali. Quindi,
in una interazione V' & A, elettrone e antineutrino [positrone e neutrino] nello stato
di singoletto tendono ad avere la stessa direzione mentre nello stato di tripletto
tendono ad essere emessi in direzioni opposte (Fig.2.25). I risultati di numerosi
esperimenti hanno mostrato che l'interazione responsabile del decadimento ( e di
tipo sia vettoriale che assialvettoriale.
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Figure 2.25: Distribuzione angolare per interazione vettoriale oppure assial-
vettoriale

Fermi scelse, in analogia con l'interazione elettromagnetica, una interazione di
tipo vettoriale

(p e”|Hiln v)p = gCy / Sx Uy (@)1 (@) Yo(2) 1ty (2) d'e

che da origine alle transizioni di Fermi. Le transizioni di Gamow-Teller sono originate
dall’interazione assialvettoriale

(v e | Hiln Vior = 9Ca [ S st Sennrst d'a

La hamiltoniana ottenuta combinando le due interazioni

= \55 [CV DpN¥n YNty + Ca dyi5¢n @e%%%}

¢ la somma di termini scalari e non puo generare termini misti che cambiano segno
per trasformazione di parita. Un termine pseudoscalare si puo introdurre combi-
nando le matrici 7, e la matrice antisimmetrica s, ad esempio

g — J— J— J—
H= NG {%%% VA (Cv 4+ Cus) Py + Uy aystn Yeynys(Ca + 0275)@&”}
dove i coefficienti C' e C” sono in generale numeri complessi. Se consideriamo le
trasformazioni C, P, T delle soluzioni dell’equazione di Dirac (appendice ?7?7) pos-
siamo verificare che i coefficienti cambiano nel modo seguente

trasformazione : C P T
C — C* c
C’ _ O™~ O

e che la hamiltoniana non ¢ invariante per trasformazioni di coniugazione di carica e
di parita. Se facciamo l'ipotesi che sia invariante per C'P e per T', allora i coefficienti
sono reali. L’estensione a fermioni di massa nulla richiede inoltre C’ = +C. La
misura dell’elicita degli elettroni e dei neutrini emessi nel decadimento 3 definisce il
segno relativo ¢ = —C e la hamiltoniana dell’interazione V-A si esprime

H= \% OV utbn Bl = ¥5)8 + Calyyuvstn Bevu¥s (1 — 75)8]
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1 = L [B(C = Ca)on Bl =)0

2.7.8 L’elicita dell’elettrone

La vita media del decadimento (3 si ottiene integrando su tutte le variabili e dipende
da g?|My;|?, fornisce quindi il valore della costante di Fermi e il peso relativo degli
elementi di matrice di Fermi e Gamow-Teller, ma non da informazioni ulteriori sulla
struttura dell’interazione.
Il peso relativo dei diversi tipi di interazione, S, V, A, T, dipende dal fattore
ﬁe ' ﬁu
E.E,

= ﬁe oS O,

La misura di 6., non e facile perché il neutrino non e rivelato e occorre misurare
I'impulso dell’elettrone e del rinculo del nucleo Y che ha energia cinetica molto
piccola. Misure della distribuzione angolare, parametrizzata con I'andamento

dn

— 1 e eeu
dcos 0., + « [, cos

sono state effettuate studiando diversi tipi di decadimento (transizioni di Fermi, di
Gamow-Teller e miste) con energie di decadimento, W, elevate e nuclei leggeri per
facilitare la misura dell’impulso di rinculo del nucleo.

decadimento transizione W(MeV') pp*®(MeV) KPer(eV) a

n—pe v N 1.29 1.18 750  —0.102 £ 0.005
SHe — SLie~ v 0t —1* 1.15 1.03 95 —0.334 £ 0.003
ONe — WFety 1717 3.24 3.20 90 0.00 + 0.08
BAr — BClety 3T 37T 5.96 5.45 91 0.97 4 0.14

I risultati di queste misure hanno mostrato che in transizioni di Fermi (spin an-
tiparalleli) elettrone e antineutrino [positrone e neutrino] tendono a formare angoli
piccoli, mentre in transizioni di Gamow-Teller (spin paralleli) tendono a formare
angoli grandi. Per transizioni miste, si osserva la sovrapposizione delle due dis-
tribuzioni con pesi relativi C% e C%/3. I risultati sono in accordo con le previsioni
dell’interazione vettoriale e assialvettoriale.

La correlazione angolare ¢ dovuta alla conservazione dell’elicita dei fermioni ed
e tanto piu evidente quanto maggiore e il valore della velocita. Infatti la teo-
ria di Dirac prevede che nel limite § — 1 gli autostati dell’equazione del moto
siano autostati dell’elicita e che il neutrino possa esistere in un solo stato di elicita
h = 41 oppure h = —1. L’antineutrino esiste nello stato di elicita opposta. Per
un elettrone [positrone] emesso con velocita fe, 1'equazione di Dirac prevede una
polarizzazione pari a +3 [ F]. La teoria ¢ simmetrica e solo la misura puo definire
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quale & l'assegnazione corretta. La misura della elicita di fermioni e antifermioni
definisce il segno relativo dell’interazione vettoriale e assialvettoriale: V' + A oppure
V—A.

La misura della polarizzazione di elettroni e positroni emessi nel decadimento
3 ¢ stata fatta sudiando diversi decadimenti. Gli elettroni [positroni] vengono fatti
diffondere da una sottile lamina di ferro magnetizzato e nella misura si sfrutta la
dipendenza della sezione d’urto Mgller, e"e~ — e~e™, [Bhabha, ete™ — ete™], dalla
orientazione relativa degli spin. La dipendenza dell’effetto ¢ studiata in funzione
della velocita dell’elettrone [positrone] e della magnetizzazione del ferro. Risulta
che la la polarizzazione degli elettroni ¢ negativa e quella dei positroni ¢ positiva

he) = —1 he) = +1

Il decadimento n — p e~ T e stato studiato in dettaglio usando neutroni po-
larizzati che decadono in volo. Si misura la direzione di volo, la direzione dello
spin del neutrone e I’angolo di emissione dell’elettrone e del protone. L’analisi delle
distribuzioni in funzione di p, - §,, P, * Sn, Pe - Py, permette una misura completa
dei parametri del decadimento (3 e, in particolare, del segno relativo dell’interazione
vettoriale e assialvettoriale C'y/Cy = —1.26 £ 0.01.

2.7.9 L’elicita del neutrino

Una conferma cruciale della interazione V' — A ¢ la misura diretta della elicita del neu-
trino fatta da M.Golhaber, L.Grodzins e A.Sunyar nel 1958. L’esperimento sfrutta
la fluorescenza nucleare che, come abbiamo detto non si osserva se emettitore e as-
sorbitore non sono in moto relativo con velocita opportuna. Descriviamo il metodo
dell’esperimento

e Il nucleo §3?Fu ha spin Ig, = 0 e decade per cattura elettronica in uno stato
eccitato del nucleo L532Sm* con spin Ig,,- = 1 e un neutrino di 840 keV

e elBu — 52Sm* v E, =840 keV

La cattura elettronica avviene da orbitale S, lo stato iniziale ha momento
angolare J; = 1/2. Quindi nello stato finale Sm* e v hanno spin opposti.

e Il nucleo formato decade allo stato fondamentale del Samario con spin Ig,, = 0
emettendo un fotone di 960 keV

B2Sm* — $32Sm v E, =960 keV

il fotone ha lo stesso spin del Sm* e spin opposto a quello del neutrino. La
vita media, 7 = 3 107 s, del decadimento radiativo & cosi breve che il nucleo
decade prima di aver dissipato l’energia cinetica: il decadimento avviene in

volo.

216



e Un assorbitore di {525m pud assorbire la radiazione 7 solo se I'energia emessa

e aumentata per effetto Doppler, cioe se il fotone ¢ emesso nella direzione di
volo del nucleo Sm*.

e [’osservazione dell’emissione di fluorescenza nucleare da parte dell’assorbitore
E, > 960 keV v Sm — Sm* — Sm~

seleziona quindi i fotoni emessi in direzione opposta al neutrino e con spin
opposto. L’elicita del fotone ¢ uguale a quella del neutrino.

e EBu = Sm* v

t [

Sm* —> Sm vy

T T

Figure 2.26: Misura dell’elicita del neutrino.

L’esperimento (Fig.2.26) ¢ effettuato con una sorgente di {3*Fu e un diffusore
di §525m la cui radiazione di fluorescenza ¢ osservata con un cristallo scintillante
opportunamente schermato. Tra la sorgente e il diffusore vi ¢ uno spessore di ferro,
i fotoni emessi nel decadimento del 52Sm* attraversano il ferro prima di produrre
fluorescenza nel diffusore. Il ferro puo essere magnetizzato in direzione parallela o
opposta alla direzione dei fotoni. I fotoni interagiscono nel ferro per effetto Compton
e l'assorbimento dipende dall’orientazione relativa dello spin del fotone e degli spin
degli elettroni polarizzati. La sezione d’urto ¢ maggiore per spin antiparalleli che
per spin paralleli perché nel primo caso il fotone puo cedere il momento angolare
all’elettrone che cambia spin. Osservando l’assorbimento con diversi valori del campo
magnetico si e determinato che il neutrino ha elicita negativa.

Con un diverso esperimento si e determinato che gli antineutrini hanno elicita
positiva. Quindi

h(v) =—1 h(v) = +1

2.7.10 La scoperta del neutrino

I neutrini sono debolmente interagenti e ci sono voluti piu di 25 anni dalla proposta
di Pauli alla rivelazione dei neutrini in un esperimento. Per valutare il valore della
sezione d’urto di interazione consideriamo il decadimento (3 del neutrone, n — pe™ 7.
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Nell’interpretazione di Fermi 'interazione ¢ tra due correnti che cambiano la carica
elettrica: J*(n — p) - J~ (v — e7). I neutrini possono interagire con i processi

vrn—pe ﬁp—>neJr

Consideriamo il secondo processo a bassa energia, F, < m,,
E,+m, =m, + K, + E, K, ~0

La soglia di reazione ¢ F, > m, —m, +m, = 1.8 MeV e l'elettrone ¢ emesso con
impulso p. = [(E, — Am)? — m?]"/2. Se le funzioni d’onda sono normalizzate in un
volume V', la densita degli stati finali & proporzionale a 47Vp.E,./c* e il flusso di
neutrini ¢ ¢/V. La sezione d’urto &

V 27

| V. drp.E.
c h

(2wh)3 2
Il processo ¢ equivalente al decadimento 3 del neutrone per simmetria di incrocio e,
usando il valore misurato dell’elemento di matrice, abbiamo

2 2 2

g 9 G? (he)
Mo F, = "7

m(he)? [Myil” pec Ee T

La sezione d'urto ¢ molto piccola. Per rivelare I'interazione occorre una sorgente
con flusso elevato e un bersaglio di grande massa.

L’esperimento e stato fatto da C.Cowan e F.Reines nel 1956 presso un reattore
nucleare. Nei decadimenti [ che seguono una reazione di fissione (capitolo 777)
vengono prodotti antineutrini che hanno energia totale ~ 12 MeV/ fissione. 1l
numero di antineutrini con F, > 1.8 MeV ¢ =~ 0.5/ fissione. La misura e stata fatta
presso il reattore da 1 GW del Savannah-River Plant con un flusso di antineutrini di
circa 10" em=2 s~ 1. Il bersaglio era costituito da circa 1000 litri di acqua con CdCl,
in contenitori alternati ad altri contenitori con scintillatore liquido. Il segnale da
rivelare e molto caratteristico e quindi distinguibile dal fondo. Il positrone annichila
con vita media 7(ete™ — y) = 1.3 1071° s non appena prodotto, mentre il neutrone
viene termalizzato negli urti con nuclei di idrogeno in un intervallo di tempo di
~ 107 s. Il nucleo ji*C'd ha una grande sezione d'urto di cattura di neutroni
termici e lo stato formato si diseccita emettendo ~ 6 MeV in raggi 7. Cowan e
Reines rivelarono un numero di questi eventi caratteristici quando il reattore era in
funzione decisamente maggiore del numero di eventi registrati a reattore spento. Il
risultato della misura e

ovp—mne)= (n et |H;|7 p)|?

g =

|Mi|? pec E. =~ 107 em?® MeV 2 - E?

oc@p—net)=(1.14£0.3) 10°* cm?

2.8 Reazioni nucleari

In una reazione nucleare due particelle o due nuclei cambiano stato per effetto della
loro interazione
a+b—c+d +Q
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Q indica la differenza di massa tra lo stato iniziale e finale, Q = (mgq+my—m.—m,)c>.

Reazioni con ) > 0 sono chiamate esotermiche: massa viene convertita in energia
cinetica dello stato finale. Reazioni con ) < 0 sono endotermiche: energia cinetica
viene convertita in massa. Poiché 'interazione nucleare ¢ a corto raggio d’azione,
se le particelle nello stato iniziale hanno carica elettrica occorre fornire energia per
superare la repulsione coulombiana. Nelle reazioni per interazione nucleare si con-
servano, oltre a energia, impulso, momento angolare e carica elettrica, il numero
fermionico, I'isospin, la coniugazione di carica e la parita.

Il primo cambiamento di una sostanza dovuto a un processo nucleare fu osser-
vato da Rutherford nel 1919 utilizzando particelle & emesse dal Polonio con energia
cinetica sufficiente a compensare il valore negativo di () e la repulsione coulombiana

a+ PN - YO+p Q=-119 MeV

La prima reazione in cui sono stati usati protoni accelerati in modo articifiale ¢ stata
prodotta da Cockroft e Walton nel 1931

p+ tLi—sa+a  Q=+17.35 MeV
La reazione con cui Chadwick scopri il neutrone nel 1932
a+ {Be— $C+n Q =+5.711 MeV

apri nuove possibilita di indagine della struttura del nucleo e delle interazioni nucleari
perché i neutroni non risentono della repulsione coulombiana e possono iniziare
reazioni nucleari anche con energia molto piccola.

Oltre alle reazioni nucleari, vi sono reazioni dovute a interazioni elettromag-
netiche o deboli, ad esempio

n+p— 1H+~y Q =222 MeV p+p— TH+e" +v Q=042 MeV

che hanno un ruolo fondamentale nella nucleosintesi e nel meccanismo di produzione
di energia nelle stelle.

2.8.1 Sezione d’urto di reazione

Il calcolo delle sezioni d'urto di reazioni nucleari ¢ basato sui metodi presentati
nel capitolo 777. Per il potenziale nucleare si fanno ipotesi basate sui modelli del
nucleo. La sezione d’urto di reazione ¢ o, = w(R + k)%, dove R & l'estensione
del potenziale nucleare e Ak e I'impulso delle particelle a e b nel centro di massa.
Se l'energia cinetica e piccola rispetto al potenziale nucleare occorre tener conto
dell’effetto della buca di potenziale sulle funzioni d’onda. Ad esempio, la sezione
d’urto di cattura di un neutrone di impulso hk nel campo di un nucleo rappresentato
da una buca di potenziale di profondita U, e data dal prodotto della sezione d’urto
di reazione per il coefficiente di riflessione dalla buca di potenziale (appendice 777)

4k kn

c=m(R4 k)2 N
o.=7m(R+k™) it )2

hk = [2mE]"/? hky = [2m(E + U,)]Y/?
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A bassa energia, k < R™', k < ky, la sezione d’urto di cattura & inversamente
proporzionale alla velocita relativa
T 4k ky 47

. _ _ — 1026 2 ¢
R E R R 1

Se la reazione avviene attraverso la formazione di una risonanza di spin I e massa
M la sezione d’'urto ha il tipico andamento

drr 2 +1 .l /4
op = —%

K2 (20, +1)(2L, + 1) (E— M)?— (L /4)?

dove I' e la larghezza della risonanza e I';, I'f, sono le larghezze parziali di decadi-
mento nello stato iniziale e finale.
In generale, se si conosce 'elemento di matrice (cd|H/|ab), la sezione d’urto &

1 27

olab—ed) = 3 5 [(cd| Hlab)|* p(Ey)
Vab Vv 47Tpl%c
LV PLEr) = 91 (2mh)3 g

dove vy € la velocita relativa delle particelle nello stato inziale e g; = (21.41)(214+1)
e la molteplicita di spin dello stato finale

2

2
o(ab — cd) = 7:;# |(cd|Hy|ab)[* (21, + 1)(21;+ 1) Poe

Vab VUbe

Se la hamiltoniana di interazione nucleare e invariante per inversione temporale si
ha H}, = H;; (capitolo 77?). C’¢ quindi una importante relazione tra la sezione
d’urto del processo ab — cd e quella del processo inverso, cd — ab,

o I . o(cd —ab) (21, +1)(2I,+ 1) p2,
del bil dettagliat = =
principio del bilancio dettagliato (@b —ed) ~ QL DEL LD o

2.8.2 Fissione

La scoperta del neutrone fu seguita da una intensa attivita per produrre reazioni
nucleari iniziate da neutroni. E.Fermi studio le reazioni di cattura di neutroni per
produrre nuclei pesanti e i loro decadimenti 3. Nel 1938 O.Hahn e F.Strassmann
osservarono che in collisioni di neutroni con nuclei di uranio si producono elementi
con numero atomico pari a circa la meta di quello dell’'uranio, ad esempio

n+ gU — s¢Ba+ 36Kr

Nel 1939 L.Meitner e O.Frisch proposero che la produzione di elementi con numero
atomico intermedio fosse dovuta alla fissione del nucleo pesante indotta da neutroni.
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I1 processo di fissione in cui un nucleo pesante si scinde in due nuclei con peso atomico
intermedio

IN — 29X +2Y +Q
¢ energeticamente favorito dal fatto che, per i nuclei con A ~ 240, lenergia di
legame per nucleone e, BE ~ 7.6 MeV, mentre per i nuclei con A ~ 120 si ha
BE ~ 85 MeV. Quindi in una reazione di fissione si producono ~ 0.9 MeV per
nucleone. Nella fissione dell’uranio si ha Q) ~ 210 MeV'.

La fissione spontanea ¢ impedita dal potenziale attrattivo dei nucleoni. Conside-
riamo il modello a goccia in cui un nucleo € in una configurazione sferica. Se questa
viene deformata in un ellissoide di semiassi a, b, b, I'interazione nucleone-nucleone
tende a mantenere costante il volume

41 47

V:?ab2:?R3 = a=R(l+e) b=R(1+e)?

e ne deriva che la superficie del nucleo aumenta e anche la distanza media tra nucleoni

aumenta ) )
2e 1 3 €

=47R%* |1+ = V== 11-—

5 =dnk ( * 5) = 5R< 5)

Usando la formula di Bethe-Weizsacker, la variazione di energia del nucleo &

22 72 () & z?
M = 42/3 = i B R 42/3 _ =
AM=h < 5) b2A1/3<5>_5 [ 2 bQA]

Introducendo il valore dei paramteri by = 17.2 MeV, by = 0.70 MeV, la condizione

di stabilita )

g2 2/3 7Z
AMZgA —34.4+0.7OZ <0

comporta Z2/A < 47 che & soddisfatta da tutti i nuclei stabili, (Z%2/4), = 35.
Questo esempio mostra che, per un nucleo leggermente deformato, 'aumento di
energia si oppone alla deformazione e quindi alla fissione spontanea. Se immaginiamo
il nucleo 4N in uno stato intermedio composto dei due nuclei 4-2X e Y, la buca
di potenziale delimitata dalla barriera coulombiana impedisce la fissione spontanea.
La fissione puo essere indotta da neutroni (Fig.2.27) che forniscono la necessaria

energia di attivazione per superare la barriera.

n %N AN

@ Q—»—»@—»OOOO

Figure 2.27: Fissione indotta da neutroni

221



2.8.3 Fissione indotta da neutroni

La teoria della fissione dei nuclei pesanti ¢ stata formulata da N.Bohr e J.Wheeler
sulla base del modello a goccia del nucleo. Consideriamo la fissione di un nucleo 4 N

. . A2 . . . RN
in due nuclei Z;2X . La variazione di energia ¢

2/3 2 ~1/3
Q= b [A% _9 (1;1) ] + by lzm—l/?’ 9 Z4 <’;1> ]

2
= A3 [bl(l —213) 4 b, i (1— 22/3)]

Usando i valori dei parametri by, la fissione puo avvenire se

2

2
Q=AY [—4.42 +0.26 i Z

>0 = — > 17
> 1=

Per un nucleo con Z?/A > 17, i nuclei X e Y si trovano in uno stato di energia Q
positiva ma rimangono legati dal potenziale nucleare se la distanza di separazione ¢
minore della somma dei raggi (Fig.2.28)

r<R=Rx+ Ry =~ QRO(A/2>1/3
L’altezza della barriera di potenziale coulombiana a distanza di separazione R e

E Lz2a a7

=] Ep

- —

Figure 2.28: Energia in funzione della distanza di separazione dei nuclei

(Z/2)? 016 ahc Z?
2R,(A/2)V/3 77 R, A3

Ey, = ahc

Per 'uranio Ej, ~ 230 MeV. Quindi abbiamo

e per i nuclei con Z2/A > 47, cioé A > 300, la differenza di energia ¢ positiva,
@ — E}, > 0: i nuclei sono instabili per fissione spontanea;

e per i nuclei vicino alla soglia di instabilita cioé Z2/A > 17, A =~ 100, la
differenza di energia ¢ molto grande E, — Q) =~ 60 MeV': questi nuclei non sono
soggetti a fissione;

222



e per i nuclei stabili pit pesanti, A ~ 240, la differenza di energia & piccola e
il processo di fissione indotta e facilitato dalla probabilita di attraversamento
della barriera di potenziale per effetto tunnel. Tenuto conto di questo effetto
siha F, — Q ~ 6 MeV.

L’energia di attivazione necessaria per innescare la fissione, F, — (), ¢ stata cal-
colata da Bohr e Wheeler. E diversa per i nuclei A-dispari e per i nuclei A-pari.
Consideriamo, ad esempio, la fissione dell’uranio.

e Nel caso di 23°U, per cattura di un neutrone si forma lo stato intermedio 23°U.
La differenza di massa ¢

AM = MGPU) +m, — M(5°U) = 6.5 MeV

L’energia di attivazione della fissione del 25°U ¢ 6.2 MeV: quindi non occorre
che i neutroni abbiano energia cinetica, la fissione del 23°U si ottiene con
neutront termici.

e Nel caso di 238U, si forma lo stato intermedio 23°U. La differenza di massa ¢
AM = MGEU) +m, — M(G’U) = 4.8 MeV

L’energia di attivazione della fissione del 25°U ¢ 6.6 MeV: quindi per attivare
la fissione del 238U occorrono neutroni con energia cinetica > 1.8 MeV.

In questo esempio ¢ importante il contributo del termine b*A~? nell’energia di

legame dei nuclei. Infatti nella massa dei nuclei pari — pari come 23°U e 233U va
sottratto il termine b*A~1/2 = 12 MeV/y/236 ~ 0.8 MeV. Nel primo caso questa
energia ¢ disponibile mentre nel secondo caso occorre fornirla: i due valori di AM
differiscono approssimativamente di 1.6 MeV .

2.8.4 Fissione dell’uranio

L’uranio naturale ¢ composto di due isotopi 238U e 25°U con abbondanza di 99.28%
e 0.72%. La fissione del 23°U ¢ iniziata da neutroni termici con sezione d’urto
023 = 580 b, mentre quella del 23°U da neutroni con energia K, > 1.8 MeV con
sezione d'urto 0% ~ 0.5 b (Flg.2.29). Nella fissione si libera energia Q ~ 210 MeV
con un rendimento di massa Q/M = 210 MeV /220 GeV = 1073. Nello stato finale
sono prodotti nuclei con Ax =~ 95, Ay = 140, ad esempio

n+22U — SIBr+ La+n n4e U — 2Rb+ 3#'Cs+n+n

e un numero medio (n,) ~ 2.5 di neutroni immediati con energia cinetica K,

2 MeV. La fissione avviene con tempi di reazione brevissimi 7 = (10716 + 10~ 14) se
I’emissione di neutroni ¢ accompagnata dall’emissione di fotoni zmmedmtz. L’energia
dei prodotti leggeri ¢ E, =~ 5 MeV, E, ~ 8 MeV. Il resto dell’energia ¢ energia
cinetica dei due nuclei. Questi hanno un eccesso di neutroni e raggiungono la banda
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Figure 2.29: Sezione d’'urto di cattura di neutroni in funzione dell’energia - Dis-
tribuzione dei frammenti di fissione del 25°U

di stabilita nel piano A — Z con emissione 7. L’energia rilasciata nei decadimenti
# e in media Eg ~ 20 MeV, di cui approssimativamente 12 MeV in anti-neutrini.
Nei decadimenti si formano anche nuclei in stati eccitati che decadono emettendo

raggi v con B, ~ 8 MeV. Quindi la reazione di fissione ¢ una sorgente di neutroni,
fotoni, elettroni e anti-neutrini.

2.8.5 Reattore nucleare

Nella reazione di fissione si produce tipicamente un numero di neutroni > 1 e questi
possono a loro volta produrre altre reazioni di fissione. Si possono quindi realizzare
le condizioni per autoalimentare la reazione di fissione in un processo di reazione a
catena e produrre energia dalla fissione. La prima pila nucleare ¢ stata realizzata da
E.Fermi e collaboratori nel 1942. Esistono diversi metodi per realizzare un reattore
nucleare basato su reazioni a catena controllate secondo il tipo utilizzo

e per produrre energia;
e per produrre sorgenti di neutroni per la ricerca;

e per produrre radio-isotopi e altre sostanze fissili, quali 33° Pu o 23*U.

Un tipico reattore nucleare per produrre energia e basato su reazioni a catena in
uranio. In ogni reazione di fissione si producono in media ~ 200 MeV e ~ 2.5
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neutroni energetici. La sezione d’urto di cattura di neutroni energetici ¢ piccola,
ma, se i neutroni vengono moderati, facendogli perdere energia in successive collisioni
con nuclei leggeri, la sezione d’urto di neutroni termici in 35°U & grande e cosi la
probabilita di produrre successive reazioni di fissione. Quindi I’elemento centrale di
un reattore nucleare a uranio ¢ costituito da uranio arricchito in 23°U (tipicamente
~ 3%) e da un materiale moderatore.

Per moderare i neutroni si usano di solito C', H,O o D>O. Il carbonio non &
molto efficiente, ma si puo distribuire in modo efficace nel combustibile. Il vantaggio
dell’acqua (pesante) e che puo anche costituire il mezzo per raffreddare il reattore.
Il nucleo di idrogeno & molto efficiente per moderare neutroni, ma ha una elevata
sezione d'urto n + p — 2H + v che sottrae neutroni al bilancio della reazione a
catena. Il nucleo di deuterio ha una sezione d'urto n + 2H — 3H + ~ molto pil
piccola, ma produce trizio radioattivo che va filtrato nel sistema di raffreddamento.

Con una opportuna combinazione di combustibile e moderatore si puo raggiun-
gere la situazione in cui vi ¢ in media un neutrone termico prodotto per reazione
di fissione: reattore critico. Per evitare che questo fattore superi I'unita e che il
reattore funzioni in regime super-critico con il rischio di esplosione, € opportuno
poter inserire nel combustibile un materiale con elevata sezione d’urto di cattura di
neutroni termici. Il materiale piu indicato e il Cadmio che ha una serie di risonanze
che assorbono neutroni termici.

In un reattore che opera in condizione critica, un grammo di 23°U produce energia

6 10%

——— 200 MeV ~ 0.8 10"
537 00 MeV ~ 0.8 10'* J

pari a circa tre volte ’energia prodotta nella combustione di una tonnellata di car-
bone.

2.8.6 Fusione

Nella reazione di fusione due nuclei fondono per formare un nucleo con peso atomico
maggiore. LL’andamento dell’energia media di legame dei nuclei, BF, in funzione del
peso atomico, A, mostra che nella reazione di fusione

‘X + 570 — gN+Q

si libera energia Q > 0 se 0BE/JA > 0, cioé per A < 60. Poiché l'interazione
nucleare e a breve raggio d’azione, la reazione di fusione puo avvenire solo se i
nuclei hanno inizialmente sufficiente energia cinetica per compensare la repulsione
coulombiana e portare i due nuclei a contatto. Ad esempio, nella reazione

PO+ BC - g
si produce energia Q) = 2M¢ — My, = 13.9 MeV, ma occorre che inizialmente i due
nuclei §°C' abbiano energia

72 ahc Z?
EECEHC?:WNS)OM@V
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Spendendo 9.0 MeV si producono 22.9 MeV. 1l rendimento in energia (Q/2M¢o ~
4 107 in questo esempio) & tanto pilt elevato quanto minore ¢ la massa dei nuclei
che fondono.

L’energia liberata nella fusione si trasforma in energia cinetica dei nuclei e, se
esiste un campo di forze che tiene i nuclei confinati, aumenta la temperatura di
modo che si puo raggiungere una situazione di equilibrio in cui la reazione di fusione
¢ capace di autoalimentarsi e quindi produrre energia. Per i nuclei leggeri con
Z =~ A/2, la temperatura necessaria per compensare la repulsione coulombiana &

I A5/3
KT = % ~0.14 MeV - A%/3 T~ 1.6 10° K - A3
Per valutare la probabilita che avvenga la reazione di fusione, consideriamo un gas
di nuclei di massa m a temperatura T'. Il numero di nuclei con velocita v segue la
distribuzione di Maxwell-Boltzmann
dn v’ —mw?/2kT

—_—= e
dv  (2kT/m)3/?
La sezione d’urto di reazione e inversamente proporzionale alla velocita relativa e la

probabilita di trasmissione attraverso la barriera di potenziale coulombiano & e=2¢
con il fattore di Gamow (capitolo ?77)

G_2OCZ)(ZYC<7T+...>
v \2

La probabilita che avvenga la reazione di fusione ¢ quindi proporzionale a

1 2 2kT\
v mc

che ha un massimo, detto picco di Gamow, per

20 wg 1/3

T S x _ (.2

“Zt e s 0 vt = (’UT vg/Q)
Quindi, anche se i nuclei hanno energia cinetica media k£T" molto minore dell’energia
necessaria a superare la barriera coulombiana, le fluttuazioni statistiche della dis-
tribuzione di Maxwell e la probabilita di effetto tunnel attraverso la barriera rendono
possibile la fusione nucleare con energia cinetica media mv*?/2 (Fig.2.30).

2.8.7 Fusione nelle stelle

Il sole produce energia per fusione: quattro protoni formano un nucleo di Elio
liberando circa 26 MeV con un rendimento molto elevato, 26 MeV/3.75 GeV =
0.007. La temperatura all’interno del sole ¢ T ~ 1.5 107 K, corrispondente ad
un’energia cinetica dei protoni F, ~ 1.3 keV molto minore dell’energia di repul-
sione coulombiana ~ 0.8 MeV .
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Figure 2.30: Distribuzione in energia dei protoni a temperatura T = 1.5 10" K e
fattore di Gamow per la fusione protone-protone

La materia formatasi nella fase iniziale dell’evoluzione dell’universo, nella nu-
cleosintesi pimordiale, & costituita per 3/4 da protoni, 1/4 da nuclei di Elio e solo
per circa 1% da nuclei piu pesanti. Le fluttuazioni della densita di particelle e
I’attrazione gravitazionale hanno prodotto concentrazioni di materia e, quando la
densita e diventata sufficientemente elevata si € innescato il ciclo della fusione.

La prima reazione del ciclo avviene per interazione debole

pp— IHe v Q =0.42 MeV

La sezione d’urto a bassa energia ¢ estremamente piccola, o ~ 107%% cm?: questa
e la ragione per cui il sole brucia molto lentamente. La probabilita di reazione e
molto minore di quella della reazione successiva in cui il deutone formatosi reagisce
con i protoni

piH — 3Hen @ =5.49 MeV

Quindi i deutoni sono consumati non appena prodotti. La reazione p 3He — 3Li v
non ¢ utile per ostenere il ciclo perché il nucleo 4Li non ¢ stabile. Quando la densita
di nuclei 3 He ha raggiunto valori sufficientemente elevati, avviene la reazione

SHe 5He — 5He pp Q =12.86 MeV

in cui si formano Elio e due protoni che sono disponibili per iniziare altri cicli.
Questo e il modo principale del ciclo protone-protone

4p — 3He 2eT 27y 2v

L’energia liberata ¢ 4m, —mq, —2m, = 24.7 M eV, cui va aggiunta ’energia prodotta
nell’annichilazione ete™ — v pari a 2 x 2m, = 2.0 MeV. Ciascun neutrino viene
prodotto con energia media (E,) ~ 0.3 MeV che viene sottratta al ciclo poiché i
neutrini non interagiscono nel sole. Quindi il bilancio energetico del ciclo e di circa

26 MeV.
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Vi ¢ un’altra reazione con cui possono interagire i nuclei 3He che avviene con
probabilita ~ 15%

SHe 5He — [Be v Q) =159 MeV

seguita dal decadimento per cattura elettronica in cui vengono emessi neutrini
monocromatici

e” 1Be — iLiv Q =0.86 MeV

e di nuovo dalla formazione di Elio
piLli— SHe 3He Q =17.35 MeV
Con probabilitd molto pitt piccola, ~ 2 107, si ha formazione di Boro
p iBe — 5B~y Q =0.14 MeV
seguito dal decadimento S in cui vengono emessi neutrini con E™* ~ 14 MeV
:B — §Be* et v Q =14.02 MeV

Il nucleo § Be* non ¢ stabile e decade appena formato in due nuclei di Elio chiudendo
di nuovo il ciclo

8Be* — JHe j3He Q =3.03 MeV

L’energia cinetica dei vari prodotti del ciclo si trasferisce tramite moltissimi altri
processi verso la superficie del sole, la fotosfera, mentre i neutrini non sono assorbiti
e possono essere osservati sulla terra fornendo una evidenza diretta del modo in cui
si svolgono i processi di fusione nel sole.

2.8.8 Nucleosintesi nelle stelle

Il sole brucia idrogeno in Elio da circa 5 10° anni. Il valore della massa solare e
la potenza emessa indicano che continuerd ancora per altri 5 10° anni. Una stella
che ha approssimativamente la massa del sole, quando I'idrogeno e esaurito, tende a
contrarsi aumentando di densita poiché I’energia prodotta non ¢ piu in grado di bilan-
ciare ’energia potenziale gravitazionale. Nella contrazione l'energia gravitazionale
si converte in energia cinetica dei nuclei di modo che aumenta la temperatura e si
possono innescare altre reazioni di fusione che formano nuclei pit pesanti.

Il punto critico e quello della formazione del Carbonio. In una stella formata
essenzialmente di nuclei 3 He si forma continuamente §Be che ha perd massa legger-
mente maggiore di due volte la massa dell’jHe

sHe 3He — %$Be Q= —0.09 MeV
e quindi decade rapidamente

®Be — 3He 3He 7=0710"1%s
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Anche con una densita di nuclei 3 He estremamente elevata, & molto improbabile la
formazione di Carbonio per fusione 3He §Be — (2C' 7. La reazione di fusione ¢ resa
possibile dal fatto che il Carbonio ha uno stato eccitato con massa di poco superiore
alla somma delle masse di Elio e Berillio. La fusione avviene attraverso questo stato

risonante
sHe 3Be — 20~ Q= 0.29 MeV

che decade prevalentemente « nello stato di partenza, ma che ha anche una piccola
probabilita, ~ 4 107, di decadere in modo radiativo allo stato fondamentale
2CU(0T) — RO BCU(17) — BO(01) 5

Il Carbonio ha nell’universo abbondanza relativa elevata e puo essere presente anche
nelle stelle che non hanno esaurito il ciclo energetico del protone. In presenza di
protoni il nucleo (*C' agisce come catalizzatore di un altro ciclo, analogo al ciclo
protone-protone, che produce energia trasformando protoni in nuclei di Elio: il ciclo

C-N-O0.
reazione Q (MeV)

p §C — PN 4 1.94
BN — BCetv 1.20
p3C — 1Ny 7.55
pN — POy 7.29
$£0 — PNetv 1.74
p BN — (*C 3He 4.96

4p —3 He 2e* 3y 2v. Sommando le energie e quella prodotta nell’annichilazione dei
positroni si ottiene di nuovo > () = 26.7 MeV.

Il $2C & un nucleo fortemente legato ed ¢ il punto di partenza per la formazione
di nuclei pesanti per fusione, ad esempio

reazione Q (MeV) energia coulombiana (MeV)
sHe §°C' — 0 4 7.16 3.6
3He 50 — 2 Ne v 4.73 4.5
3He 39Ne — 23Mg ~ 9.31 5.4

Poiché la barriera di potenziale aumenta col numero atomico, ’abbondanza relativa
dei nuclei diminuisce all’aumentare di A.

Una volta esaurito I’Elio come combustibile, la stella, se ha massa sufficien-
temente elevata, tende di nuovo a contrarsi aumentando densita e temperatura e
puo iniziare a utilizzare come combustibile Carbonio e Ossigeno. La barriera di
potenziale e rispettivamente 9.0 e 14.6 MeV e, per sostenere le reazioni di fusione
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occorrono temperature 7> 10 K

reazione Q(MeV) reazione Q(MeV)
GO PC — B¥Nea  4.62 20 3P0 — B8Sia 959
2o 2C — BNap 2.24 B0 %0 — 3lpp 7.68
GO P#C — BMgn  —261 $0 0 — 3Sn 1.46
PO BC — Mg~y 13.93 $0 50 — 25~ 16.54

In queste reazioni, oltre ai nuclei pesanti, si producono fotoni, protoni, neutroni e
particelle a con energie sufficientemente elevate da produrre altri nuclei pesanti a
partire dai nuclei 357 e $25. Queste reazioni sono energeticamente favorite rispetto
a reazioni di fusione del tipo #$Si 2357 — 58N 7 che richiede una temperatura
ancora piu elevata.

La nucleosintesi per fusione nucleare procede fino alla formazione dei nuclei con
A ~ 60. Per A > 60 si ha 9BE/0A < 0 e quindi la fusione diventa endotermica:
occorre fornire energia per produrre nuclei pit pesanti. La formazione di nuclei
pesanti € molto piu probabile con neutroni energetici che non con particelle cariche,
p o a. Quindi la produzione di nuclei con peso atomico maggiore procede per cattura

di neutroni e per decadimento 5~
A A+1 A1 Atly, = —
nyX — 77 X7y 7 X — ;0 Ye v

L’abbondanza relativa dei nuclei pesanti dipende dalla probabilita di cattura neu-
tronica nell'unita di tempo A, e dalla costante di decadimento A\g

e se \, < )\g il nucleo 37X formato per cattura di un neutrone ha tempo di
decadere 5~ e quindi i nuclei si formano lungo la banda di stabilita; poiché
A, € piccolo e le reazioni avvengono con frequenza bassa, questi sono chiamati
processi-s (slow);

e se A\, > g il nucleo formato non decade e con successive reazioni gli isotopi
si allontanano dalla banda di stabilita (4X — 27X — 472X — )
aumentando il numero di neutroni e quindi anche l'instabilita per decadimento
(7; poiché ), e grande e le reazioni avvengono con frequenza elevata, questi
sono chiamati processi-r (rapid).

La maggior parte della materia ¢ concentrata in nuclei di Idrogeno (75%) e Elio
(24%) formati nella nucleosintesi primordiale. La nucleosintesi nelle stelle non au-
menta ’abbondanza dei nuclei leggeri, litio, berillio e boro, che sono particolar-
mente rari. I nuclei piu diffusi sono quelli formati con particelle v, (Carbonio, Os-
sigeno, Neon, Magnesio, Silicio, ...) e i nuclei con A = 60 vicino al valore massimo
dell’energia di legame media, BE, (Ferro, Nichel, ...). T nuclei con A > 60 hanno
abbondanza relativa che diminuisce con A, con un valore maggiore in corrispon-
denza dei numeri magici. La Fig.2.31 mostra I’abbondanza relativa degli elementi
nel sistema solare.
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Figure 2.31: Abbondanza relativa degli elementi nel sistema solare

2.8.9 Fusione in laboratorio

La fusione ha un rendimento energetico maggiore della fissione e, usando come com-
bustibile nuclei leggeri, non produce materiali radioattivi. E pero molto piu difficile
realizzare e mantenere in laboratorio le condizioni di temperatura e densita per
produrre energia dalla fusione. La barriera di potenziale coulombiana aumenta col
numero atomico Z e per nuclei leggeri e tipicamente di ~ 1 MeV. Tenendo conto
della probabilita di effetto tunnel occorre comunque raggiungere energie ~ 10 kel
cio¢ temperature ~ 10® K. In queste condizioni gli atomi sono altamente ionizzati e
si produce un plasma di ioni e elettroni. In un plasma ad alta densita gli elettroni,
accelerati nei forti campi elettrici dei nuclei emmettono radiazione di bremsstrahlung
sottraendo energia al plasma. La potenza irraggiata ¢ proporzionale a Z2. Quindi
le condizioni per poter alimentare le reazioni di fusione e produrre energia sono

e utilizzare nuclei con numero atomico Z piccolo;
e operare a temperatura elevata, T > 10°® K;
e operare a densita elevata;

e utilizzare reazioni con sezione d’urto grande e che producono energia elevata
nello stato finale.

Alcune reazioni di fusione di nuclei leggeri sono

reazione Q (MeV)
*H3%H — 5He v 23.8

*H2H — 3Hen 3.3
*H?2?H — 3Hep 4.0
2H3H — 3Hen 17.6
H 3He — 3Hep 18.3
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La prima reazione ha una sezione d’urto piccola. Le reazioni di fusione 2 H 2 H hanno
un rendimento energetico basso. La fusione 2H 3H ha, nelle stesse condizioni, un
rendimento molto maggiore. La fusione 2H 3He richiede temperatura piu elevata
perché 'Elio ha Z7 = 2. Quindi la reazione piu promettente ¢ la fusione deuterio-
trizio. C’e lo svantaggio che ’energia viene convertita prevalentemente in energia
cinetica del neutrone, K, = 14.1 MeV, ma in condizioni di densita molto elevata
questo cede rapidamente ’energia agli altri nuclei.

La difficolta maggiore nel realizzare la fusione in laboratorio e il confinamento
del plasma in modo da mantenere le condizioni di densita elevata durante la fusione.
I metodi che sembrano pitt promettenti sono

e il confinamento magnetico e
e il confinamento inerziale.

Nel primo si sfrutta la forza di Lorentz, ad sempio con un campo toroidale, per
mantenere le particelle cariche, ioni e elettroni, in una limitata regione di spazio.
Nel secondo si utilizza per il confinamento ’energia di fasci laser o fasci di ioni
opportunamente diretti e focalizzati.
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Chapter 3

Fisica subnucleare

3.1 Particelle e interazioni

I costituenti elementari di atomi e nuclei sono il protone, il neutrone e 'elettrone.
Nei decadimenti 3 dei nuclei sono emesse, oltre I’elettrone, alcune nuove particelle:
il positrone, i neutrini e gli antineutrini. Tutte queste particelle sono fermioni di
spin 1/2. Nei decadimenti «y di atomi e nuclei sono emessi fotoni, bosoni di spin 1.

fermioni antifermioni bosoni
p v v Y
n e et

Le interazioni tra i fermioni sono descritte da campi bosonici e la loro intensita da
costanti di accoppiamento. Ad esempio, I'interazione tra due cariche elettriche ha
intensita proporzionale al prodotto delle cariche e all’inverso della distanza: e medi-
ata da un campo di bosoni di massa nulla, i fotoni, e la costante di accoppiamento
e proporzionale al prodotto delle cariche elettriche.

Se Hj e la hamiltoniana che descrive l'interazione, la probabilita che avvenga
un processo fisico da uno stato iniziale |i) a uno stato finale |f) ¢ proporzionale a
|(f|H1li)|*. Se il campo di interazione ¢ descritto da un potenziale U (7, t) I'elemento
di matrice e la trasformata di Fourier del campo, il propagatore, ed ¢ una funzione
dell'impulso trasferito nell’interazione (¢, v).

L’interazione elettromagnetica tra due cariche elettriche e descritta da un poten-
ziale U(7) o< QQ'/r e per 'ampiezza di transizione si ha (f|H;|i) o 47QQ’/¢*. Nella
teoria di Fermi del decadimento [ dei nuclei (capitolo ??7) linterazione debole &
descritta con un potenziale di interazione a contatto, U(7) o 6(7), e ampiezza
di transizione ¢ costante. Nel modello di Yukawa (capitolo 77?7) linterazione nu-
cleare a corto raggio d’azione ¢ descritta con un potenziale U(7) o e *"/r, dove
i ¢ la massa del bosone che trasmette l'interazione. L’ampiezza di transizione ¢
(f|Hili) oc dm/(g* + p?).

Per I'interazione elettromagnetica la costante di accoppiamento adimensionale
¢ a = e?/dme,he = 1/137. Le costanti di accoppiamento dell’interazione debole e
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dell’interazione nucleare sono definite in modo analogo e dipendono dalle cariche
rispettivamente di tipo debole e di tipo nucleare (Fig.3.1)

interazione campo propagatore costante di accoppiamento
elettromagnetica  aohc/r alq? a=1/137
debole go(7) g/(hc)? G=1.1610"° GeV 2
nucleare ashee ™ 1 /(¢ + pu?) Qs 2 p/my,
e € v € n P
y W m
p P n P p :

Figure 3.1: Rappresentazione della diffusione e”p — e~ p con scambio di un fotone,
vn — e~ p con scambio di un bosone W, np — pn con scambio di un mesone 7

L’interazione a contatto di Fermi definisce una costante di accoppiamento G =
g/(hc)® non adimensionale. Vedremo nel seguito che il modello con un propagatore
costante descrive in modo accurato le interazioni deboli a bassa energia ma non puo
trattare in modo corretto le interazioni a energia elevata e modificheremo il propaga-
tore G — GM?/(¢*+ M?). La massa del bosone che trasmette I'interazione ¢ molto
grande e quindi finché ¢ < M? la teoria di Fermi da risulati corretti. La costante
adimensionale ha un valore simile alla costante di accoppiamento dell’interazione
elettromagnetica: GM? ~ a.

Con lo studio delle reazioni prodotte dai raggi cosmici e, a partire dalla meta del
'900, di reazioni prodotte con I'impiego di acceleratori furono scoperte moltissime
nuove particelle. La maggior parte di queste, inclusi il protone e il neutrone non
sono particelle elementari, ma sono formate da costituenti elementari che sono chia-
mati quark. Questi, come 'elettrone e il neutrino, sono fermioni di spin 1/2. La
suddivisione delle particelle in fermioni di spin 1/2 sorgenti dei campi, e bosoni di
spin 1 mediatori delle tre interazioni non viene sostanzialmente cambiata.

3.1.1 Raggi cosmici

Gia all’inizio del 900 era noto che materiali radioattivi producono ionizzazione,
ma era stato osservato che la ionizzazione, ad esempio in un gas, veniva prodotta
anche in assenza di sorgenti radioattive. Nel 1912 Victor Hess misuro il livello
di radiazione ionizzante con rivelatori montati su palloni aerostatici e registro un
notebole aumento di attivita con 'aumentare della quota: scopri che ’atmosfera e
investita da particelle ionizzanti che vengono dall’alto. Negli anni successivi furono
fatti molti esperimenti a livello del mare e ad alta quota per studiare i raggi cosmici.
Quelli che venivano osservati sono la componente secondaria della radiazione cosmica
prodotta nell’interazione dei raggi cosmici primari con I’atmosfera terrestre. Quando
I’energia ¢ molto elevata vengono prodotte molte particelle secondarie e queste a
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loro volta possono fare nuove interazioni e moltiplicare il numero di secondari. La
grandezza che caratterizza la produzione di questi sciame di particelle € la lunghezza
di interazione nucleare

1 A 1 , A3

Aint = = . ~3dgem?x
T ol Np mwR2A?/3 g em

Per Azoto e una densita media dell’atmosfera p ~ 2 10™* g em ™3 si ha \jy ~ 4 km.
Quindi tutti i raggi cosmici primari producono interazioni nell’atmosfera.

3.1.2 Raggi cosmici primari

Lo studio di questi sciami atmosferici estesi a livello del mare e in quota permette
di avere informazioni sull’energia, sulla direzione e sul tipo di particella primaria.
In anni piu ecenti sono stati fatti anche esperimenti su satelliti e su sonde spaziali
per studiare direttamente i raggi cosmici primari. L’energia si estende su un enorme
intervallo da 108 eV a circa 10%° eV che costituisce 'attuale limite di sensibilita
delle misure. A bassa energia, £ < 10° eV, la distribuzione angolare e di energia ¢
fortemente influenzata dalla radiazione solare e dal campo magnetico terrestre. Per
energie maggiori la distribuzione angolare ¢ approssimativamente isotropa.

Il flusso di raggi cosmici che investe 1’atmosfera & circa 1000 em~=2 s~1. 1l flusso
(Fig.3.2) diminuisce rapidamente con l’energia seguendo una legge di potenza, ®
E™, con v = 2.7 nell'intervallo £ = 10 = 3 10 eV e v = 3.0 nell’intervallo
E =310 +3 10" eV. 1l punto £ = 3 10" eV ¢ chiamato ginocchio (knee).
Per E > 3 10'8 eV, chiamato caviglia (ankle), il valore dell’esponente aumenta
leggermente.

Per energia minore di 10'® eV il flusso ¢ sufficientemente elevato per studiare la
composizione dei raggi cosmici. Si ¢ osservato che questi sono costituiti per il 98%
da nuclei (85% protoni, 12% particelle o, 1% nuclei piu pesanti) e solo per il 2% da
elettroni. L’abbondanza relativa di elementi osservata nei raggi cosmici riproduce
approssimativamente quella osservata nel sistema solare, ma c’e un eccesso di nuclei
con massa maggiore dell’Elio. Questo fa ritenere che le sorgenti di raggi cosmici in
questo intervallo di energia siano connesse a esplosioni di stelle che hanno completato
la nucleosintesi di tutti gli elementi. Nei raggi cosmici non si osservano positroni,
né antiprotoni, né antiparticelle a: la radiazione cosmica primaria non contiene
antimateria.

Le informazioni sullo spettro di energia e sulla distribuzione angolare permette
di fare ipotesi sulle sorgenti, sui meccanismi di accelerazione e sulla propagazione
dei raggi cosmici nello spazio. Si ritiene che le sorgenti di raggi cosmici che pro-
ducono 'andamento a potenza fino alla regione della caviglia sia all’interno della
Galassia, mentre per spiegare lo spettro di energia per £ > 10* eV & necessario
ipotizzare sorgenti extragalattiche con potenza notevolmente superiore a quella di
esplosioni di supernovae. In questa regione di energia i campi magnetici nella Galas-
sia, (B) ~ 2 107'° T', non sono sufficienti a deviare apprezzabilmente la traiettoria e
quindi la direzione con cui i raggi cosmici arrivano sulla terra da informazioni sulla

235



10*
10
102
10°
108
10t
1 0-14
10%

1 O—ZO

flux (m 2s ! sterad ! Gev Y

*e ankle
(]
L3

105

%
?
107 ",

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘B\

l 0—29
10° 10" 10® 10® 10" 10 10%*

energy (eV)

Figure 3.2: Flusso dei raggi cosmici primari

locazione della sorgente. Questa si puo anche ottenere su tutto lo spettro studiando
la distribuzione angolare di raggi v e neutrini, ma la sezione d’urto di interazione e
molto piu bassa.

3.1.3 Raggi cosmici secondari

Il flusso di raggi cosmici secondari a livello del mare ¢ circa 100 em™2 s71. I primi

esperimenti erano fatti con camere a nebbia (capitolo ??7) in campo magnetico
per misurare impulso e carica elettrica delle particelle (Fig.3.3). All'interno del
rivelatore era inserito un piccolo spessore di materiale di densita elevata in modo da
poter misurare la perdita di energia e la direzione delle particelle.

Figure 3.3: Traiettoria di una particella carica in camera a nebbia

Con questa tecnica nel 1932 Anderson osservo la produzione di particelle di
carica elettrica positiva che non potevano essere identificate con protoni. Studiando
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il percorso residuo di queste particelle nel rivelatore concluse che la massa e molto
minore di quella del protone: quindi non si tratta di protoni, scopri I’anti-elettrone
e confermo la teoria formulata da Dirac pochi anni prima.

Nel 1937 Anderson e Neddermeyer individuarono due diversi comportamenti dei
raggi cosmici secondari

e una componente penetrante per cui la perdita di energia per ionizzazione e
indipendente dall’energia;

e ¢ una componente non penetrante per cui la perdita di energia e proporzionale
all’energia.

La componente non penetrante e originata da fotoni o elettroni che producono cas-
cate elettrofotoniche (capitolo 77?7). La componente penetrante & invece costituita
da particelle di carica elettrica sia positiva che negativa che non erano identificate
né con elettroni né con protoni e che avevano una massa intermedia m. < m < m,,.
Per questa ragione queste particelle vennero chiamate mesoni (particelle di massa
intermedia).

Pochi mesi dopo Street e Stevenson, misurando I'impulso e la perdita di energia
di queste particelle, stimarono il valore della massa: m = 100 <+ 200 m,. Il mesone
della componente penetrante dei raggi cosmici fu chiamato p (muone). La massa
& my, =106 MeV/c*. Si osservd che i muoni sono particelle instabili che decadono
in elettroni e radiazione neutra che non era rivelata dagli strumenti, quindi non
si tratta di raggi 7. Nel 1942 Rasetti, misurando il ritardo tra il passaggio di un
muone e emissione dell’elettrone, determino la vita media: 7, ~ 2.2 107 5. Gli
elettroni sono emessi con una distribuzione continua di energia come nel caso del
decadimento 3 dei nuclei e con valore massimo E,q, ~ m,/2: quindi le particelle
neutre sono almeno due e hanno massa molto minore della massa del muone. Se si
tratta di due neutrini il muone deve essere un fermione. Se & un fermione, in base
alla teoria di Dirac, esiste il corrispondente antifermione con la stessa massa e la

stessa vita media. Il decadimento fu interpretato

,ui—>eiul7

L’esistenza di particelle di massa m = 100200 MeV/c? era prevista nel modello
di Yukawa come mediatori dell'interazione nucleare (capitolo ?7?), ma questi devono
essere bosoni. Nel 1946 Canversi, Pancini e Piccioni fecero un esperimento per mis-
urare 'intensita dell’interazione dei mesoni. Osservarono che i mesoni it assorbiti
in un materiale decadono senza interagire, mentre i mesoni p~ vengono catturati dai
nuclei e poi decadono. Studiando il comportamento in diversi materiali conclusero
che il muone non ¢ soggetto a interazioni nucleare e che quindi non ¢ il mesone di
Yukawa.

[’anno successivo studiando le interazioni di raggi cosmici ad alta quota in emul-
sioni nucleari Lattes, Occhialini e Powell osservarono delle particelle cariche che,
arrivate a fine percorso nel rivelatore, decadono in una particella carica che ha una
lunghezza di traccia costante, cioe energia costante. Questa a sua volta, come la
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particella p, decade in un elettrone. Quindi la nuova particella, chiamata mesone
7, decade in una particella u e una particella neutra non rivelata. Se questa e un
neutrino, il bilancio energetico del decadimento

m™— [V

fornisce una stima del valore della massa m, ~ 1.3 m,. La particella m decade in
due fermioni: € un bosone e quindi puo essere identificata con il mesone di Yukawa.
Il mesone 7 ¢ stato identificato in due stati di carica elettrica, 71 e 7, la massa &
140 MeV/c? e la vita media ¢ 7, = 2.6 1072 s. 1l valore della vita media indica che
si tratta di un decadimento per interazione debole come nel caso del decadimento
n— evu.

Le interazioni nucleari non dipendono dalla carica elettrica delle particelle e il
modello di Yukawa prevedeva ’esistenza di mesoni in tre stati di carica elettrica.
Quindi nell'interazione dei raggi cosmici primari si producono mesoni 7=, 7, 7 con
uguale abbondanza. Subito dopo la scoperta del mesone 7+ Oppenheimer propose
che la componente non penetrante dei raggi cosmici fosse originata dal decadimento
del mesone neutro, 7% — ~v. I raggi v interagendo con in nuclei dell’atmosfera
originano a loro volta cascate elettrofotoniche costituite da molti elettroni, positroni
e fotoni. Questo decadimento avviene per interazione elettromagnetica, quindi con
vita media molto piu breve del decadimento m — pv.

Il mesone 7° fu osservato nel 1950 in uno dei primi esperimenti fatti con fasci
secondari presso un acceleratore di protoni. Il fascio primario interagendo su un
bersaglio produce mesoni e i mesoni carichi possono essere guidati con campi mag-
netici su altri bersagli. La sezione d’urto di reazione e quella tipica dell’interazione
nucleare, o ~ (R + 1i/p*)?, dove R ¢ il raggio del nucleo bersaglio e p* & 'impulso
nel centro di massa della reazione. Nell'interazione di mesoni di bassa energia su
nuclei fu osservata la produzione di fotoni con energia ~ 70 MeV che fu intepretata

at N -7 X Y

La misura dell’energia e della direzione dei due fotoni permette di ricostruire la massa
dalla relazione m? = 2FE; E5(1 — cos ). 1l valore misurato ¢ myo = 135 MeV/c?. La
vita media & 7,0 = 0.84 10716 s.

3.1.4 I mesoni 7

II muone é un fermione di spin 1/2 e ha le stesse caratteristiche dell’elettrone. E
soggetto solo ad interazione elettromagnetica e debole. Il neutrino ¢ anch’esso un
fermione di spin 1/2 soggetto solo all'interazione debole. Le particelle che non sono
soggette a interazione nucleare, 1'elettrone, il muone e il neutrino, sono chiamati
leptoni (particelle di massa piccola). I leptoni sono particelle elementari, cioé non
hanno una struttura interna, e soddisfano ’equazione di Dirac. L’elettrone e per
convenzione un fermione e il positrone il corrispondente antifermione. Per la con-
servazione del numero fermionico e della carica elettrica p~ ¢ un fermione e p* un
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antifermione. Come verra mostrato nel seguito i due neutrini prodotti nel decadi-
mento del leptone p sono distinguibili, uno ¢ associato all’elettrone e I’altro al muone.
Quindi il decadimento dei due stati coniugati di carica e

,u+—>ﬁﬂ et v, W — v e U
I mesoni 7, chiamati pioni, sono invece bosoni, sono soggetti oltre alle interazioni
elettromagnetica e debole anche all’interazione nucleare e non sono particelle ele-
mentari, ma hanno una estensione spaziale finita e una struttura interna. I numeri
quantici dei mesoni 7 sono definiti dalle leggi di conservazione. Facciamo alcuni es-
empi, che hanno per lo piu interesse storico, di reazioni con cui sono stati determinati
i numeri quantici.

Spin

La simmetria dell’interazione nucleare per inversione temporale definisce una re-
lazione tra le sezioni d'urto 7td — pp e pp — 7*d (d ¢ il nucleo di deuterio che &
uno stato spinP® e = 1+)

d 2
d—g (7r+d — pp) = costante x |{pp|H|x"d)|* (2s, + 1) B

d 2
£ (pp = 7T+d) = costante x [(mTd|H|pp)|* (254 + 1)(25; + 1) P
Integrando sull’angolo, tenendo conto che i due protoni nello stato finale sono indis-

tinguibili, si ottiene

VUrd Upp

olpp— mtd)  (2s; +1)(2sd+1) p2 3 (25, + 1) P2
= _— = — Sﬂ_ _—
o(mtd — pp) (2sp +1)%/2 pp 2 2
I risultati delle misure sono
K, =340 MeV Pem = 82 MeV o(pp — 7d) = 0.18 mb
K, =28 MeV DPem = 400 MeV o(ntd — pp) = 3.1 mb

da cui otteniamo 2s, + 1 ~ 1: il pione carico ha spin zero.

I1 pione neutro decade 7 — ~~ in uno stato di due bosoni identici, il momento
angolare dello stato finale ¢ pari: s, = 0, 2,.... Inoltre nelle interazioni nucleari
vengono prodotti mesoni neutri con la stessa molteplicita 2s, + 1 dei mesoni carichi,
quindi ¢ escluso che sia s > 2: anche il mesone 7° ha spin zero.

Parita

Per un bosone si puo definire la parita intrinseca studiando reazioni in cui si conserva
la parita, cioe nelle interazioni elettromagnetiche e nucleari. A energia bassa, p, — 0,
la reazione m~d — nn avviene per cattura del pione in uno stato di momento angolare
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orbitale ¢ = 0, (onda S). La reazione 7~d — nnn° & energeticamente possibile anche

per p, — 0 ma si osserva solo a energia maggiore di circa 100 MeV .
Nella prima reazione il momento angolare totale e J =8, 4+ 5;+/¢ =5;=1. La
parita nello stato iniziale e finale ¢

P(r=d) = P,Py(—1)" = P, P(nn) = P*(-1)* = (-1)*

Lo stato finale e costituito da due fermioni identici ed e antisimmetrico rispetto allo
scambio n < n. Lo stato di singoletto (1}, S = 0) ¢ antisimmetrico, quindi deve
essere L = pari, ma questo non ¢ possibile perche non conserva il momento angolare
J=S+1L # 1. Lo stato di tripletto (f}, S = 1) & simmetrico, quindi deve essere
L = dispari. Ne consegue che il pione carico ha parita negativa: P, = —1.

Consideriamo lo stato finale nnn®: L, ¢ il momento angolare orbitale del mesone
rispetto al centro di massa nn. A bassa energia, quando le particelle nello stato
finale hanno impulso p = 0, si ha L, = 0. Se P,o = P+ le parita dello stato iniziale
e finale sono diverse

P = P+ Py = (—1)*(=1)"* P = — Py

La reazione puo avvenire solo a energia sufficientemente elevata per cui si ha ¢ # 0
oppure L, # 0.

Il mesone 7 & uno stato spinPerite

= 0~ ed e chiamato mesone pseudo-scalare.

Coniugazione di carica

Dai decadimenti 7t — ptv,, 7= — p~ 1, osserviamo che gli stati 7+ e 7~ sono uno
il coniugato di carica dell’altro: C|r") = a|r~), C|7~) = a|7T), con |a]* = 1. 1I
mesone neutro ha carica elettrica nulla, momento magnetico nullo, numero fermion-
ico nullo, quindi ¢ un autostato della coniugazione di carica. L’interazione elettro-
magnetica conserva la coniugazione di carica e il decadimento 7° — v~ permette di
definire I'autovalore

Chy=-l) =  Ch%)= (-1 =+

Ne consegue che il decadimento 7° — 477 in uno stato con C' = (—=1)> = —1 non
¢ permesso dalla conservazione della coniugazione di carica. Il limite sperimentale
sulla probabilita di decadimento ¢ 3 1078,

Isospin

L’operatore di isospin e stato introdotto nel capitolo 777 per rappresentare con
una legge di simmetria l'indipendenza delle interazioni nucleari dallo stato di carica
elettrica: la hamiltoniana e invariante per rotazioni nello spazio dell’isospin. Protone
e neutrone sono due autostati di isospin I = 1/2 della stessa particella, il nucleone.
La terza componente dell’isospin I3 ¢ legata alla carica elettrica e al peso atomico
dalla relazione

A
:7_[
Q 2+3
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Il numero A di nucleoni (fermioni) si conserva. Questo non e necessario per i mesoni
(bosoni). Il nucleone & anche chiamato barione (particella pesante). Per estendere
la relazione ai mesoni definiamo il numero barionico

e A =41 peri barioni;
e A =0 perimesoni.

Il mesone 7 esiste in tre stati di carica: e un multipletto di isospin con molteplicita
2l +1 =3, quindi I; = 1. La terza componente dell’isopsin ¢ I3 = Q.

nucleone [ =1/2 n=|1/2,-1/2) p=11/2,+1/2)
pione I=1 T =|1,-1) 70 = |1,0) 7t =|1,+1)

Le interazioni nucleari hanno intensita molto maggiore delle altre e per questo sono
anche chiamate interazioni forti o interazioni adroniche (dal greco adpos = forte).
Barioni e mesoni sono chiamati adron:.

Possiamo quindi fare una prima classificazione delle particelle in base alle definizione
fatte

fermioni fermioni bosoni
v, Yy P e Uy mt
e o n et ut v
-

Gli adroni sono soggetti all’interazione debole, elettromagnetica e adronica; i leptoni
carichi all’interazione debole e elettromagnetica; i neutrini solo all’interazione debole
e i fotoni solo all’interazione elettromagnetica.

interazione debole elettromagnetica adronica

fermioni Ve Uy V
e puo vi v
barioni vV vV v
bosoni fotone V
mesoni v v V

3.1.5 Le particelle strane

Le particelle strane furono osservate nel 1947 nelle interazioni dei raggi cosmici in
camera a nebbia con campo magnetico. Furono cosi chiamate per il loro comporta-
mento bizzarro. Infatti sono prodotte con sezioni d’urto grandi, tipiche dell’interazione
adronica, e decadono in mesoni 7 e in nucleoni che sono particelle adroniche, ma
con vite medie tipiche dei decadimenti deboli 7 ~ 107 s (¢c7 ~ 3 ¢m). Inoltre in
una stessa interazione si osserva la produzione associata di due particelle strane.

La vita media e determinata misurando l'impulso delle particelle cariche e il
percorso tra il punto di produzione e il punto di decadimento cha ha valor medio

A = Byer = Lo
me
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La massa delle nuove particelle ¢ determinata dalla cinematica dei prodotti di decadi-
mento facendo ipotesi sul valore della massa di questi, ad esempio mesoni 7 oppure
nucleoni

m? =mi +mj + 2E1Ey — 27 - Py
Esempi di particelle strane e dei modi di decadimento sono

particella massa (MeV/c?) decadimento vita media (s)

K+ 494 K+ — gtq0 1.24 1078
K 498 K — 7= nt 0.89 10710
A° 1116 A — pr~ 2.63 10710

La particella A decade in un barione e un mesone: ¢ un barione (spin semi-intero), la
particella K decade in due mesoni: € un mesone (spin intero). Esempi di produzione
associata di particelle strane in interazioni pione-nucleone sono

7 p— KOA° 7 p— KK p
7tn — KTA° 7n— KTK™p

ma non si osserva m n — K ~A° Un’altra peculiaritd osservata ¢

probabilita di produzione di K+ > probabilita di produzione di K~
probabilita di interazione di K* <« probabilita di interazione di K~

Le stranezze delle particelle strane furono interpretate da Pais e Gell-Mann con
queste ipotesi

e le particelle strane sono caratterizzate da un nuovo numero quantico additivo
chiamato stranezza e indicato con S}

e la stranezza e nulla per le particelle note: leptoni, nucleoni e mesoni 7;

e la stranezza si conserva nell’interazione adronica e nell’interazione elettromag-
netica;

e la stranezza non si conserva nell’interazione debole.

In base a queste ipotesi, poiché lo stato iniziale delle reazioni di produzione ha
stranezza nulla

e K°e A” hanno stranezza opposta;

e K°e K~ hanno stranezza opposta;

e Kt e K" hanno stranezza uguale;

e K~ e AY hanno stranezza uguale.

Come nel caso del nucleone e del mesone 7 esistono due stati di carica del mesone
K con masse simili e che hanno lo stesso valore di stranezza. Invece il barione A
esiste in un solo stato di carica. Gell-Mann e Nishijima proposero di estendere la
relazione tra carica elettrica, numero barionico e isospin introducendo 1’ipercarica:

Y=A+S

legge di Gell-Mann Nishijima Q= ) + I3 = — + I3
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e il barione A° & un singoletto di isospin I = 0, I3 = 0 e ha numero barionico
A =+1, quindi Y(A) =0, S(A) = —1;

e i mesoni K KT, hanno numero barionico nullo, Y(K) = S(K) = +1 e

costituiscono un doppietto di isospsin

K°=11/2,-1/2) K™ =|1/2,+1/2)

e esiste un altro doppietto di isospin con Y (K) = S(K) = —1 ottenuto appli-
cando la coniugazione di carica

CIKT) = oK) C|K®) = a|K?) o] =1
In interazioni pione-nucleone, oltre al barione A°, ¢ stata osservata la produzione di
un barione chiamato X che esiste in tre stati di carica

7 p — KO%° Tp— KtY~

7tn — KT¥0 7tn — K5t mtp — KTXt

con valori di massa m(Xt) = 1189 m(X%) = 1193 m(X™) = 1197 MeV/c* e
modi di decadimento

vt — prd Yt —nrt 7=0.80 10710 5
X7 > nm T=148 10" s
Il barione ¥ e un triletto di isospin I = 1, I3 = —1,0,+1, con numero barionico

A=+1: quindi Y(2) =0, S(¥) = -1

Y= |1,-1)  X°=11,0) X" =]|1,+1)

Poiché il tripletto X e il singoletto A hanno gli stessi numeri quantici, il barione %°
puo decadere per interazione elettromagnetica che conserva la stranezza. La prob-
abilita di decadimento ¢ molto maggiore dei modi di decadimento per interazione
debole

$0 = Ay T=7410"%" s

I due barioni hanno la stessa parita: si tratta di una transizione di dipolo magnetico.

Interazioni dei mesoni K

I mesoni K vengono prodotti nelle interazioni di fasci di protoni o mesoni 7 su
nucleoni e possono essere selezionati per produrre altre reazioni adroniche in cui si
conserva la stranezza, ad esempio

Ktp— K'p

Ktn— Ktn K%

Kp— Kp K'n 7N 7zt~ 7980 =%+
Kp— K°Z0 K+2-

Kn— Kn 7 A 7%~

Kn— K2~
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E evidente che i mesoni K~ possono produrre molti piu stati finali che non i mesoni
K*. In particolare nelle interazioni dei mesoni K~ (S = —1) si possono produrre
mesoni K (S = +1) e due stati di un barione con stranezza S = —2, chiamato Z,
che formano un doppietto di isospin I = 1/2, I3 = —1/2,+1/2. Questi decadono
per interazione debole prevalentemente nel barione A° e in un mesone 7

barione massa (MeV/c?) decadimento vita media (s)
=0 1315 =0 — AVqY 2.90 10710
=" 1321 = — A7~ 1.64 10710

I barioni dotati di stranezza sono anche chiamati iperoni. La tabella mostra 1’assegnazione
dei numeri quantici ai mesoni e ai barioni in base alla legge di Gell-Mann e Nishijima

barioni 1 A S Y I3 Q mesoni 0 A S Y I3 Q

2

p +1 0 +1 +1/2 +1 K+ 0 +1 +1 +1/2 +1
n +1 0 +1 -1/2 0 K° 0 +1 +1 —1/2 0
A° +1 -1 0 0 0 n° 00 0 0 0
¥t +1 -1 0 41 +1 nt 0o 0 0 +1 +1
»0 +1 -1 0 0 0 0 o0 0 0 0
- +1 -1 0 -1 -1 T 0o 0 0 -1 -1
=0 +1 -2 -1 +1/2 0 KO 0 -1 —1 +1/2 0
== +1 -2 -1 —1/2 -1 K- 0 -1 -1 —1/2 —1

Si nota una completa simmetria dei vari stati degli adroni nelle variabili isospin e
ipercarica (Fig.3.4): i1 mesoni e i barioni formano un ottetto e sono gli autostati
della Simmetria Speciale Unitaria in tre dimensioni SU(3) (appendice 777). Nella
tabella ¢ stato introdotto un nuovo mesone pseudoscalare n° singoletto di isospin.

barioni 1/2% mesoni 0~
Y Y
+1t /n p\ +11 \
° Z\ /f | \ /
KR = =0 ER
‘ ‘ I3 I3
-1 0 +1 -1 0 +1

Figure 3.4: Rappresentazione degli stati dei barioni %Jr e dei mesoni 0~ nelle variabili
13 XY

3.1.6 I mesoni K

Ogni particella decade in stati di massa piu piccola. La probabilita di decadimento
¢ definita dalla hamiltoniana di interazione e dallo spazio delle fasi. Per i mesoni di
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massa piu piccola, i mesoni 7, i modi di decadimento sono

70 — vy 0.988 interazione elettromagnetica
70 —ete ™y  0.012 7=0.8410"1 s
m® —efe” 621078
™t — uty, 1.000 interazione debole
7t —efy, 121074 7=26010"%s

I modi di decadimento dei mesoni K carichi e le probabilita di decadimento sono

Kt — puty, 0.635  decadimenti

etv, 1.6107°  leptonici
mVetr, 0.048  decadimenti
uty,  0.032  semileptonici
s 0.212  decadimenti

atata™  0.056 adronici

ata070 0.017

I decadimento dei mesoni K neutri sono trattati nel capitolo 777. I decadimenti
leptonici sono in tutto simili a quelli dei mesoni 7. Questo indica che sono mesoni
pseudoscalari con spin?¥#* = (0~. I decadimenti semileptonici sono simili ai decadi-
menti 3 dei nuclei. Inoltre i mesoni K possono decadere in stati adronici con due o
tre mesoni .

I mesoni 7 hanno spin zero. Nel decadimento K+ — 777 lo spin del mesone K
¢ uguale al momento angolare orbitale L,,. La parita del mesone K, se si conserva
nel decadimento, e

Py = P} (=1)F

I possibili stati di spin?** sono: 0%,17,2%,.... Nel decadimento K+ — nrrtm,
K* — 7t7%7°, chiamiamo L il momento angolare orbitale dei due mesoni identici
e ¢ il momento angolare del terzo mesone nel centro di massa dei primi due. Per la
simmetria dei bosoni L ¢ pari. Il momento angolare totale ¢

J=L+( Ll <J<L+/

La parita dello stato ¢: Px = P3(—=1)L(—1)* = (=1)**!. Le possibili combinazioni
S0No

L = 0 0 0 0 2 2 2
¢ = 0 1 2 ... 0 1
JPo = 0 1t 2° 2- 172%3*

Lo stato di momento angolare J si pud determinare sperimentalmente. Infatti per
un decadimento del tipo K — 7w la conservazione di energia, Fy + Fy + E3 = m,
e impulso, p1 + p3 + p3 = 0, definisce due variabili indipendenti, ad esempio F;
E,. La densita dello spazio delle fasi d*n/dE,dE, & costante (appendice 777). La
probabilita di decadimento in funzione delle due variabili

d’T d’n
- HIK 2 _ 7"
dEldEQO(K””’ 5] dE,dE,
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e proporzionale al quadrato dell’elemento di matrice. Quindi si puo misurare la
dipendenza dell’elemento di matrice dalle variabili cinematiche. Questo metodo di
analisi & stato proposto da Dalitz nel 1955 per determinare gli stati di spinP® del
decadimento K — n7rmr: il diagramma della probabilita di decadimento in funzione
di due variabili ¢ chiamato diagramma di Dalitz.

In particolare, se il momento angolare totale ¢ nullo non si ha alcuna direzione
definita nello spazio e la densita nel diagramma di Dalitz e costante. Questo e stato
osservato nel decadimento K — 7w per cui si e concluso che il mesone K ha spin
zero. Quindi lo stato finale del decadimento K — wnm ha spinP¥# = 0~ mentre
nel decadimento K — 77 ha spin?»#% = 0. Per alcuni anni il mesone K & stato
considerato come due particelle distinte perché non era credibile che la parita non si
conservasse nel decadimento. Ma era anche difficilmente credibile che due particelle
con la stessa massa e la stessa vita media potessero esistere in due stati diversi.

L’analisi fatta da Lee e Yang nel 1956 mostro che non esisteva alcuna evidenza
sperimentale di conservazione della parita nelle interazioni deboli. Lee e Yang pro-
posero alcuni esperimenti per mettere in luce eventuali effetti di violazione della
simmetria per parita. Il primo di questi esperimenti, il decadimento del nucleo
di Cobalto polarizzato (capitolo ?77) confermo che la paritd non & conservata
nell’interazione debole. Il secondo fu fatto pochi mesi dopo e mostro che la parita
non si conserva nel decadimento del mesone 7 (capitolo 777).

Raggio dei mesoni

Protone e neutrone hanno una dimensione spaziale di 0.8 +0.9 fm che si puo deter-
minare sia misurando i fattori di forma elettromagnetici, ad esempio con esperimenti
di diffusione elastica elettrone-protone o elettrone-deuterio, sia misurando la sezione
d’urto protone-protone o neutrone-protone ad alta energia. Nel primo caso si misura
la distribuzione di carica elettrica e di magnetizzazione, nel secondo la distribuzione
della materia adronica.

Poiché non si hanno bersagli di mesoni, per misurare il fattore di forma dei
mesoni 7= e KT, si possono fare esperimenti di diffusione elastica di fasci secondari di
mesoni sugli elettroni atomici, ad esempio usando un bersaglio di idrogeno liquido. In
questo caso, per eliminare le reazioni di interazione mesone-protone che sono molto
piu probabili, occorre osservare 'elettrone diffuso nello stato finale e misurarne le
variabili cinematiche. Nel riferimento in cui I'elettrone ¢ inizialmente in quiete si
ha —q¢? = 4EE'sin?0/2 = 2m,E'. La sezione d’urto di diffusione di particelle di
spin zero, sezione d’urto di Mott (capitolo 777), & modificata per il fattore di forma
elettrico o (moc?)? )

o r? m ]; cos?0/2 | Fe(¢*)|
Un fattore di forma Fi(q?) = (1+ (r2)¢?/6)"" riproduce bene i dati sperimentali.
Dai risultati si estrae il raggio quadratico medio dei mesoni

\/@ = 0.66 fm V{r%) = 0.58 fm
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La misura della sezione d’urto totale di interazione di mesoni su protone ad alta
energia, o(mtp) ~ 23 mb, o(K*p) ~ 20 mb, interpretata con il modello di diffusione
da un disco assorbente (capitolo 777), fornisce valori simili per il raggio dei mesoni.

3.1.7 1l mesone 7

Nella tabella che mostra le proprieta degli adroni, per completare la simmetria,
¢ stato introdotto il mesone 7° che & il singoletto di isospin con gli stessi numeri
quantici del mesone 7°. Il mesone 1° & stato osservato nel 1960 studiando la reazione
77d — 7 7% pp in cui i tre mesoni 7 formano uno stato legato che decade per
interazione elettromagnetica

m,, = 547 MeV/c? 7, =0.56 107" 5

I decadimenti piu probabili e le frazioni di decadimento sono

n’ — vy 0.393

07070 0.322

ata=7®  0.230
I numeri quantici del mesone 7° sono
e J = 0: dall’analisi del diagramma di Dalitz del decadimento n — w77 si
deduce che lo spin e zero;
e P = -1: non si osserva il decadimento n — 7m: se ne deduce che la parita

¢ negativa. Infatti due mesoni 7 in uno stato di momento angolare orbitale
L = 0 hanno parita positiva: P = P?(—=1)l' = +1;

e C = +1: il mesone n° & autostato della coniugazione di carica, il decadimento
n® — v indica che I'autovalore & +1;

e I = 0: se fosse I # 0 il decadimento n — 7mnm avverrebbe per interazione
adronica con vita media molto piu breve di quella osservata.

Oltre al mesone 1° esite un’altra particella con gli stessi numeri quantici, chiamata 7’
Ha massa 958 MeV/c? e come il mesone 1° decade per interazione elettromagnetica.
Non si tratta di uno stato eccitato del mesone n° perché non puod decadere né ' —
n’y (non esistono transizioni elettromagnetiche spin zero — spin zero) né ' — n°w
(non si conserva la parita). Il decadimento pitt frequente & ' — n°wr.

3.1.8 Simmetria dell’isospin

Esistono gruppi di particelle soggette all’interazione adronica che hanno valori di
massa molto simili, ma valori diversi della carica elettrica. Poiché l'interazione
adronica e indipendente dalla carica elettrica le particelle dello stesso multipletto
sono state identificate come una singola particella autostato dell’operatore di isospin
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I con molteplicita 27 + 1 pari al numero di stati di carica. L’operatore di isospin
cosi definito ha le stesse proprieta di un generatore di rotazioni e commuta con la
hamiltoniana dell’interazione adronica. Nell’interazione adronica si conserva sia I3
che il modulo dell’isospin.

Gli autovalori di isospin di un sistema di particelle si ottengono seguendo le leggi
di composizione dei momenti angolari. Se due particelle hanno isospin |ji,m1),
|72, ma), 1 possibili stati di due particelle |J, M) con

|j1_j2|§=]§j1+j2 M =my +my

SOono
|‘]7 M> = Z <j17m1;j27m2|<]7 M> : |j17m1;j27m2>

mima

i coefficienti di Clebsch-Gordan (j1,m1; jo, ma|J, M) sono calcolati nell’appendice
777 per alcuni casi semplici.
Esempio 1

Le reazioni pp — dn™, np — dr°, hanno la stessa distribuzione angolare, ma sezione
durto o(pp — dnt) = 2 o(np — dn°)

do P2

- dr*) = costante |(dr*|H|pp)|* (254 + 1)(25, + 1) ——
6 (o0 = dm) = costante | ) (250+ (25, +1) 2
do (np — dwo) = costante |(dn’|H|np)|? (254 + 1)(2s, + 1) _Pa
d UnpUrd

Le masse delle particelle sono approsimativamente uguali e, per gli stessi valori di
energia, i fattori cinematici sono uguali. Quindi il rapporto tra le sezioni d’urto
dipende solo dal rapporto tra gli elementi di matrice. Gli stati di isospin sono

p=1/2,41/2) n=|1/2,-1/2) d=10,0) 7°=]1,0) =" =]1,+1)
Gli stati combinati sono

dnt =|1,+1) dr® =11,0)

Gli elementi di matrice tra gli autostati di isospin sono

(1[H|1) — (1[H]|0)
V2

con (1|H|0) = 0 perché la hamiltoniana commuta con I. Quindi

(dn*|H|pp) = (1|H|1)  (dn°|H|np) =

o(pp — dm*)  |[{dat|H|pp)]>

_ —9
o(np — dr®)  |{dr®|H|np)|?
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Esempio 2

Le sezioni d’urto delle reazioni 7*d — pp, 7~d — nn, sono uguali perché

pp=ntd=11,+1) nn=md=|1,-1)

Esempio 3

Il mesone n° & autostato di isospin |0, 0) e autostato di coniugazione di carica con
autovalore C' = 41 e non decade per interazione adronica:

e il decadimento n° — 7 & vietato dalla conservazione della parita;

e il decadimento n° — 777w & vietato dalla conservazione dell'isospin. Infatti
Iisospin dello stato mm e

-

ITFWF:-[_;TTF—I_I_;F -[7r:1

quindi per avere I, = 0 deve essere I, = 1. I possibili stati I, sono

7 — 77 T —a ot O — a0

NG NG L=

tutti antisimmetrici per lo scambio 7 « 7. Quindi lo stato 7+ 7%~ con I =0

ha coniugazione di carica C' = —1. L’altra combinazione, lo stato 7°7°7°, non

puo avere [ = 0;

7T+0_0+

11,+1) = 11,0) =

e il decadimento 7 — 77w non avviene perché m, < 4m,.

3.1.9 Gl antibarioni

[ barioni, protone, neutrone e gli iperoni, sono fermioni di spin 1/2. In base alla
teoria di Dirac devono esistere i corrispondenti stati coniugati di carica, gli an-
tibarioni, con numero fermionico, carica elettrica, momento magnetico e stranezza
opposti. La teoria & confermata dai leptoni: esiste il positrone (e™), il leptone u* e
I’antineutrino.

Per verificare la predizione di Dirac fu costruito nel 1955 un acceleratore di pro-
toni che potesse raggiungere la soglia di produzione di antibarioni. Un antiprotone
puo essere prodotto in interazioni di protoni su nuclei con le reazioni pp — pppp,
pn — pppn, che conservano il numero barionico e la carica elettrica, se I'energia
cinetica del fascio ¢ maggiore di 6m, = 5.6 GeV. In effetti I'energia puo essere leg-
geremente minore se si tiene conto del moto di Fermi dei nucleoni legati nel nucleo.

La produzione dell’antiprotone ¢ segnalata dalla presenza nello stato finale di
una particella di carica negativa e massa pari a quella del protone. A questa en-
ergia, nell'interazione protone-nucleo vengono prodotti mesoni 7~ con probabilita
molto maggiore, quindi ¢ necessario selezionare particelle con massa m, facendo
misure sia di impulso che di velocita delle particelle prodotte. L’esperimento fu
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fatto utilizzando magneti curvanti per selezionare le particelle di carica negativa e
sia tecniche di tempo di volo che rivelatori Cerenkov per misurarne la velocita. Nel
1956 Chamberlain, Segré e collaboratori scoprirono ’antiprotone.

Una volta scoperto il metodo per produrre un fascio secondario di antiprotoni,
questo puo essere utilizzato per produrre altri antibarioni in reazioni di annichi-
lazione pp — barione antibarione. Nel 1957 Cork, Lamberston e Piccioni scoprirono
in questo modo I’antineutrone. L’esperimento fu fatto osservando la scomparsa
dell’antiprotone in un bersaglio che era anche rivelatore di ionizzazione, questo era
seguito da un rivelatore di veto che segnalava l’assenza di ionizzazione (i neutroni
non ionizzano) e da un terzo rivelatore capace di misurare I’energia totale rilasciata
nella annichilazione dell’antineutrone prodotto nn — E = 2m,,.

Con fasci di antiprotoni si possono produrre altri antibarioni. Ad esempio, A0
¢ stato asservato nell’annichilazione di antiprotoni in camera a bolle a idrogeno
liquido pp — APA°. Si osserva la traccia dell’antiprotone fino al punto in cui avviene
I'interazione e pit1 avanti le tracce dei prodotti di decadimento A® — pr*, A® — pr—.
Il cammino delle particelle A, neutre e quindi non visibili nella camera a bolle, & in
media A = (pp/mac) cTa, con ety = 7.9 cm.

Con questo metodo sono stati scoperti gli altri antibarioni 3, =, . . .: per ogni bar-
ione e stato osservato il corrispondente antibarione. Gli antibarioni hanno numero
barionico negativo, A = —1 per p,7n, A,...; A = —2 per I'antideutone; e decadono
negli stati coniugati di carica dei corrispondenti barioni, ad esempio I'antineutrone
decade 3T, n — petve; A — prt oppure AD — an®; X0 — Ay, ..

3.1.10 Risonanze adroniche

Barioni e mesoni sono soggetti a decadimenti elettromagnetici o deboli. Nelle inter-
azioni adroniche si possono produrre degli stati eccitati che sono chiamati risonanze.
Nel caso di atomi o nuclei si possono formare stati eccitati che decadono emettendo
fotoni, i bosoni del campo elettromagnetico. Allo stesso modo le risonanze adroniche
decadono emettendo mesoni

YN — N}, — N~y N — Npoo — N7

La larghezza di una risonanza ¢ tipicamente I' & m,c? e a questa corrisponde una

vita media 7 = h/m,c* =~ 1072% s. In questo brevissimo intervallo di tempo il
cammino di decadimento e pari al raggio d’azione dell’interazione adronica cr =
ic/mgc® ~ 1 fm. E chiaro che la vita media di una risonanza non si puo deter-
minare né con misure di tempo né con misure di distanze. La larghezza si determina
misurando la curva di eccitazione della risonanza oppure misurando la massa in-
variante delle particelle nello stato finale m? = (ZkPk)2 con P = (pk, Ex).

Le risonanze possono essere stati eccitati barionici con spin semi-intero oppure
stati eccitati mesonici con numero barionico nullo e spin intero. Sono caratterizzate
dai numeri quantici, carica elettrica, spin, isospin, parita e coniugazione di carica
che si conservano nel decadimento per interazione adronica.
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La risonanza A

La prima risonanza adronica fu ossevata da Fermi e Anderson nel 1949 studiando la
diffusione elastica di mesoni 7 da un bersaglio di idrogeno liquido (7*p — 7" p).
La dipendenza della sezione d’urto dall’energia si puo rappresentare come sviluppo
in onde parziali (capitolo 777)
Th? 9
o 2 %:(2£+ 1) |1 — ay

Pem € I'impulso nel centro di massa della reazione e a, sono le ampiezze delle onde
parziali, a;, = n,e?. Per la diffusione elastica, 7, = 1. Se si eccita una risonanza di
massa m che ha spin J la sezione d’urto ha un massimo per §; = 7/2 e la dipendenza
dall’energia ¢ caratterizzata dalla curva di eccitazione lorentziana

Amh? 2J +1 (I'/2)?
P2 (28 +1)(2sp+ 1) (Een —m)?+ (T'/2)2

che ha il massimo per E.,, = m e larghezza a meta altezza pari a .

La sezione d’urto di diffusione elastica 7#+p in funzione dell’impulso del pione &
mostrata in Fig.3.5. Il valore di picco della sezione d’urto si ha per E, ~ 330 MeV/c
che corrisponde all’energia totale nel centro di massa m = (m2 + mf, +2m, B2,
La risonanza AT+ ha massa ma = 1232 MeV/c? e larghezza T'a ~ 120 MeV .

o(ab — Nj) =

250
g
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Figure 3.5: Sezione d’urto 7#p — 77 p in funzione dell’impulso del mesone 7+

Il picco della risonanza corrisponde al valore p., = 230 MeV/c. Da questo e
dal valore della sezione d’urto si puo derivare lo spin della risonanza

_Aw(he)? 2J+1
max — (pcmc)2 2

=~ 200 mb = 2J+1=4 J=3/2

Spin. Lo spin della risonanza si puo anche determinare dalla distribuzione angolare
del pione e del protone nel centro di massa della reazione. II momento angolare ¢
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J =3+ 5y + v (sx =0, (& il momento angolare orbitale). Consideriamo come asse

di quantizzazione la linea di volo 7-p: il momento angolare  ha componente m = 0,
quindi nello stato iniziale J ha componente M = 1/2.

e se ! =0, 'ampiezza di diffusione e proporzionale all’armonica sferica Yj o(6, ¢) =

1/V/4m = costante;

e se / =1, si pud avere J = 1/2 oppure J = 3/2; le combinazioni dei momenti
angolari sono

J=1/2 [1/2,+1/2) = /2/3 Y11(0,9) [1/2,-1/2) = /1/3 Yi,(0,6) |1/2,+1/2)

— —\/1/47 sinf &7 |1/2,-1/2) — \/1/4m cos 0 |1/2,+1/2)
J=3/2  [3/2,41/2) = \/1/3 Y1.1(0,0) |1/2, ~1/2) +/2/3 Y1 0(6, 9) [1/2,+1/2)
= —/1/87 sinf € |1/2,—1/2) +\/1/27cos B [1/2,+1/2)
e per J =1/2, |f(0)]* = (sin?f + cos? 0) /4n = costante;

e per J =3/2, |f(0)]* = (1+3cos?6)/8x; i risultati sono in accordo con questa
seconda ipotesi e quindi confermano che la risonanza ha spin 3/2.

Isospin. Poiché I, = 1 e Iy = 1/2 le combinazioni 7-N hanno isospin I = 1/2
oppure I = 3/2. Larisonanza A™" ha terza componente dell'isospin I3 = Q—A/2 =
+3/2 e fa parte di un multipletto di stati risonanti 7-/N con isospin I = 3/2

13/2,43/2) =7"p ATT
13/2,+1/2) = \/1/3 m¥n + \ﬁ wp  AY | [1/2,41/2) = \/2/3 7 — \/2/3 70
3/2,-1/2) = \/2/3 0+ \/1/377p  A® |[1/2,-1/2) = \/1/3 7% — \/2/3 7p
13/2,-3/2) =7m"n A~

Esistono quindi quattro stati con isospin I = 3/2 e spin J = 3/2 con massa ap-
prossimativamente uguale; i modi e le frazioni di decadimento sono

At S atp 1

AT — 7%  2/3 At —71tn 1/3
A — 7% 2/3 A - 77 p 1/3
A™ — 1 n 1

Parita. Le risonanze A sono stati legati 7-/N con momento angolare orbitale £ = 1:
la paritd ¢ Pa = P, Py(—1)" = +1.
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P m

Figure 3.6: Eccitazione e produzione della risonanza A

3.1.11 Risonanze barioniche

Una risonanza si puo osservare come eccitazione nella diffusione elastica (esempio
precedente) oppure producendo uno stato finale con massa e numeri quantici definiti.
La Fig.3.6 mostra i due modi per la risonanza A. Nelle interazioni di fasci di
mesoni K~ con bersagli di idrogeno o deuterio si producono risonanze barioniche
con stranezza S = —1 (Fig.3.7)

Kp—a X K p — n0%* K p—nty*

La risonanza Y* ha larghezza T' ~ 37 MeV. Le masse (in MeV/c?) e i modi di
decadimento sono

Y(1382.8) — A%t ¥*(1383.7) — A%7°  *T(1387.2) — A’n”

Lo spin, J = 3/2, si misura studiando la distribuzione angolare dei prodotti di
decadimento. L’isopin, fg =1 A+f7r, ¢ I, = 1. Allo stesso modo, con fasci di mesoni
K~ si producono risonanze barioniche con stranezza S = —2 in associazione con
mesoni K (S = +1)

K p— K%=* K p— K=

La risonanza =* ha numeri quantici J = 3/2, I = 1/2, ha larghezza I' ~ 9 MeV e

decade
E*(1531.8) — E~nt oppure — Z07°
=*7(1531.8) — E~7% oppure — =071~

4

Figure 3.7: Esempi di produzione di risonanze barioniche con stranezza
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Tutte queste risonanze hanno numero barionico A = +1, spin 3/2, parita posi-
tiva. Gli altri numeri quantici sono

+

bariont % S Y I3 Q
At 0 +1 +3/2 +2
AT 0 +1 +1/2 +1
A 0 +1 —-1/2 0
A~ 0 +1 =3/2 -1
) -1 0 +1 +1
o -1 0 0 0
X -1 0 -1 -1
gk -2 -1 +1/2 0
= -2 -1 -1/2 -1
Q- -3 =2 0 -1

La rappresentazione delle risonanze barioniche nelle variabili I3 x Y e mostrata
in Fig.3.8 dove e stato aggiunto il barione 27. L’esistenza di questa particella di
stranezza S = —3 e isospin I = 0, e il valore della massa, erano stati previsti da
Gell-Mann prima che fosse osservata. Si nota infatti una regolarita dei valori delle
masse

e le particelle nello stesso multipletto di isospin, allineate lungo 'asse I3, dif-
feriscono per il valore della carica elettrica: la piccola perturbazione dovuta
all’interazione elettromagnetica produce una differenza di massa di circa 1 MeV;

e le particelle con la stessa carica elettrica sono allineate lungo un asse inclinato
a 120° e hanno stranezza che differisce di una unita: la differenza di massa e
di circa 150 MeV .

— + —

ottetto barioni 1/2 decupletto barioni 32t massa (MeV)
Y \%
+1 P +1 iy -AC ot AT 1235——12335——1231.7——1230.8
0 b 30N0 st 0 z*'\ o /Z*" 13872 13837 13828
1 = =0 l =*- =0 15350  1531.8

I3
-1 0 +1
2 Q" 1672.5
I3
-1 0 +1

Figure 3.8: Ottetto di barioni 1/2% e decupletto di barioni 3/2%

In effetti 2~ non decade per interazione adronica, quindi non € una risonanza.
Questo perché nell’ottetto dei barioni 1/2% non esiste una particella con stranezza
S = —3 e nel decupletto 3/27 la differenza di massa che corrisponde a AS =1 ¢
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minore della massa del mesone K. 2~ non decade neppure per interazione elettro-
magnetica che conserva la stranezza. Decade per interazione debole con cambio di
stranezza di una unita, come le altre particelle strane,

0O — =20~ QO —-=7x 0O — A'K- 7=0.8210"1"¢

3.1.12 Risonanze mesoniche

In modo analogo si producono risonanze mesoniche con A = 0 che decadono in stati
di due o pitt mesoni pseudoscalari. L’analisi della distribuzione angolare dei prodotti
di decadimento indica che hanno spin J = 1 e per questo sono chiamati meson:
vettori. Si possono quindi rappresentare come stati legati di mesoni di spin zero con
momento angolare orbitale £ = 1 e hanno parita negativa: P = P,Py(—1)" = —1.
La Fig.3.9 mostra alcuni esempi di produzione di risonanze mesoniche.

K+ Tl+ Tl'" Tl+ K~ K-
K pt P
Y ™ K*
KO ™ K*
p p p p p N

Figure 3.9: Esempi di produzione di risonanze mesoniche

e Larisonanza K* ¢ uno stato m-K costituito da due doppietti di isospin I = 1/2.

e La risonanza p esiste in tre stati di carica con modi di decadimento

+..0 0

ot =t O ot

T p — T

E uno stato legato m-m tripletto di isospin, I = 1, gli autostati di isospin,

pt = |1,4+1), p° = |1,0), p~ = |1,—1), sono antisimmetrici per lo scambio
T

+ wta®—alnt o T —mwt e e

p 7 p 7 p 7

Il decadimento p° — 7%7% non avviene perché due bosoni identici non possono

esistere in uno stato antisimmetrico. Il mesone p® & autostato di coniugazione
di carica con autovalore C' = —1. Infatti la trasformazione di coniugazione di
carica 77~ — w7 corrisponde all'inversione delle coordinate spaziali e cioe
alla trasformazione di parita: Clrtn~) = (=1)f|7~7t) = —|7~7T).

e La risonanza w e un singoletto di isospin con carica elettrica nulla. E uno
stato simmetrico dell’isospin e quindi non decade in uno stato m-7 che e anti-
simmetrico per lo scambio 7 <+ 7. Il modo di decadimento ¢ w — 7707~
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e Lsite un altro stato singoletto di isospin con massa maggiore di 2mg, la riso-
nanza ¢, che decade prevalentemente in stati K-K antisimmetrici rispetto allo
scambio (i mesoni K hanno isospin 1/2), ad esempio

Kt K — K K*
V2

come p°, i mesoni vettori w e ¢ sono autostati della coniugazione di carica con
autovalore C' = —1.

¢ =10,0) =

La massa e larghezza delle risonanze mesoniche 1~ sono elencate nella tabella che
segue con i principali modi di decadimento

m (MeV/c*) T (MeV) decadimento
K~ 894 o1 Km
p 770 150 s
w 783 8.4 ntaln
o 1019 4.4 KtK- KK 7tnOq—

I numeri quantici mostrano le stesse regolarita dei mesoni pseudoscalari

mesoni 1= S Y I3 Q
K** +1 +1 +1/2 +1
K*° +1 +1 —-1/2 0

pt 0 0 41 +1
p° 0 0 0 0
p- 0 0 -1 -1
w 0 0 0 0
Ko -1 -1 +1/2 0
K*= -1 -1 -1/2 -1
) 0 0 0 0

La Fig.3.10 mostra la rappresentazione dei numeri quantici dei mesoni pseudoscalari
e dei mesoni vettori come un ottetto e un singoletto della simmetria SU(3).

al «+  Mesoni 0 0l K*Q_Kq mesoni 1
01 / \ n 0t

\ ottetto / singoletto \ ottetto / smgoletto
a4 al

-1 0 +1 s -1 0 +1 3

Figure 3.10: Ottetto e singoletto dei mesoni pseudoscalari e vettori
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3.2 Modello statico a quark

I numeri quantici delle particelle soggette a interazione adronica mostrano una in-
teressante regolarita sia per i barioni (fermioni) che per i mesoni (bosoni). Questo
ordine deve quindi corrispondere a qualche legge di simmetria della hamiltoniana di
interazioni che e piu generale che non le leggi di conservazione delle singole grandezze:
carica elettrica, isospin, ipercarica e numero barionico. Infatti queste grandezze sono
legate dalla relazione di Gell-Mann e Nishijima @ =Y/2+ I3.

Le particelle senza stranezza si possono costruire a partire dagli autostati di
isospin 1/2 che corrispondono al protone e al neutrone e alle relative antiparticelle

p=11/2,+1/2) p=11/2,—-1/2) n=|1/2,-1/2) n=11/2,+1/2)

Con questi due stati si costruisce un tripletto e un singoletto con numero barionico
nullo

11,+1) = pn
11, 0) = (pp + nii)/v/2 0, 0) = (pp — nn)/V2
‘17—1> =np

che corrispondono ai numeri quantici dei mesoni pseudoscalari 7 e 1°, se si considera
lo stato di due fermioni con momento angolare orbitale £ = 0 e spin opposti, oppure
ai mesoni vettori p e w, nello stato di spin paralleli. In entrambe i casi la parita dello
stato e negativa perché fermione e antifermione hanno parita opposta. In questo
esempio ¢ implicita I'invarianza della hamiltoniana di interazione per coniugazione
di carica. Questo ¢ il primo tentativo, dovuto a Fermi e Sakata, di riprodurre i
numeri quantici dei mesoni.

3.2.1 Modello a quark

La simmetria degli stati di isospin 1/2 ¢ chiamata SU(2) e i generatori della sim-
metria sono le tre matrici di Pauli di cui una ¢ diagonale. Per riprodurre anche i
numeri quantici delle particelle strane, oltre alla conservazione dell’isospin occorre
introdurre la conservazione della stranezza. Nella simmetria SU(3) (appendice 777)
i generatori sono otto e di questi due sono diagonali: uno ¢ associato alla terza com-
ponente dell’isospin e I'altro all’ipercarica. I generatori sono le matrici di Gell-Mann

(010 (0 i 0 (1000
Gi=5| 100 Ga=5| i 0 0 Gy=5|0 =10
00 0 00 0 0 0 0
(001 (00 i
Gi=5| 00 Gs=5[ 00 0
100 i 0 0
(000 00 0 L (10 0
G6:*001 G7:*00—Z G8:—010
2\ o1 0 2\ 0 i 0 2V3\ o 0 o



Esiste una terza matrice diagonale, combinazione delle precedenti,

4 1 00
ﬁ:2ﬁ=§010
k 0 01
Gli autostati sono i vettori di base
1 0 0
0 0 1

Se SU(3) ¢ una simmetria dellinterazione adronica

e tutte le particelle a interazione adronica si rappresentano come combinazione
di questi stati;

e tutte le grandezze conservate sono operatori diagonali in questa rappresen-
tazione.

G'1, G2, G5 sono le componenti dell’operatore isospin
1 1
G3U:—|—§U G3d:_§d Gss =0

u, d formano un doppietto di isospin 1/2, s & un singoletto. L’operatore stranezza

00 0
S=(00 0
0 0 —1
ha autovalori Su =0, Sd =0, Ss = —s. Gli autostati hanno gli stessi autovalori di

protone, neutrone e A°, che hanno numero barionico A = +1. L’operatore numero
barionico

e
A:ZG}J:§ 0
K 0

O = O
_ o O

ha autovalore A = 41 per la combinazione u + d + s. Gli operatori ipercarica e
carica elettrica sono

1 1 0 0 1 2 0 0
Y:A—i-S:g 01 O Q:Y/2+G3:§ 0 -1 0
0 0 =2 0 0 -1

Gli autovalori delle grandezze fisiche che si conservano sono

A I I, S Y Q
uw +1/3 1/2 +1/2 0 +1/3 +2/3
d +1/3 1/2 —1/2 0 +1/3 —1/3
s +1/3 0 0 -1 -2/3 —1/3
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I vettori di base sono chiamati quark. Il modello a quark basato sulla simmetria
SU (3) fu introdotto da Gell-Mann e Zweig nel 1964. Per dare un significato fisico agli
autostati di SU(3) occorre fare un’altra importante ipotesi: i quark sono fermioni
di spin 1/2. Quindi secondo la teoria di Dirac esistono gli stati coniugati di carica,
gli antiquark. La trasformazione da uno stato all’altro e la coniugazione complessa
e i generatori della simmetria degli antiquark si ottengono con la trasformazione
G — —Gj. Per i generatori diagonali si cambia il segno. Quindi gli autovalori degli
antiquark hanno tutti il segno opposto

A I L S Y Q
—1/3 1/2 —1/2 0 —1/3 —2/3
~1/3 1/2 +1/2 0 —1/3 +1/3
~1/3 0 0 41 +2/3 +1/3

n QK

I quark sono chiamati up, down e strange. 1 differenti tipi di quark sono detti sapori.
La rappresentazione nel piano Y x I3 € mostrata in Fig.3.11.

Y Y
+213 T

S
U3 T

-3 T

i
[oX

23 7T

I3 t t I3
-12 +1/2 -12 +1/2

Figure 3.11: Rappresentazione grafica degli stati di quark e antiquark

3.2.2 Mesoni e barioni nel modello a quark

Le particelle adroniche sono rappresentate come combinazioni di quark e antiquark

e i mesoni sono costituiti da una coppia quark-antiquark ¢;g,: hanno spin intero
e numero barionico nullo;

e i barioni sono costituiti da tre quark ¢;¢2¢3: hanno spin semi-intero e numero
barionico A = +1;

e ¢li antibarioni sono costituiti da tre antiquark ¢;g»@3: hanno spin semi-intero
e numero barionico A = —1.

Le combinazioni si ottengono agendo sugli stati dei quark con gli operatori I* =
Gy +iG,y, Ut = G4 £iGs, V* = G¢ £ iG7, analoghi agli operatori di salto dei
momenti angolari, che aumentano e diminuiscono gli autovalori lungo i tre assi di
simmetria, 1’asse I3 e due assi inclinati a £120°.
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Mesoni

Le combinazioni ¢ sono nove e formano un ottetto e un singoletto. Formalmente
questo si indica con il simbolo 3®3 = 8 ® 1. La rappresentazione grafica ¢ illustrata
in Fig.3.12. T mesoni pseudoscalari hanno spin J = 0: quark e antiquark sono nello

Figure 3.12: Rappresentazione grafica dell’ottetto e del singoletto degli stati ¢g

stato di minima energia cinetica, con momento angolare orbitale ¢ = 0, e hanno spin
opposti (fid}). La corrispondenza tra i mesoni pseudoscalari e gli stati ¢g ¢
Kt=us K =ds 7t =ud

K9 =us KY =ds 7t = ud

Esistono tre stati con Q = 0, I3 = 0, Y = 0, per rappresentare i mesoni 7%, n°,
n’. Questi si rappresentano con combinazioni a,uti + agdd + ass3, con ampiezze
normalizzate |a,|* + |aq|* + |as|* = 1. Uno di questi stati ¢ il singoletto, simmetrico
per scambio dei sapori: a, = ag = a, = 1/4/3. Gli altri due stati fanno parte
dell’ottetto e sono simmetrici per coniugazione di carica, C' = +1, e antisimmetrici
per scambio delle coordinate, P = —1, e degli spin, J = 0. Poiché lo stato di due
fermioni deve essere antisimmetrico, la combinazione di u@ e dd con isospin I = 1
(7%, simmetrica) & antisimmetrica per scambio dei sapori u < d, mentre quelle
con isospin I = 0 (°, 1/, antisimmetriche) sono simmetriche. Tenendo conto che
i tre stati sono tra loro ortogonali, a,a, + aqal, + asa’, = 0, si ottengono queste
combinazioni

o ui—dd o uli+dd— 2ss ,  uti+dd+ ss
m = —— = =
vz NG ! V3
I mesoni vettori hanno spin J = 1: quark e antiquark hanno spin paralleli (). La
rappresentazione come un ottetto e un singoletto di SU(3) ¢ identica alla precedente.
Va notato che i tre stati con Q = 0, Is = 0, S = 0, sono ora antisimmetrici per
coniugazione di carica, C' = —1, ma simmetrici per scambio degli spin J = 1. Poiché

il mesone w decade in stati 77707, mentre il ¢ decade in stati di particelle strane
K K, la rappresentazione naturale di questi tre stati e

o uu—dd w_uﬂ—i—dJ b= 55
SRR T2 -

L’ottetto dei mesoni ¢ mostrato in Fig.3.13.
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Figure 3.13: Costruzione grafica dell’ottetto dei mesoni

Barioni

I barioni sono combinazioni ¢;¢2q3. Combinando due quark si ottiene 3® 3 = 6 ® 3.
Combinando questi con il terzo quark (6 ® 3 =103 8, 3® 3 = 8 @ 1) si ottiene un
decupletto, due rappresentazioni equivalenti di ottetto e un singoletto

333=1008d8d1

L’otteto rappresenta i barioni di spin 1/2. I tre quark hanno momento angolare
orbitale ¢ = 0 e la somma degli spin J = 1/2 (f1}). Ci sono due stati uds, con
Q=0,I3=0,Y =0: X° & uno stato di isospin I = 1 simmetrico ed ¢ simmetrico
anche per lo scambio u «+ d, mentre il singoletto di isospin A° & antisimmetrico. 11
decupletto rappresenta gli stati dei barioni con spin 3/2. In questo caso i tre quark
hanno spin paralleli ({1M}). Il singoletto rappresenta un barione simile a A° con spin
3/2. La costruzione grafica dell’ottetto e del decupletto ¢ mostrata in Fig.3.14

Y

+1 +

Figure 3.14: Costruzione grafica dell’ottetto dei barioni 1/2% e del decupletto dei
barioni 3/2": 3®3®3=1008® 8 1

11 decupletto contiene tre stati che non sono presenti nell’ottetto dei barioni 1/27:
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ATT = quu, A™ = ddd, Q= = sss. Questo ¢ sorprendente perché questi stati sono
completamente simmetrici rispetto allo scambio di ogni coppia di fermioni identici:
una chiara violazione del principio di Pauli.

3.2.3 Momenti magnetici dei barioni

Nel modello a quark i barioni 1/2% sono rappresentati da stati [¢g1 1 ¢2 1 g3 ) in
tutte le possibili combinazioni di sapore e orientamento degli spin. Se jio =1 ¢ lo
spin della coppia ¢1¢q2 e j3 = 1/2 lo spin del terzo quark, la combinazione dei tre
spin e

[, M) = [1/2,+1/2) = \/2/3 |1, +1;1/2,—1/2) — \/1/3 1,0, 1/2, +1/2)

Ci sono due possibilita: quark uguali hanno spin paralleli, oppure quark uguali
hanno spin opposti. La prima viola il principio di Pauli. Calcoliamo il momento
magnetico di protone e neutrone nei due casi con l'ipotesi che i quark siano fermioni
di Dirac con momento magnetico fi, = g(Qeh/2m,)§ con g = 2 (Qe ¢ la carica
elettrica).

2 eh 1 eh 1 eh

"3 om, M7 T3m T T3 om,

Poiché gli adroni nello stesso multipletto di isospin hanno massa molto simile, fac-
ciamo l'ipotesi che la massa dei quark u e d sia uguale: m, = my.

e Nel primo caso: [p) =|uffufdl), n)=|dNdul)

fhu

— (ol lp) = o = ) 5 a = s =
:up_pﬂp_?) Moy, Hd BMd_?)'uu 3ﬂd— 2mu
il =2 S S S O

Ricordando i valori sperimentali, p, = +2.793 pn, pn, = —1.913 py, osservi-
amo che il modello da una previsione corretta del segno dei momenti magnetici
e del loro rapporto.

e Nel secondo caso: |p) =|uftdful), n)=dufdl)

—2( + )+]L 2 =0
pp = 5 (Hut pa = pa) + 5 p = 5 fu+ 5 pa =

_g( + )_|_1 _g +1 __|_1 eh
:un_3 2% o 2] 3/]Jd_3,u'u 3lud— 32mu

la previsione del modello e chiaramente errata.
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Quindi si ottiene di nuovo che il principio di Pauli e violato nelle configurazioni in
cui i quark formano i barioni. Questo risultato ¢ confermato dalla previsione per i
momenti magnetici degli iperoni

barione stato previsione  misura (py)
AV (ufrdl —dftul)s Is —0.613 £ 0.004
¥ ufufsi (4pey, — p1s)/3  +2.46 £0.01
- dfrdfsi (4pg — ps)/3  —1.16 +0.03
=0 sftsful (dps — pu)/3  —1.254+0.01
=" sftsfdl (4ps — p1q)/3  —0.651 £ 0.003
O~ sTsfsq 3lbs —2.02 £0.05

Il barione X° ha una vita media troppo breve per misurare il momento magnetico.
L’elemento di matrice della transizione di dipolo magnetico ¥° — A%y si puo cal-
colare nel modello a quark e il risultato € in accordo con quello che si ottiene dalla
misura della larghezza di decadimento.

Massa dei quark costituenti

Dal confronto tra la previsione del modello e i risultati sperimentali dei momenti
magnetici dei barioni si puo dare una stima della massa dei quark

My ~ Mg ~ 330 ms ~ 500 MeV/c?

Questo valore deve essere inteso come la massa dei costituenti legati negli stati
adronici.

3.2.4 Colore dei quark

Il modello a quark riproduce i numeri quantici degli adroni assumendo che i quark
costituenti siano fermioni di spin 1/2. Inoltre la previsione dei momenti magnetici
e basata sull’ipotesi che siano puntiformi. La verifica sperimentale di queste ipotesi
e presentata nel capitolo 777. Ma quark identici si trovano in uno stato simmetrico
rispetto allo scambio di coordinate, spin e sapore e questo non e possibile.

In effetti i quark sono caratterizzati da un’altro numero quantico: la carica adron-
ica che e la sorgente del campo dell’interazione adronica. Questa carica e chiamata
colore. Per rendere antisimmetriche le combinazioni dei quark che corrispondono
agli stati degli adroni, occorre che ci siano tre colori: ciascun sapore di quark esiste
in tre stati di colore. Questi sono di solito indicati con rosso, blu e giallo R, B, G.
La simmetria degli stati di colore ¢ la stessa simmetria SU(3) (introdotta per gli
stati di sapore). I generatori della simmetria sono otto e corrispondono agli otto
modi con cui i colori dei quark possono interagire tra loro

RB BG GR (RR— BB)/V2
BR GB RG (RR+BB-2GG)/V3
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Oltre a questi esiste lo stato simmetrico, singoletto di colore, (RR + BB +GG)/v/3
in cui le tre combinazioni incolori hanno lo stesso peso.

I colori dei quark sono le sorgenti dell’interazione adronica e l'interazione e
trasmessa con otto campi bosonici chiamati gluoni. (Il nome ha origine dalla natura
dell’interazione: gli adroni interagiscono fortemente quando sono ”incollati”). Per
spiegare perché nelle interazioni degli adroni non si osserva un’intensa radiazione di
colore si fa l'ipotesi che le particelle osservate siano sempre in uno stato incolore.
Per gli stati dei mesoni, questo corrisponde alle combinazioni ¢*¢%, . ... Gli stati dei
barioni sono rappresentati dalle combinazioni antisimmetriche Yzpa erpaqite? ¢S
in cui sono presenti i tre colori.

Esempio: decadimento 7° — v~

I quark sono dotati di carica elettrica e quindi sono anche autostati dell’interazione
elettromagnetica. Come verifica dell’esitenza di tre stati di colore consideriamo il
decadimento elettromagnetico del mesone 7 neutro (capitolo ?77). Lo stato iniziale
& costituito dalla combinazione di coppie quark-antiquark: 7° = (u@ — dd)/+/2. La
transizione q¢ — vy (Fig.3.15) ¢ simile a quella del positronio, ma occorre tener
conto della carica frazionaria dei quark, del numero di stati di colore, N, e della
funzione d’onda della coppia ¢q nel pione, f;

- N, (4e? €2
H.,, [(uvu —dd)/v?2 r — | — — —
| Hoo (0 = ad) V) o £ 2 (% = 5 )
La larghezza di decadimento ¢ quindi proporzionale al quadrato del numero di colori:
D(7° — v7) o | fz|*N2a?/18. Tl confronto con il valore misurato indica che il numero
di colori e N, = 3.

Qe
? Y

. Y
Qe

Figure 3.15: Decadimento 7° — 7 nel modello a quark

3.3 Interazioni deboli

Il modello a quark ha portato una notevole semplificazione nel panorama delle par-
ticelle: gli adroni mon sono particelle elementari ma sono costituiti da fermioni
di spin 1/2 puntiformi, come i leptoni, ma dotati di una carica di colore sorgente
dell’interazione adronica. L’interazione adronica avviene mediante lo scambio di
gluoni, bosoni di spin 1. I quark sono dotati di carica elettrica e quindi partecipano
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anche all’'interazione elettromagnetica. Gli adroni sono soggetti anche all’interazione
debole: esempi sono il decadimento (3 dei nuclei, il decadimento del pione e delle
particelle strane. In questi decadimenti sono emessi leptoni u*, e*, v, v, quindi
anch’essi soggetti all’interazione debole.

L’interazione debole e universale: coinvolge tutti i fermioni, quark e leptoni, e la
costante di accoppiamento ¢ la stessa per quark e per leptoni: la costante universale
di Fermi.

3.3.1 Decadimento del muone

Nella teoria di Fermi la hamiltoniana di interazione ¢ costruita con due correnti
fermioniche, J* e J~, che si comportano come gli operatori dell’isospin G* = G &+
1(Gy: cambiano la carica elettrica di una unita

GTu=0 Grd=u G u=d G u=0

I'interazione debole ¢ quindi mediata da due bosoni dotati di carica elettrica, chia-
mati W% (W indica weak).

Nel decadimento 3~, 4X — ;Y e~ I, un neutrone del nucleo X si trasforma
in un protone del nucleo Y emettendo un bosone W~ che produce la coppia leptone-
antileptone e~ 7,. E analogamente per il decadimento 3%. Lo stesso avviene con i
quark costituenti nei decadimenti deboli delle particelle. Ad esempio, nel decadi-
mento del neutrone un quark d si trasforma in un quark u emettendo un bosone
W

n = udd — ud uW~™ — udu e v, = pe” U,
e analogamente per un protone legato in un nucleo. La vita media del decadimento
(3, derivata nel capitolo 777, &

h G2 Pmax
. 2 [ d

T 2m3

dove M;; ¢ I'elemento di matrice della transizione adronica e I'integrale, nel limite
Pmaz > Mec, & proporzionale a p?, . (legge di Sargent). Le transizioni 3, rappresen-

=t g

Ve Ve

Figure 3.16: Decadimento 8~ del neutrone e decadimento $* di un protone legato
nel nucleo

tate in modo grafico in Fig.3.16, sono simili al decadimento del muone. In questo
caso sono coinvolti solo leptoni (Fig.3.17) e il calcolo dell’elemento di matrice non
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ha incertezze dovute a effetti di interazione adronica. La probabilita di decadimento
del muone e

d’T () B 472 G%

dE, dcosf  3(2m)5

1+ he
[(3m, —4E.) F (m, — 4E,) cos{] 5 mypeFe

dove 6 & I'angolo tra lo spin del muone e 'impulso dell’elettrone e h, = 3. - P./Sepe
e lelicita dell’elettrone. I positroni sono emessi con elicita h.+ = +1 e gli elettroni

con elicita h,- = —1. L’elettrone ha impulso massimo quando ¢ emesso in direzione
Vu \_)|.l
H e Ty et
Ve Ve

Figure 3.17: Decadimento del muone

opposta ai due neutrini e poiché m. < my, siha Ey,0; ™~ Prae ~ m,,/2. Introducendo
la variabile adimensionale € = E,/FE,,,, si ha

T (=) Gt m),

de dcosf 1923 (3 —2¢) F (1 — 2¢) cos ]

La distribuzione in energia dell’elettrone aumenta con € ed ¢ massima per ¢ = 1

dr’ _ G mz
de 19273

2(3 —2¢) &

La distribuzione angolare mostra che I’elettrone, quando non ha impulso piccolo, ha
maggiore probabilita di essere emesso nella direzione opposta a quella dello spin del

muone
dr(p*)  GEmj 1 . cos
dcos® 19273 2 3

Nel limite § — 1 D'elicita si conserva in una interazione vettoriale o assialvettoriale
(appendice ?77) e questo fa in modo che l'elettrone sia emesso con impulso medi-
amente maggiore di quello dei neutrini e che la direzione di emissione sia correlata
con quella dello spin del muone come illustrato in Fig.3.18. La vita media del muone
dipende solo dalla massa e dalla costante universale di Fermi G r; questa & appunto
determinata dalla misura di 7,

G2 5
F(uﬁeyﬂ)zﬂ— r My

= » = Gp = 1.16639 + 0.0001 x 107° GeV 2
Ty 19273

Il valore di G ¢ leggermente maggiore di quello che si ottiene dallo studio dei
decadimenti ( dei nuclei: 'accoppiamento del campo debole con i leptoni non e

esattamente uguale a quello con i quark (W* — ety, = W — pfuy, # W — ud).
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dr/de dr/d cos®

' - i ' cos@

Figure 3.18: Decadimento p~ — v,e”v: distribuzione dell’energia dell’elettrone e
correlazione tra le direzioni dell’impulso e dello spin del muone

3.3.2 1l propagatore dell’interazione debole

Nella teoria di Fermi dell’interazione a contatto il propagatore ¢ costante, ma questo
non puo descrivere le interazioni deboli a energia elevata. Consideriamo la diffu-
sione elastica di neutrini da un bersaglio di elettroni »,e” — p~v.. Il quadrato
dell’energia totale s = (P, + P.)? ¢ invariante. Nel riferimento del laboratorio
s = 2m.c*E,. Nel centro di massa della reazione s = (2pc)?. A energia /s > m.c?
il neutrino e l'elettrone hanno la stessa elicita e impulsi opposti, quindi lo stato
di momento angolare totale ¢ J = 0: la sezione d’urto non dipende dall’angolo di
diffusione. La sezione d’urto e
do 12w p?
— == — [(uv|Hy,lve) | ——
dQ c h ’<lu‘ | ’LU| >| 87T3h3C
L’elemento di matrice ¢ lo stesso che interviene nel decadimento del muone ed € una
costante, quindi la sezione d’urto aumenta con l'energia
G?(he)?
o(ve” — pve) = G (he)” s
T
Ma la sezione d'urto non puo superare il limite definito dallo sviluppo in onde parziali
(capitolo 777)
47 (he)?
< (72) > (20+1)
(pc) 7
Per un’interazione a contatto contribuisce solo lo stato £ = 0 e quindi si ha il vincolo
G?*s/m < 167/s , per cui il modello con interazione a contatto pud essere valido solo

per energie minori di /s = 2,/7/G ~ 10* GeV. Di qui la necessita di introdurre un

propagatore dell’interazione, ad esempio nella forma (1 + ¢/M?)~! (M ¢ la massa
del bosone mediatore dell’interazione), in modo che per valori dell’impulso trasferito
q > M la sezione d’'urto diminuisca proporzionalmente a G*(1 + ¢*/M?)~2.

3.3.3 Decadimenti leptonici dei mesoni

I mesoni pseudoscalari decadono per interazione debole. La tabella indica i modi di
decadimento con solo leptoni nello stato finale, le frazioni di decadimento e la vita
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media

AS =0 mt — puty,  1.00 at —efy, 1231074 T=26010"%s
AS =1 Kt — pty, 0.635 K+t —ety, 1.55107° T=12410"%s

La stranezza non si conserva nell’interazione debole: esistono decadimenti con AS =
0 e decadimenti con AS = 1. Poiché 'interazione ¢ mediata da un bosone carico le
transizioni tra quark sono

AS=0 u<d AS=1 ues

e non esistono transizioni deboli d < s. (Fig.3.19). Prendendo come esempio il

Y Y

|
S
d -——»u /
t I: t
W4
U ~—

s
|
Figure 3.19: Transizioni deboli dei quark con AS =0e AS =1

decadimento 77 — ptv,, la larghezza ¢

- d
dl(7 — pv) = costante x |{uv|H,|ud)|? p2£ dQ
I mesoni 7 e K hanno spin zero e quindi la probabilita di decadimento non dipende
dall’angolo di emissione. I mesoni hanno parita negativa e quindi l’elemento di
matrice e di tipo assialvettoriale. 1 decadimenti leptonici dei mesoni pseudoscalari
sono rappresentati in Fig.3.20. L’impulso del muone e del neutrino ¢ p = (M? —

Wu+ @U>M/\/(<u+
d Vi 5 Vu
Figure 3.20: Rappresentazione grafica dei decadimenti leptonici dei mesoni 7 e K

m?2)/2M (M & la massa del mesone, m & la massa del leptone carico). Il fattore di

spazio delle fasi e
) dp B (M2—m2)2 M2+m2
dE —  4M? 202
L’elemento di matrice dipende dalla costante di accoppiamento, e dalla funzione
d’onda dei quark nel pione f,. Inoltre occorre tener conto che in uno stato di

momento angolare totale J = 0 i leptoni sono emessi con la stessa elicita. Il neutrino
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¢ un autostato di elicita h, = —1. La probabilita che il x* (antifermione) abbia
elicita negativa e

1—-08, B m?

2 M24+m2

Quindi la larghezza di decadimento e proporzionale al quadrato della massa del
leptone. Questo spiega perché i decadimenti in elettrone siano fortemente sop-
pressi rispetto ai decadimenti in muone. Introducendo i vari fattori, la larghezza dei
decadimenti leptonici dei mesoni pseudoscalari e

G? G?
[(r—tv) = 8—; fﬁm7r m?(l—m?/mi)Q 'K — (v) = S f%mK m%(l—m?/m%)z

Nel primo caso (AS = 0) si ha una transizione ud — W+ — (Tv: la costante
G4 ¢ quella del decadimento [ dei nuclei. Nel secondo caso (AS = 1) si ha una
transizione us — W* — (T e la costante GG non ¢ necessariamente uguale a Gy.
Il rapporto tra queste costanti si puo estrarre dai risultati sperimentali

G frmg (1= mi)
N G% f2m, (1- mi/m?r)2

DK —pv)  BR(K — pv) 7

= =1.33
D(m — pv) BR(m — pv) Tk

Il rapporto che si ottiene dai decadimenti leptonici dei mesoni pseudoscalari per le
transizioni di tipo assiale e
AAS =1)* G?
—| ( ) = 5 ~0.05
JA(AS =0)]? G5
dove la maggiore incertezza deriva dalla conoscenza delle funzioni d’onda, chiamate
(impropriamente) costanti di decadimento, f, ~ 130 MeV e fx ~ 160 MeV .

Fasci di neutrini

I neutrini sono fermioni puntiformi soggetti solo all’interazione debole ed e quindi
di grande interesse avere a disposizione intensi fasci di neutrini per studiarne le
interazioni su bersagli di nuclei o di elettroni. Il metodo di produrre fasci di neutrini
¢ stato suggerito da Bruno Pontecorvo e Melvin Schwarz (Fig.3.21).

magnetic lens ™ absor ber
/ - detector
&

target -
—_— ™
proton AN e YL (\
beam e hadrons

—

decay channel
Figure 3.21: Fascio di neutrini v,,.

Se si invia un fascio di protoni di alta energia su un bersaglio si producono mesoni
7+ e K*. I mesoni emessi in avanti con impulso elevato si possono selezionare con
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un opportuno sistema magnetico, una lente magnetica, che ha il fuoco nel bersaglio
e produce un fascio quasi parallelo di mesoni con carica elettrica positiva oppure
negativa. I mesoni decadono a valle del bersaglio: quelli di carica positiva producono
neutrini v, quelli di carica negativa antineutrini 7,,. Scegliendo la polarita della lente
si selezionano v, oppure .

II cammino di decadimento dei mesoni ¢ A = (p/mc)cr, tipicamente di alcune
centinaia di metri. A valle del bersaglio si lascia un lungo spazio vuoto in cui gran
parte dei mesoni decadono. In questo canale di decadimento si propagano i neutrini,
i muoni e i mesoni che non sono decaduti. A valle del canale di decadimento c’e
un lungo assorbitore di materiale di elevata densita in cui i mesoni residui sono
assorbiti per interazione nucleare e i muoni perdono energia per ionizzazione. [
neutrini, soggetti solo ad interazione debole, lo attraversano indisturbati.

Consideriamo un mesone con impulso p e energia E (E = p). Nel riferimento
del mesone I'impulso e I'energia del neutrino e del muone sono

*_Mz—m2_E* E*_J\42+m2
b= BT oM
Il mesone ha spin zero e quindi la distribuzione angolare nel suo riferimento e
uniforme. Nel riferimento del laboratorio le componenti trasversa e longitudinale
dell’impulso sono

E p
= p*sinf* = vp* cos 6* E*=— p*cosb* + — E*
pr=p pr =P + By AP +97
Tipicamente v ¢ molto grande e quindi p;, > pr. La distribuzione della componente

longitudinale & uniforme

dn dn  dcos0* 1

= = = tant
dpr, dcosO* dpp 2yp* costante

Il valore minimo dell’energia del neutrino si ha quando e emesso all’indietro nel
riferimento del mesone (cos 6* = —1) ppin = 0; il valore massimo quando ¢ emesso
in avanti (cos 0* = +1) pma: = (2p*/M)p.

Se invece si vuole selezionare un fascio di muoni si riduce lo spessore dell’assorbitore
in modo da eliminare solo i mesoni. Il valore minimo dell’impulso & pl, . = p? el
valore massimo ¢ pari all'impulso del mesone. Si possono realizzare fasci di muoni,
T oppure p~, con energia molto maggiore dei fasci di elettroni perche questi per-
dono energia per irraggiamento ed e piu difficile raggiungere energie elevate. Inoltre
i fasci di muoni sono naturalmente polarizzati: un p* con impulso minimo ha elicita
positiva e con impulso massimo ha elicita negativa, e I'inverso avviene per un p~.

Due diversi neutrini

Uno dei primi esperimenti fatti con un fascio di neutrini aveva lo scopo di verificare
se 1 due neutrini emessi nel decadimento del muone fossero diversi. Se esiste un solo
tipo di neutrino, questo nell’interazione con i nuclei di un bersaglio puo produrre
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con unguale probabilita sia elettroni che muoni: o(vN — e~ X) = o(vN — p~ X).
Se invece i due neutrini sono diversi, il fascio contiene essenzialmente neutrini v,
perche i mesoni hanno bassa probabilita di decadere in elettroni. In questo caso si
deve ossevare solo la produzione di muoni nello stato finale: v, N — p~X. Questo
e quanto si e osservato nell’esperimento per cui si puo concludere che esistono due
distinte famiglie di leptoni e che il numero leptonico associato all’elettrone (e al
neutrino v,) si conserva separatamente da quello associato al muone (e al neutrino

Vy)-
_ Ve vy . . Ve Uy
leptoni ( - ) ( e ) antileptoni ( ot ) ( u* )

3.3.4 La Parita non si conserva

La parita di uno stato non si conserva necessariamente nell’interazione debole.
Questo fenomeno, osservato nel decadimento dei mesoni K+, ¢ confermato dallo
studio dei decadimenti  di nuclei polarizzati (capitolo ?77). Un secondo esempio
¢ il decadimento leptonico dei mesoni 7 ¢ K, ad esempio 7t — pfv, (Fig.3.22). 11
pione ha spin zero e quindi py* e v, hanno la stessa elicita negativa (il neutrino &
autostato dell’elicita con h, = —1).

v t pt pt wr v
- <+ P -

C CP
A
v ™ T p- ™ v

- o<1 (o1

Figure 3.22: Decadimento 7+ — utv,

e Se si applica a questo stato la trasformazione di parita, gli spin rimangono
invariati e gli impulsi cambiano direzione: si ottiene uno stato in cui u* e v,
hanno elicita positiva, questo non € uno stato possibile.

e Se si applica allo stato iniziale la trasformazione di coniugazione di carica,
nt — 7, puty, — wp v, siottiene un antineutrino nello stato di elicita
negativa: anche questo non ¢ uno stato possibile.

e Se si applicano le due trasformazioni, parita X coniugazione di carica, si passa
dallo stato p" v, con elicita negativa allo stato =1, con elicita positiva che
sono i soli due stati possibili. Quindi I'interazione debole non rispetta la sim-
metria per parita né quella per coniugazione di carica, ma rispetta la simmetria

CP.
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Figure 3.23: Decadimento u~ — v,e” 7,

Lo stesso avviene per il decadimento del muone, =~ — v,e~ 7, (Fig.3.23). La prob-
abilita di decadimento dipende da una quantita pseudoscalare, il prodotto 5, - pe,
che si inverte per trasformazione di parita. Se si ha un p~ polarizzato I'elettrone ¢
emesso preferenzialmente nella direzione opposta allo spin 5,,. Applicando la trasfor-
mazione P, 5, non cambia direzione ma p, si inverte: non si ha la configurazione
del decadimento di partenza. Applicando la trasformazione C, cambia il segno della
carica elettrica e la direzione del campo magnetico, ma non la direzione di emis-
sione del positrone: di nuovo non si ha una configurazione possibile. Applicando la
trasformazione C'P si ottiene il decadimento yt — ,e*v, con il positrone emesso
preferenzialmente nella direzione dello spin del u™.

Questo e stato verificato sperimentalmente. Il primo esperimento fu fatto da
Garwin, Lederman e Weinreich nel 1957 pochi mesi dopo ’esperimento sul decadi-
mento del %°Clo polarizzato. Si usa un fascio di mesoni 7 di bassa energia e i pioni
perdono tutta I'energia cinetica in un assorbitore di Carbonio ”C” prima di decadere
(Fig.3.24). La coincidenza temporale di due rivelatori, ”A” e "D”| posti lungo la

A
mT—p -}

Figure 3.24: Decadimento 7t — ptv,, ut — v,e*v,: misura della correlazione tra
I'impulso del positrone e lo spin del muone

direzione di volo dei 71 prima e dopo l’assorbitore segnala che i ™ sono emessi
in avanti e quindi sono naturalmente polarizzati con elicita negativa. I u™ per-
dono 'energia cinetica e si arrestano in un secondo assorbitore, ”B”, dove decadono
pt — ety L'assorbitore ¢ circondato da rivelatori, "E” e "F”, che segnalano la
direzione di emissione dei positroni. Tra questi rivelatori ¢’¢ uno spessore di ma-
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teriale e si possono selezionare i positroni con energia prossima al valore massimo
Eraw = my, /2. Siosserva che questi sono emessi preferenzialmente nella direzione
opposta a quella del fascio di 7", cioe¢ nella direzione dello spin dei p™. Quindi la
direzione (e il modulo) dell’impulso del positrone, p., € correlata con la direzione
dello spin del muone 5, secondo la previsione della teoria V' — A dell'interazione
debole.

Per verificare che 'interpretazione del risultato fosse corretta, il secondo assor-
bitore fu immerso in un campo magnetico con direzione normale alla linea di volo
dei 7*. In questo caso il momento della forza che agisce sul momento magnetico del
muone, ﬁu/\é , produce la precessione del momento magnetico attorno alla direzione
del campo e quindi anche la rotazione dell’impulso dell’elettrone con la stessa fre-
quenza w = g,eB/4m,,. Il risultato & che il numero di positroni rivelato ad un certo
angolo nel piano normale a B & modulato dalla frequenza w. Con questo netodo fu
fatta la prima misura del fattore giromagnetico del muone, g,, e fu dimostrato che
¢ uguale a quello dell’elettrone, g, =2+ .. ..

3.3.5 Decadimenti semileptonici
Decadimenti semileptonici dei mesoni

I mesoni m e K possono decadere in un adrone e una coppia elettrone-antineutrino,
come avviene nel decadimento 3. La tabella indica i modi possibili e le relative
frazioni di decadimento

AS =0 7t — nl%ty, 1.03 1078
AS =1 Kt — nlT, 0.048 K+ — 7% fy, 0.032

Fermi e quindi I’elemento di matrice e di tipo vettoriale. Nelle transizioni con AS # 0
cambia l'isospin e la carica elettrica dell’adrone

s —u K= — %1, Al =1/2 AS=AQ =-1
§— 1 Kt — mlety, Al =1/2 AS =AQ =+1

La rappresentazione dei decadimenti semileptonici dei mesoni ¢ mostrata in Fig.3.25.
Nel caso del decadimento del mesone 7 si puo utilizzare I’approssimazione della legge
di Sargent con p,,q. =~ Am = m,+ —myo > m,. Nel secondo caso I'approssimazione
Con Pz = (M /2)(1 — m2/m?%) ¢ meno accurata. Le larghezze di decadimento
Sono

G% Am’

G?* m5(1 —m2/m3)°
+ 0 _+ ~ S K T K
KT - 7er,) ~ = 3

D(rt — 7%ty,) ~2 5.3 30

Il rapporto tra le larghezze di decadimento ¢

(Kt —a%*v.) BR(K" —7n'etv.) 7, 9.9 108
(7t — 7%*+y,)  BR(rt — mletv,) 176
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Figure 3.25: Rappresentazione grafica dei decadimenti semileptonici 7+ — 7%t

e Kt — nlety,

Da questo si ottiene che il rapporto tra le costanti di accoppiamento per le transizioni
di tipo vettoriale e simile a quello per le transizioni di tipo assiale
[V(AS = 1)
[V(AS =

0)[?

Decadimenti semileptonici dei barioni

Anche i barioni con stranezza decadono  come il neutrone. I grafici sono simili a
quelli della Fig.3.16. Esempi dei modi semileptonici con AS =0 e AS =1 e delle

frazioni di decadimento sono

2
—
o2

G

~ 0.05

Am (MeV) BR 7 (s)
AS =0 n — pe U, 1.29 1 887
YT — Aletu, 73.7 0.20 1074 0.80 10710
Y~ — Ae 1, 81.7 0.57 1074 1.48 10710
AS =1 A — pe~p, 1774 8.32 10~* 2.63 1071
YT — ne i, 257.8 1.02 1073 1.48 10710
=0 Yte Ty, 125.5 2.71074 2.90 10710
= — Ae 205.6 5.63 1074 1.64 10710
= - Xe 128.7 0.87 1074 1.64 10710

Gli antibarioni decadono allo stesso modo negli stati coniugati di carica, ad esempio:
3+ — A%, A — petv,, ... Esistono anche i decadimenti con muoni nello stato
finale, ad esempio A° — pu~i7,, che confermano che gli accoppiamento dei doppietti
di leptoni (1™, v,), (€7, v.) sono identici. Le relazioni AI = 1/2, AQ = AS, sono
valide per tutti i decadimenti con AS = 1 osservati. Ad esempio, non si osservano i

decadimenti ¥t — netr,, 2 — Y- etu,.

Gli stati adronici iniziale e finale sono 1/2% e quindi I’elemento di matrice ¢ una
combinazione di transizioni vettoriali e assiali. Per questi decadimenti la legge di
Sargent ¢ una buona approssimazione perché il barione nello stato finale assorbe una
piccola frazione dell’energia cinetica e Am > m,, per cui I' ~ (G?/27%) (Am?>/30).
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Il rapporto tra le costanti di accoppiamento G(AS = 1)/G(AS = 0) si ottiene dai
dati della tabella. Ad esempio

(X~ —nev.)/Ams, 0.05 ~ G2
(Y- — Aew.)/Am3, G

Anche nel caso dei decadimenti semileptonici dei barioni si conferma che gli elementi
di matrice delle transizioni AS =1 e AS = 0 sono diversi e che il rapporto tra le
costanti di accoppiamento, G2/G% = 0.05 ¢ lo stesso indipendentemente dal tipo di
transizione tra adroni: quindi deve riflettere una proprieta dei quark costituenti.

3.3.6 L’angolo di Cabibbo

L’analisi dei decadimenti semileptonici di mesoni e barioni fornisce un quadro co-
erente con l'ipotesi che questi siano costituiti di quark. Inoltre sia i decadimenti
leptonici che quelli semileptonici mostrano che ’accoppiamento dei doppietti di lep-
toni (e7,v.), (1 ,v,), con il campo debole & lo stesso. I leptoni sono autostati
dell’interazione debole e i quark sono autostati dell’interazione adronica. Nicola
Cabibbo nel 1964 mostro che i quark sono anche autostati dell’interazione debole.
Se i leptoni e i quark sono le sorgenti dell’interazione debole

e |'accoppiamento degli elettroni al campo debole € proporzionale a una carica
debole, gey;

e 'accoppiamento dei muoni ¢ proporzionale a g,, e queste due cariche sono
uguali: g, = gev;

e l'accoppiamento dei quark (u,d) genera le transizioni con AS = 0 ed & pro-
porzionale a g,q4;

e l'accoppiamento dei quark (u,s) genera le transizioni con AS = 1 ed & pro-
porzionale a g;.

Gli elementi di matrice delle transizioni che coinvolgono solo leptoni sono proporzion-
ali alla costante di Fermi: (f|H,l|i) < g7, = Gr. Gli elementi di matrice dei processi
semileptonici sono

<f|Hw|i>AS:O X g Gud = Gd <f|Hw|7:>AS:1 X G Gus = Gs

L’ipotesi di Cabibbo (Fig.3.26) ¢ che l'interazione debole sia universale, cio¢ che un
solo parametro, la costante universale di Fermi (che nel seguito ¢ indicata con G),
descriva 1’accoppiamento del campo debole a leptoni e quark

G = gl%/ = gid + 955 = Gud = G €080,  Gus = g, sin b,

Quindi i quark sono anche autostati dell’interazione debole se considerati come
un doppietto composto dal quark up con carica elettrica +2/3 e da un nuovo quark
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e

Figure 3.26: Accoppiamento debole dei leptoni (e (1™, v,) e dei quark (u,d),

(u, s)

down combinazione lineare dei quark con carica —1/3: d’ = d cos 0.+ s sin .. Questo
corrisponde ad una rotazione che conserva il modulo: 'intensita dell’accoppiamento
dei quark con il campo debole ¢ la stessa dei leptoni. (Il significato dell’altro stato
"ruotato”, —dsinf,. + scosf,, sara chiarito piu avanti). L’angolo di rotazione e
chiamato angolo di Cabibbo e il suo valore ¢ determinato dalla misure delle larghezze
di decadimento degli adroni

sinf. = 0.220 £ 0.002

Gli autostati dell’interazione debole si possono rappresentare con tre doppietti

. Ve VM v
leptoni ( - ) ( s ) quark ( dcosf,. + ssin b, )

3.3.7 Decadimenti non leptonici

Le particelle strane decadono per interazione debole anche in stati che contengono
solo adroni, e a questo devono il loro nome. Nelle transizioni s < u, § <+ 4, cambia
I'isospin, la stranezza e la carica elettrica dei quark e questo si riflette nelle relazioni

AT =1/2 AS = AQ

gia osservate per i decadimenti semileptonici. La costante di accoppiamento &
G'sind..

L’interazione debole non conserva 1'isospin, ma produce uno stato con isospin
I = I_; + AI. L’interazione adronica conserva I'isospin e quindi gli adroni nello
stato finale hanno isospin |/, I3) e si formano con probabilita relative definite dai
coefficienti di Clebsch-Gordan.

Esempio: decadimento A’ — pr—, A° — nz°

La transizione con AS =1 ¢ A° = uds — uduW~ — uduiid, questo ¢ uno stato
pione-nucleone. Il barione A° ha isospin Iy = 0 e decade in uno stato con isospin
I = 1/2. Lo stato pione-nucleone ha numero barionico A = +1, carica () = 0 ¢
terza componente dellisospin I3 = @ — Y/2 = —1/2; ci sono due combinazioni:
p(uud)m~(ud) e n(udd)r®(au)

11/2,-1/2) = /1/3 [x°n) — 1/2/3 |7~ p)
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La larghezza di decadimento ¢ proporzionale alla costante di accoppiamento debole,
al quadrato dell’elemento di matrice tra lo stato |1/2,—1/2) e lo stato adronico, e
al fattore dello spazione delle fasi. Per un decadimento in due particelle, questo e
proporzionale all’impulso nel centro di massa (appendice 777)

[(A° — pr™) = costante x GZsin®6, |[(p7~|1/2,—1/2)|* ppr-
(A% — nn®) = costante x G?sin?0, |(nm°|1/2, —=1/2)|? ppxo

Per cui si ha I'(A® — nn°)/T(A° — p7™) = ppao/2ppe-. I valori sperimentali delle
frazioni di decadimento sono BR(A? — n7®) = 0.358, BR(A® — pr~) = 0.639.

0.0

tr, KO — 7'

Esempio: decadimento K° — 7

Allo stesso modo si ottiene un buon accordo con i valori sperimentali delle frazioni
di decadimento K° — 7. Il mesone K ha isospin [ = 1/2: lo stato 7w ha I = 0
oppure I =1 con terza componente I3 = ) —Y/2 = 0. Ma lo stato di due pioni con
momento angolare totale J = 0, simmetrico per lo scambio delle coordinate, deve
essere anche simmetrico nello spazio dell’isospin; quindi I, = pari = 0. Lo stato
|0,0) ha pesi uguali per i tre stati 7

+

R e ['(K° — 707Y) Poo

i pum
V3 K —ntm=)  2p,_

I valori sperimentali delle frazioni di decadimento sono: BR(K? — 7%7%) = 0.314,
BR(K® — 7r7~) = 0.686.

0,0) =

Esempio: decadimento dei barioni X

Le larghezze del decadimento adronico dei barioni Y sono approssimativamente
uguali: T'(XT — pr%) ~ I'(XT — nrt) ~ (X~ — nx). Il barione ©* ha
vita media 77 = 0.80 107! s e frazioni di decadimento BR(X* — pr®) = 0.516,
BR(X*T — nn™) = 0.483. 1l barione ¥~ ha un solo modo di decadimento e quindi
vita media pari a circa il doppio, 77 = 1.48 10710 s.

3.3.8 Decadimenti dei mesoni K neutri

I mesoni K, K9, sono prodotti in interazioni adroniche che conservano la stranezza,
ad esempio
7 p — K°A° 7tp — KOKTp

quindi sono distinguibili: & possibile conoscere se si & prodotto un K° oppure un K0
osservando le particelle associate. Inoltre, una volta prodotti, e possibile distinguerli
perché nelle interazioni con bersagli di nuclei producono particelle con stranezza
opposta e con sezioni d'urto diverse, o(K°N) < o(K°N) perché nel secondo caso
esistono piu stati finali

K% — K% Kt'n K% — Kop 7tA° 720 0%+
K% — K Kn — Kn Kp A% 7030 z=%+
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I mesoni K neutri decadono per interazione debole e seguono le stesse leggi osservate
per i decadimenti degli altri mesoni e dei barioni. Possono decadere in stati 77w
oppure in stati w7

K° + — 0.0 KO 4.0 _— 000
K° K°

e in effetti si osservano tutti questi decadimenti, ma i decadimenti nello stato w7
avvengono con vita media (7gpe) molto pitt breve di quella (77,0,,) dei decadimenti
nello stato wnm

K° (K% — 7 79=0.8910"% s K% (K% — 7nr 17, =5210"8%s

Ma questo non & possibile se a decadere ¢ la stessa particella. In effetti K° e K° non
sono autostati della simmetria C'P e quindi non possono decadere per interazione
debole che conserva C'P. Invece gli stati finali 77 e w77 sono autostati di C'P con
autovalori diversi. I pioni hanno momento angolare totale J = 0

e per lo stato 7, la coniugazione di carica corrisponde all’inversione delle coor-
dinate, quindi C'P|rm) = +|77);

e per lo stato o, se {'& il momento angolare del terzo pione nel riferimento dei
primi due, CP|rrw) = Py(—1)"|wnr); U'energia a disposizione, my — 3m, =~
90 MeV, & troppo piccola perché sia ¢ # 0; quindi CP|rnm) = —|mnm).

Non sono quindi i mesoni K°, K9, autostati dell’interazione adronica, a decadere
per interazione debole. Gell-Mann e Pais osservarono che e possibile formare due
combinazioni lineari dei mesoni K neutri che sono autostati della simmetria C'P,
cioe dell’interazione debole, e che questi corrispondono alle particelle che decadono
nei due diversi stati di CP. I mesoni K hanno parita negativa e C|K°) = a|K9),
C|K% = a|K") (con |a|? = 1, usualmente si sceglie a = —1). Con questa conven-
zione

CP|K®) = +|K"°) CP|K% = +|K°

Le due combinazioni simmetrica e antisimmetrica
K1) = (1K) +[K9)) /v2 ) = (JK°) ~ [K9)) /v2
sono autostati di C'P con autovalori =+1
CP|Ky) = (|KO) +|K°) V2= +|K1)  CPIKy) = (|K°) — |K°)) /V2 = ~|Ka)

Si ottengono quindi due stati distinti, combinazioni degli autostati dei quark, che
possono avere masse diverse e decadere in stati finali diversi

K, (|ds) + |SCZ>)/\/§ CP=+1 — 77
Ky,  (|ds) —|sd))/vV/2 CP=-1 — mnrw
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Il fattore dello spazio delle fasi del decadimento K; — 7w € molto maggiore di
quello del decadimento K, — mnwm e questo giustifica le due vite medie molto
diverse. Le particelle osservate sono chiamate Kg (Short) e K (Long), i modi di
decadimento piu probabili e le frazioni di decadimento sono

Ks — 7wtn~  0.686 7¢=0.89410"1s
7Om0 0.314

K, — 7% 0126 71,=51710"%s
7r07r07r0 0.211
7teTy, 0.388
rtuFy,  0.272

A seguito dell’ipotesi di Gell-Mann e Pais fu fatta una serie di esperimenti, i primi
da Pais e Piccioni, che verificarono la correttezza dell’interpretazione di queste nuove
stranezze dei mesoni strani.

Nelle interazioni adroniche si possono produrre fasci secondari di mesoni K neutri
e studiarne i decadimenti in volo. Consideriamo la produzione associata di particelle
strane 7~ p — KC°AY, I'osservazione del decadimento del A° garantisce che si forma
un fascio di mesoni K°. Questo ¢ una sovrapposizione dei due austati di CP: K° =
(K; + K5)/v/2. Immediatamente a valle del bersaglio si osservano i decadimenti
K, — 77~ che hanno un cammino libero medio A\g ~ c¢tg = 2.7 cm. A distanza
L > \g dal bersaglio la componente K;/+v/2 del fascio si ¢ esaurita e si osservano
solo i decadimenti K, — 7r7%7r~ con cammino libero medio molto maggiore \;, ~
crr, = 15.5 m (Fig.3.27). Ora il fascio, inizialmente composto di soli mesoni K°, &

Ko(t)

KL Ki—wm K ,— TUUT K ,— TOT

< S <SS ||Iw< K1(®)

Figure 3.27: Decadimento e rigenerazione di un fascio di mesoni K°

composto solo di stati Ky e quindi contiene un numero uguale di mesoni K° e di
mesoni K9: lo stato e

(K°— &) /2

Questo si puo verificare ponendo un assorbitore a distanza L > Ag dal bersaglio.
Infatti la sezione durto di interazione delle due componenti ¢ diversa, o(K'N) >

o(K°N), e la componente KO & assorbita pit dell’altra. Se f e f sono i fattori di
attenuazione per K° e per K9, lo stato dopo I’assorbitore &

-
[KTR_ L (f;fKﬁfszl)

279



e poiché f # f si rigenera lo stato K;: subito a valle dell’assorbitore si osservano di
nuovo i decadimenti K; — 7o~

Analogamente si pud produrre un fascio di mesoni K9, ad esempio in interazioni
mtp — K9K*p (se si osserva il decadimento del mesone K™ si ¢ prodotto un K?9).
Studiando I’evoluzione temporale di un fascio di mesoni K°, oppure K9, si puo
verificare che le particelle K7 e K5 hanno effettivamente masse diverse e misurarne
la differenza. Se m; e I'; sono le masse e le larghezze di decadimento (I'y > T's)
'evoluzione temporale nel riferimento della particella & (h =1, ¢ = 1)

Kl(t) _ Kl(O) e~ ilm1—il'1/2)t Kg(t) _ KQ(O) o~ i(ma—il'2/2)t
Per un fascio di K°, oppure K9, si ha

K(t) = {Kl(()) e~imite=Tit/2 4 fe () e—imgte—rgt/Q} V2

KO(t) = [Kl(O) emimte=Tit/2 _ fe () e—im2t€—F2t/2} V2
Se si produce un fascio di N mesoni K° si ha la condizione iniziale |K°(0)|*> = N,
|K9(0)|? = 0, cioe K,(0) = K5(0) = \/N/2 e I'intensita del fascio per t < 7, &
|K°(t)]* ~ N (1 e Tt 49 e 2 cos Am t) /4

|[KO(t)|* ~ N (1 +e Tt — 22 cos Am t) /4

con Am = my — my. La composizione del fascio si puo determinare misurando le
interazioni prodotte dai mesoni K° e K° in un secondo bersaglio posto a distanza
variabile x dal bersaglio primario: se si conosce I'impulso p, il tempo proprio e
t = ma/p (Fig.3.28). Il risultato della misura ¢

Am = 0.47 h/7s Am =3510"°%¢eV

la differenza di massa tra i due stati K; e K5 € nota con una precisione relativa
Am/m ~ 10711

beam intensity

. . . . . .
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
proper time/ T g, ¢

Figure 3.28: Intensita di un fascio di mesoni K in funzione del tempo proprio
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3.3.9 1l quarto quark

I mesoni K° e K° sono stati coniugati di carica e hanno la stessa massa. Ma le
combinazioni K; e Ky rappresentano due particelle diverse con massa diversa. Il
valore della differenza Am = mo — my si puo calcolare nel modello a quark

(K" + K°|H,|K° + KO) ~ (K" - K% H,|K’— K°)

2 2

Am & proporzianle all’elemento di matrice della transizione K° < K9 con AS = 2

Am = (K°|Hy|K®) + (K°|H,|K°) = 2 (d5|H,|ds)

my

Si tratta di una transizione del secondo ordine. 11 calcolo di questo elemento di ma-
trice, considerando il solo contributo dei quark u, d, s (Fig.3.29), da un valore molto
piu grande del risultato sperimentale: deve esistere un qualche nuovo fenomeno che
impedisce le transizioni in cui cambia il sapore dei quark ma non cambia la carica
elettrica. Questo e stato messo in luce da Glashow, Iliopoulos e Maiani nel 1970 che
proposero 'esistenza di un quarto quark.

g cos@ gsin® g cos@ gsin®

gsin® g cos@ gsin® g cos@
Figure 3.29: Grafici di Feynman della transizione K° « K0

In effetti gli autostati dell’interazione debole sono i due doppietti di leptoni e un
solo doppietto di quark, (u, d’), costruito con un quark di carica elettrica +2/3 e due
quark di carica —1/3. Il risultato corretto per il calcolo di Am si puo ottenere se si
fa I'ipotesi che esista un quarto quark di tipo up che fu chiamato charm e indicato
con c. Il nuovo quark ha queste caratteristiche:

e carica elettrica +2/3, isospin I = 0, stranezza S = 0 e numero barionico
A=1/3;

e ha un nuovo numero quantico C' che, in analogia con la stranezza, si conserva
nell’interazione adronica e elettromagnetica e non si conserva nell’interazione
debole; l'ipercarica ¢ Y = A+ S + C' e la relazione di Gell-Mann e Nishijima
e modificata

Q=(A+S+C)/2+1;

e ¢ autostato dell’interazione debole e forma un secondo doppietto di quark con
il secondo stato "ruotato” della teoria di Cabibbo s’ = —d sinf. + s cosf,;
quindi 'accoppiamento con il campo debole e

c .
<—d sin05+300890> c+— s Geosd, c—d —(Gsind,
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Con queste ipotesi, si hanno due doppietti di leptoni e due doppietti di quark

. Ve v, u c
leptoni ( o ) ( e ) quark < J > ( o )

I quark down autostati dell’interazione debole sono d' e s’ e sono ottenuti con una
rotazione dei quark down autostati di SU(3)

d\ cosf, sind, d
s ]\ —sinf, cosé, s

Nel calcolo dell’elemento di matrice rappresentato dal grafico di Fig.3.30 ci sono
piu contributi, lo scambio del quark u e lo scambio del quark ¢, che hanno segno
opposto e che dipendono dal valore della massa dei quark. Introducendo il quark c,
la differenza di massa e

G?
_ 20 a2 2 2
Am = ym cos” O.sin“ 0. fir mg m;

Si ottiene un buon accordo con il valore sperimentale di Am se si assume per la
massa del nuovo quark m, ~ 1.5 GeV.

g cos@ gsin® -gsin®@  gcosé -gsin®@  gcos@ -gsin®@  gcos@

gsin® g cos@ gsin®  gcos® gsin® g cos@ gcos®@ -gsin®

Figure 3.30: Grafici di Feynman della transizione K° < KO con il contributo dei
quark u e ¢

I numeri quantici di questo nuovo quark sono rappresentati in Fig.3.31

*C
C

A
N

Figure 3.31: Rappresentazione dei quattro quark

A Iz S C Q
u 1/3 +1/2 0 0 +2/3
d /3 =12 0 0 -1/3
c /3 0 0 +1 +2/3
s /3 0 -1 0 -2/3



Se l'interpretazione di Glashow, Iliopoulos e Maiani e corretta, la simmetria del
modello a quark va estesa da SU(3) a SU(4) e devono esistere nuove particelle che
contengono il quark c: devono esistere 4 x 4 stati di mesoni pseudoscalari, di cui nove
sono gia noti, che formano un 15-pletto e un singoletto, e altrettanti mesoni vettori;
20 barioni di spin 1/2, di cui otto gia noti, etc. Ad esempio, la rappresentazione dei
mesoni e mostrata in Fig.3.32. La prima particella con charm é stata scoperta nel

Figure 3.32: Rappresentazione degli stati dei mesoni nella simmetria SU(4)

1974, si tratta di un mesone vettore J* = 1~ che ¢ rappresentato come lo stato ¢c
ed ¢ chiamato ¢. Il mesone v ha massa m,, = 3097 MeV. Pochi anni pit tardi sono
stati osservati i mesoni pseudoscalari, J© = 07, che decadono per interazione debole
prevalentemente in mesoni K perche la costante di accoppiamento per transizioni
¢ — s & proporzionale a G cos ., i loro stati eccitati J¥ = 17, e i barioni J£ = 1/27.
Alcuni esempi sono

stato m (MeV) 7 (s)
mesoni DT dc 1869 1.05 1072
DY dc 1865 0.41 10712
DY  sc 1969 0.50 10712

s

barioni AT wude 2289 0.21 10712

(¢

Il terzo leptone

I mesoni con charm furono scoperti nel 1976 come prodotti della annichilazione
elettrone-positrone ete™ — DtD~, ete™ — D°DO. Questi possono decadere in
modo semileptonico

Dt = dc— dsWt — K™y, Kouty,

D™= dé— dsW~ — K% 1, K'u o,
D= iic — usWt — K- ety, K uty,
DV = wué—usW- — Kte p, K'u o,

Analizzando la produzione associata di coppie di leptoni ete™, utu=, etu=, pte,
si osservo che queste venivano prodotte anche in assenza di mesoni K. Questo
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fenomeno venne interpretato con la produzione di un nuovo leptone, chiamato
leptone 7, che ha massa simile a quella dei mesoni D. Il leptone 7 ha massa
m, = 1777 MeV e ha le stesse caratteristiche del leptone p: puo decadere in un
elettrone o in un muone

T — Ve U, T U Uy
Se I'accoppiamento con il campo debole € universale, le probabilita di decadimento
sono approssimativamente uguali perché m, > m,, m, > m,. I risultati delle

misure Sono
BR(1 — v.ev,) = BR(T — v;uv,) = 0.17

La larghezza di decadimento si ricava allo stesso modo che per il muone

G*(m.c*)®  h
— ' =-B
19273 T I

e la vita media & 7, = 0.29 10~'? s in ottimo accordo con i risultati delle misure.

Il neutrino v, associato al nuovo leptone ¢ una particella diversa dagli altri due
neutrini v, e v,. Questo ¢ stato dimostrato producendo un fascio di neutrini v, e
osservando le interazioni che producono. Nelle interazioni di protoni di alta energia
vengono prodotti mesoni 7, K, e con probabilita molto piu piccola anche mesoni D.
Se lo spessore e la densita del bersaglio sono molto grandi, i mesoni 7 e K vengono
assorbiti prima di decadere mentre i mesoni D decadono prima di essere assorbiti
perché cr >~ 0.1 mm < Ag. Gli adroni prodotti nei decadimenti sono anch’essi
assorbiti e i neutrini prodotti nei decadimenti semileptonici D — Kev,, D — Kuv,,
e leptonici D — 77y, D™ — 77 I, si propagano attroverso il bersaglio-assorbitore
senza interagire. I neutrini v, hanno energia maggiore dei neutrini v, e v,. A
valle di questo si osservano le interazioni che producono leptoni 7 nello stato finale:
v,N —- 17X, v,N — 77 X.

Tutte le caratteristiche del leptone 7 sono in accordo con l'ipotesi della con-
servazione del nuovo numero leptonico e dell’'universalita dell’accoppiamento con il
campo debole, quindi il quadro dei fermioni sorgenti delle interazioni fondamentali
ora diventa

ot () () () wen (5) (5)

3.3.10 Violazione della simmetria CP

I'(r — veer,) = (T — vopv,) =

L’interazione debole non conserva né la parita né la coniugazione di carica. Nella
teoria di Lee e Yang (capitolo 777) questo ¢ originato dalla forma della corrente
fermionica costruita come sovrapposizione di una corrente vettoriale e di una cor-
rente assiale, JT = VT — AT e della corrente hermitiana coniugata, J- =V~ — A~.
Tutte le interazioni finora esaminate sono descritte in modo molto accurato trascu-
rando l'effetto del propagatore del campo debole, cioe assumendo un’interazione a
contatto tra le correnti nella forma

JTJ = (VE— ANV —A) =VIV —VTA- — ATV — ATA™
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In questa espressione la corrente vettoriale cambia segno per trasformazione di parita
e quella assiale per trasformazione di coniugazione di carica e quindi i termini VA~
e ATV~ non sono invarianti né per C' né per P, ma lo sono per la trasformazione
combinata C'P. La fenomenologia delle oscillazioni e dei decadimenti dei mesoni K
neutri ¢ ben interpretata con l'ipotesi di Gell-Mann e Pais dei due autostati K; e
K, della trasformazione C'P. Questo induce a identificare i mesoni K neutri che
decadono con vita media 75 e 77, con gli autostati di C'P

Ks=K, CP=+1 K, =K, OP=—1

Ma nel 1964 Cronin, Fitch e collaboratori osservarono una ulteriore stranezza dei
mesoni A neutri: i mesoni a vita media lunga, K, decadono anche in stati n7 se
pur con probabilita piccola

BR(Ky, — 7r7n7) =2.0310" BR(K; — 7°7°) = 0.91 107*

La stessa particella decade in stati 777w con CP = —1 e in stati 7w con CP = +1:
anche la simmetria C'P ¢ violata nell’interazione debole. Studiando i decadimenti
Kg — nmm e K, — 7r in funzione del tempo proprio sono stati misurati i rapporti
e gli sfasamenti tra le ampiezze di decadimento

(mrm [ Ho|KL) _ i

(m'7°| Hu| K1)
- =N+ €
(mtm [ Hy|Ks)

<7TO7TO‘Hw’KS> = Too €

%00

[ risultati sono: 1y =~ ny = 2.26 1073, ¢, =~ ¢gg =~ /4.
Quindi le particelle che decadono, Kg e K, non si possono identificare con gli
autostati di C'P ma si possono rappresentare come combinazioni lineari
Kl + €K2 EKl + KQ

ST TER R

ovvero, in termini degli autostati dell’interazione adronica

(14 €)ds+ (1 —e€)ds
[2(1 + [€?)]*/2

(1+€)ds— (1 —e)ds
[2(1 + [e]*)]'/2

Kg = K; =

La corretteza di questa interpretazione si puo verificare studiando i decadimenti
semileptonici dei mesoni Kg e K. Ad esempio, questi ultimi possono decadere
K; — wte i, e nello stato coniugato di carica K; — 7 e*v.. Se non ci fosse
violazione della simmetria C'P le due probabilita sarebbero uguali. Si osserva invece
una differenza

DK, —7mety)—T(K,—7te ) |L+e>—[1+¢€*  2Re

= = ~ 2R
DKy —-7metr,) + (K —»7nte ) [1+eP+|14+¢€? 14 ¢ ‘

Il risultato della misura ¢ 2%e = 3.3 102 in buon accordo con i valori delle ampiezze
ne'®. La stessa differenza si misura nei decadimenti K, — 77 u~v,, K;, — 7 ptu,.
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Questo € uno dei pochissimi esempi in cui si osserva una asimmetria tra ma-
teria e antimateria. Nel decadimento semileptonico dei mesoni K lelettrone e
emesso con probabilita piu piccola del positrone. La definizione e~ = materia,
et = antimateria ¢ fatta inizialmente per convenzione. Una volta fatta, ne segue
protone = materia, idrogeno = pTe~ = materia e cosl via, e analogamente per
antiprotone, anti-idrogeno, .... Nel decadimento n — pe™ 7, [ — peTv,] si emet-
tono antineutrini [neutrini| autostati di elicita positiva [negatival: i due stati finali
non sono simmetrici né per P né per C'. Ma la violazione delle simmetrie C' e P
non ¢ sufficiente a rompere la simmetria della convenzione. Ad esempio un anti-
osservatore in un anti-mondo potrebbe fare le convenzioni sulla carica elettrica =+,
sulla parita destra — sinistra in modo diverso. Osserverebbe lo stesso fenomeno
del decadimento del nucleo di anti-cobalto ®*C'o polarizzato con un anti-magnete in
cui un anti-elettrone & emesso preferenzialmente nella direzione dello spin del °Co,
e ne concluderebbe che non c¢’¢ simmetria per parita e che, se riuscisse a fare lo
stesso esperimento con nuclei °C'o, non ¢’¢ neppure simmetria per coniugazione di
carica. Ma, osservando i decadimenti semileptonici dei mesoni K capirebbe se la
convenzione e la stessa oppure se € opposta a quella che si usa nel nostro mondo di
materia.

Una delle ipotesi alla base del modello del Big Bang e che all’inizio dell’evoluzione
dell’Universo ci fosse simmetria tra materia e antimateria. Ma non si osserva anti-
materia nell’Universo. La violazione della simmetria C'P ¢ una condizione necessaria
(ma non sufficiente) per spiegare I’evoluzione di un Universo inizialmente simmetrico
a quello che si osserva oggi in cui non c¢’e¢ antimateria.

3.3.11 Altri quark

La teoria dell’interazione debole con due doppietti di quark non ¢ in grado di pro-
durre la violazione della simmetria C'P. La corrente fermionica associata alle tran-
sizioni da quark down con carica —1/3 a quark up con carica +2/3 &

o= (@) st = (ol ) (1)

—sinf, cosé, S

La matrice di Cabibbo e unitaria e dipende da un solo parametro reale. Per produrre
la violazione della simmetria C'P occorre che J, contenga un parametro complesso
(appendice 777).

Nel 1973 Kobayashi e Maskawa osservarono che questo si puo realizzare intro-
ducendo un nuovo doppietto di quark. Il nuovo doppietto contiene un quark di tipo
up, chiamato top, e un quark di tipo down, chiamato bottom o beauty. In questo
caso la matrice che trasforma gli autostati dell’interazione adronica ¢ una matrice
3 x 3 e, per rispettare 'universalita dell’accoppiamento al campo debole, la matrice
deve essere unitaria. Una matrice unitaria 3 x 3 dipende da quattro parametri in-
dipendenti di cui tre sono reali, tre angoli di Eulero di rotazione dei doppietti di
quark, e il quarto € complesso.
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Con queste ipotesi la corrente fermionica dei quark e

d, d/ Vud vus Vub d
Jo=(uc E) Yall =75) | & s = Via Ves Vi S
v v Viae Vie Vi b

Introducendo gli angoli di rotazione dei doppietti (0, = 2 — 1, 03 = 1 — 3,
0y = 3 — 2; ¢, = cosby, s, = sinf) e un parametro complesso €, la matrice di
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa si rappresenta con il prodotto di tre rotazioni

1 0 0 C3 0 sg€ cg s 0
VCKM: 0 (6)) S9 0 1 0 —S1 C 0 =
0 —s9 ¢ N 0O 0 1
is
C1C3 S1C3 S3€
= | —s109 — 15983670 c1e9 — 51598360 s9cs

0

0 1Sy — S1C983€" CoC3

8189 — C1C283€
Poiché la matrice 2 x 2 di Cabibbo fornisce una buona approssimazione dei decadi-
menti relativi ai primi due doppietti di quark, si ha cic3 ~ cico >~ cosf., sjc3 >~
S1¢o >~ sinf@.: risulta che anche i termini sinfy e sinfs sono piccoli. La matrice
CKM ¢ approssimativamente simmetrica con i termini diagonali ~ 1.

C1Co S1c9  sze'
Verky =~ —S51C2 C1C2 S2C2

—C1098367 0 —c1s9  Cocy

La prima particella con beauty ¢ stata scoperta nel 1977. Si tratta, come nel caso
del charm, di un mesone vettore (J© = 17) bb chiamato T che ha massa my =
9460 MeV . Successivamente sono stati osservati i mesoni pseudoscalari (J£ = 07)
e i barioni (J¥ = 1/27) previsti dalla estensione alla simmetria SU(5) del modello
a quark. Alcuni esempi sono

stato  m (MeV) T (s)
mesoni BT, B~ bu, ub 5279 1.65 1071
B°, B bd,db 5279  1.5510°'°
BY, BY bs,sb 5370  1.49107%
barioni AY udb 4624 1231071

Le particelle con beauty decadono prevalentemente in particelle con charm con
larghezza di decadimento I'(b — ¢) proporzionale a G?|V4|?; dalle misure si ot-
tiene | V| ~ 0.04. I decadimenti senza particelle con charm nello stato finale hanno
larghezza di decadimento I'(b — w) proporzionale a G?|V,,|? e dalle misure si ottiene

Il quark top ha una massa molto grande ed e stato osservato solo di recente, nel
1996. Poiché la massa ¢ maggiore di quella del bosone mediatore dell’interazione
debole (capitolo 777?) il quark ¢ decade nel quark b e in un bosone W: t — bW™,
t — bW, con |Vj| ~ 1. Non si conoscono stati legati formati con il quark .

Il quadro delle interazioni deboli dei leptoni e degli adroni si puo riassumere:
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e leptoni e quark sono fermioni di spin 1/2 e sono suddivisi in famiglie ciascuna
formata da un fermione di tipo up e uno di tipo down

e la fenomenologia dei decadimenti deboli dei leptoni e decritta con tre famiglie
di leptoni; i neutrini hanno massa nulla (i limiti sperimentali sono: n,, < 4 eV,

Ny, <02 MeV, n, <18 MeV);

e laccoppiamento delle correnti J," e J; (che producono le transizioni = — v
e v — {7) con il campo debole ¢ definito da una sola costante, G;

e il numero leptonico si conserva separatamente per ciascuna famiglia: non si
osservano transizioni tra le famiglie perché i neutrini hanno massa nulla;

e i decadimenti deboli degli adroni sono descritti con tre famiglie di quark che
sono combinazioni lineari degli autostati dell’interazione adronica; queste si
ottengono con una matrice unitaria 3 x 3;

e |’accoppiamento delle correnti J; e J, (che producono le transizioni down —
up e up — down) con il campo debole & definito dalla stessa costante univer-
sale di Fermi e dai quattro parametri indipendenti della matrice di Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa.

o (1) (2) (2) e (3) (5) (3)

3.4 Modello dinamico a quark

Gli adroni non sono particelle elementari, ma sono caratterizzati da una estensione
nello spazio di circa 1 fm e, se hanno spin, da un momento magnetico anomalo.
I leptoni invece si comportano come fermioni di spin 1/2 puntiformi. Il modello a
quark degli adroni identifica i barioni e i mesoni con combinazioni di quark e anti-
quark, fermioni di spin 1/2 caratterizzati dal sapore e da carica elettrica frazionaria.
Questa interpretazione e confermata dalla fenomenologia dei decadimenti elettro-
magnetici e deboli degli adroni. Il passo successivo ¢ di verificare se i quark sono
particelle prive di struttura e se si puo impostare un modello dell’interazione adron-
ica basato sulla dinamica dei quark costituenti.

Per studiare le proprieta statiche degli adroni, ad esempio per misurare la densita
di carica elettrica e di magnetizzazione, si utilizzano collisioni elastiche con parti-
celle elementari cariche. In una collisione elastica il potere risolutivo ¢ definito
dall'impulso trasferito Ap: si puo esplorare una regione spaziale di dimensione
R ~ h/Ap. In questo caso I'adrone rimane uno stato legato dei suoi eventuali
costituenti e ’energia trasferita e solo energia cinetica. Se invece si vuole studiare la
struttura dinamica di un adrone e eventualmente frammentarlo nei suoi costituenti
occorre studiare le collisioni inelatiche in cui si trasferisce sia impulso Ap che energia
AEFE.
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La struttura dinamica del protone e del neutrone si puo studiare sia mediante
I'interazione elettromagnetica con fasci di elettroni o muoni di alta energia, sia me-
diante l'interazione debole utilizzando fasci di neutrini. I bersagli possono essere
costituiti da Idrogeno, Deuterio o nuclei piu pesanti. Le reazioni sono

e N—eX p*N—py*X y,N—-p X ©p,N—-uX

in cui X rappresenta qualunque stato adronico accessibile. Consideriamo un protone
in quiete nel laboratorio e un elettrone di energia £ > m,. I 4-impulsi sono

P=@pE) P=@E) P=0M W=(Q,E)

I1 4-impulso trasferito ¢ ¢ = (p—p, E — E') = (¢,v). L’energia totale nel centro
di massa, il quadrato del 4-impulso trasferito e I’energia trasferita sono invarianti.
Trascurando la massa dell’elettrone

S:(P+Po>2:M2+2ME q2:<P—Pl)2:—2EE/(1—C086) Po'q:MV

Nel seguito usiamo Q? = —¢* > 0.

Diffusione elastica

Nel caso di diffusione elastica (Fig.3.33) I'energia E’ e I’angolo 6 non sono indipen-
denti, ma sono legati dalla relazione
, E E 2

E — = E = E’ _—
1+ (E/M)(1—cosf) 1+ Q2/2ME" o

per cuisiha v=FE—FE = Q?*/2M: Q? = 2Mv. Se il protone fosse un fermione di
spin 1/2 puntiforme la diffusione elettrone-protone per interazione elettromagnetica
sarebbe descritta dalla sezione durto di Dirac (capitolo 777)

do a?(he)?  E' ) Q> .,
a0 1m0 E cos“0/2 + YNYE 2sin” /2

che si puo scrivere (nel seguito h =1, ¢ = 1)

2 2

d’o a

dQdE’ ~ 4E?sin®0/2

<00329/2 + ©

e 2 sin’ 9/2) S(v—Q*/2M)

nota [ F(a) dlf(a)] do = S [Fn)/[£]],

S(v—Q*/2M) = 6(E — E' — (2EE'/M)sin®0/2)

| d
dE'’

(E—E' — (2EE'/M)sin*0/2)| = | — 1 — (2E/M)sin*0/2| = E/E’

/
;Lg _ / F(E,E') §(E — E' — (2EE' /M) sin®0/2) dE' = F(E, E') %
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Po

Figure 3.33: Scattering elastico rappresentato nel riferimento del laboratorio e come
grafico di Feynman

Per un bersaglio non puntiforme la collisione e descritta dalla sezione d’urto di
Rosenbluth (capitolo ?7?) introducendo due fattori di forma che moltiplicano ’ampiezza
di diffusione in cui il protone non cambia (~ cos#/2) oppure cambia (~ sin/2) di-
rezione dello spin.
d*o a?

— F2 2 29 2
d0dE 4E23in49/2< 2(Q7) cos™0/2+

46\2;2 F2(Q?) 2sin® 0/2) S(v—Q*/2M)

[ fattori di forma hanno andamento F(Q?) — 0 per Q* > M?.

3.4.1 Diffusione inelastica

Nel caso di diffusione inelastica (Fig.3.34), il bersaglio frammenta in uno stato di
massa W > M e l'energia e ’angolo dell’elettrone nello stato finale sono variabili
indipendenti. La massa del sistema X ¢

W2 = (P, +q)°=M+¢+2Mv=M—Q*+2Mv>M> = 2Mv> Q>

P, W

Figure 3.34: Scattering inelastico rappresentato nel riferimento del laboratorio e
come grafico di Feynman

Il 4-impulso e 'energia trasferita sono variabili indipendenti e si possono definire
diverse regioni nel piano Q? x 2Mv (Fig.3.35)

e limite di diffusione elastica W? — M?2, 2Mv — Q%

e cccitazione di stati risonanti del protone con massa M*: W2 = M*2, 2Mv =
Q? + costante;

e continuo della diffusione inelastica: 0 < Q*/2Mv < 1;
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2Mv

Figure 3.35: Regioni del piano Q2 x 2Mv

La sezione d’urto si puo esprimere introducendo due funzioni di struttura che ora
sono funzioni delle due variabili indipendenti Q? e v
d*c a?

dQdE ~ 4E%sin0/2

(WQ(Q2, V) cos*0/2 + W1(Q?, v) 2sin’ «9/2)

In funzione degli invarianti Q? e v:
d’c T d% 4ra? B 9 9 9 9
i0%d ~ EE d0dE - O B (WQ(Q ,v) cos“0/2 4+ Wy (Q7,v) 2sin 9/2)

nota : d?c/dQ*dv = |Jacobiano| x d*c /dQdE’

2, _ | 0Q?/OE" 0Q/0Q ,_ | Q*/E" —EE'/n ,_ EE /
AQ%v = | % fp on b | 4dE = ) o " |andE = == aqde
2
0 2EFE'(1 — cosf) = @ 0 2EE'(1 — cos0) = —2EFE' (E-E)=-1

oF' - E Ocosl OF’

3.4.2 Diffusione fortemente inelastica elettrone-nucleone

La regione di diffusione fortemente inelastica ¢ definita dalla condizione Q2 > M?2,
v > M. Se il protone e costituito di particelle puntiformi 'interazione fortemente
inelastica con una particella elementare (elettrone, muone o neutrino) sara il risultato
della diffusione elastica con i costituenti e, se questi hanno massa m e se l’energia
trasferita v € molto maggiore dell’energia di legame dei costituenti, sara la somma
incoerente dei vari contributi

d*c 4ra? B 9 2
i _ = 2+ 4 2sin?6/2 - Q%2
(dQQdV>elastic o' E <cos 0/ +4m2 sin“ 6/ )5(1/ Q°/2m)

2
Wy(Q*v) — i §(1 —Q*/2mv) Wi(Q*v) — 42% 5(1 —Q*/2mv)

Nel 1967 Bjorken dimostro che nella regione fortemente inelastica

Q* > M? v>M r=Q*/2Mv = finito 0<z<l1
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le funzioni di struttura hanno, per Q% — oo e v — o0, limiti finiti che non dipendono
separatamente da Q? e v, ma solo dal rapporto adimensionale x = Q*/2Mv

lim vWy(Q? v) = Fy(x) lim MW, (Q* v) = Fi(x)
Q2 v—c0 Q2 v—c0
Questo vuol dire che le funzioni che descrivono la struttura del protone non dipen-
dono da variabili che hanno dimensioni fisiche, cioé non dipendono, come nel caso
della diffusione elastica, dal 4-impulso trasferito Q% e dalle dimensioni del protone.
Questa proprieta e chiamata legge di scala di Bjorken.

Un’importante serie di esperimenti fu fatta a partire dal 1968 con elettroni ac-
celerati fino a 20 GeV usando bersagli di idrogeno e deuterio. In questi esperimenti
si misura I'energia E’ e 'angolo 6 dell’elettrone nello stato finale: da questi valori si
determinano le variabili Q?, v e W. La Fig.3.36 mostra la sezione d’urto differen-
ziale d?c /dQUdE'" in funzione dell’energia dello stato adronico W: si nota l’eccitazione
di risonanze barioniche (la prima e la risonanza A di massa 1.23 GeV') e una dis-
tibuzione continua per valori W > M*. La figura non mostra il picco della diffusione
elastica, centrato a W = M. Questo diminuisce rapidamente all’aumentare di ()?
per effetto del fattore di forma F(Q?). Con I'aumentare del 4-impulso trasferito,
la sezione d’urto diminuisce, ma diventa sempre piu importante il contributo del
continuo inelastico rispetto alla diffusione elastica e all’eccitazione di risonanze.

‘ —
E , J
= 10 ¢ ’ Q% = 0.2 GeV
® [ Q® =06
g [ 2 _
< - Q* =12
= . Q% =20
1015* T . % E
3 .
I C o, oy AT
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Figure 3.36: Sezione d’'urto differenziale in funzione dell’energia dello stato adronico

w

Il confronto tra la sezione d’urto inelatica e quella elastica e mostrato nella
Fig.3.37 in funzione del 4-impulso trasferito. Il contributo della sezione d’urto in-
elastica diventa molto maggiore di quella elastica gia per valori di Q? poco pill
grandi dei valori corrispondenti all’eccitazione di risonanze e, per valori fissi di
W?2 = M? +2Mv — Q?, si mantiene approssimativamente costante: non dipende da
Q.

La prima importante conclusione e che la legge di scala di Bjorken e soddisfatta
nella regione del continuo inelastico dove non ¢ piu importante 1’eccitazione di riso-
nanze barioniche: i risultati degli esperimenti confermano l'ipotesi che il protone e
il neutrone sono costituiti da particelle puntiformi.
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Figure 3.37: Rapporto tra la sezione d'urto elastica e inelastica e la sezione d’urto
di Mott (bersaglio puntiforme) in funzione del 4-impulso trasferito

3.4.3 Modello a partoni

Per interpretare il significato della variabile = di Bjorken e delle funzioni Fy(z),
Fi(z), conviene esprimere la sezione d’urto in funzione di x (|0z/0v| = v/x)

d*o v d*o _47ch2 E 1
dQ%*drz  x dQ*dv Q* E =z
B dra?® E' 1

o E: <F2<x) cos® 0/2 +

4ra® E' 1 9 Q* 9

Q4 E x(FQ(fL‘) COS 9/2+2$F1($) WZSIH 0/2
Se i costituenti del protone sono fermioni di spin 1/2 le due funzioni di struttura di
Bjorken non sono indipendenti. Infatti confrontando la forma della sezione d’urto
con quella della interazione elastica, di Mott per particelle di spin 0, o di Dirac per

particelle di spin 1/2 e massa m = Mz, si conclude che

(VWQ(QQ, v) cos®6/2 +vWi(Q% v) 2sin? 0/2) =

vFi(x)

2 sin’ 9/2) =

e per costituenti di spin 0 si ha Fj(z) = 0;
e per costituenti di spin 1/2 si ha Fy(x) = 2zF(z).

La Fig.3.38 mostra il valore di 2xF}(z)/F,(z) misurato con bersagli di protoni e
neutroni per diversi valori di Q? e v: il rapporto ¢ chiaramente diverso da zero e
si mantiene costante e circa uguale a 1. Quindi i risultati degli esperimenti sulla
diffusione fortemente inelastica di elettroni su protoni e neutroni mostrano che questi

e sono costituiti di particelle puntiformi;
e i costituenti hanno spin 1/2.

La forma della sezione d’urto
d*’c Ara® E' Fy(v)
dQ?dx  Q* FE

2

2 -2
<COS 9/2+W 2sin 9/2)
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Figure 3.38: Rapporto 2z F)(z)/Fy(x) in funzione della variabile x per diversi valori

di Q2

ha una suggestiva interpretazione nel modello a parton: introdotto da Feynman nel
1969 considerando la collisione inelastica in un riferimento in cui I’adrone bersaglio
ha impulso elevato (|p,| > M) in modo da poter trascurare la massa e I'impulso
trasverso dei costituenti:

e 'adrone ¢ costituito da particelle puntiformi cariche chiamati partoni;
e il 4-impulso dell’adrone, P,, e distribuito tra i partoni;

e l'interazione inelastica con 4-impulso trasferito () e energia trasferita v e il
risultato dell’interazione elastica con un partone che ha 4-impulso zP,;

e la funzione di struttura Fy(z)/z rappresenta la funzione di distribuzione dei
partoni nell’adrone.

La funzione di struttura F»(z) misurata nella diffusione fortemente inelastica elettrone-
protone ¢ mostrata in Fig.3.39

L

w

0.2

0.1; * 1
L ‘ 4
i “-.. 1

07 P S U BRI “..*QO‘ ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figure 3.39: Funzione di struttura del protone, F3”(x), in funzione della variabile z
Un’interazione inelastica con 4-impulso trasferito () e energia trasferita » molto

maggiore dell’energia di legame dei partoni nell’adrone bersaglio e rappresentata
in Fig.3.40: l'interazione avviene tra ’elettrone e un partone con 4-impulso xP,, il
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quadrato dell’energia totale elettrone-partone ¢ § = (P+xP,)? = 2EMx + 2> M? ~
2EMzx (per E > M), il 4-impulso @) & scambiato tra I'elettrone e il partone che
dopo l'interazione ha 4-impulso

(g+aPR,)? = —-Q*+ 2Mvz + 2°M? = (zM)* =m*> < W

e I’adrone frammenta in uno stato finale di massa W formato dal partone interessato
e dagli altri partoni che hanno 4-impulso (1 —z)F,. La Fig.3.40 mostra la diffusione

pr
P
_p 'XPO q
XP
P - XP
1R ° W
Po

Figure 3.40: Diffusione inelastica nel riferimento di Breit e grafico di Feynman nel
modello a partoni

fortemente inelastica nel riferimento di Breit in cui I'energia trasferita tra l’elettrone
e il partone & nulla, ¢ = (2p,0), e entrambi invertono I'impulso.

Il modello a partoni ha una semplice interpretazione se si considera la collisione
nel riferimento del centro di massa elettrone-nucleone. Trascurando i valori delle
masse, si ha s = (P + P,)? = 4(p*c)?, ¢* = (P — P")? = —2(p*c)*(1 — cos 6*). Per
un bersaglio puntiforme la sezione d'urto ¢
V(p*e)* 1

(fIH i) 873 (he)? 2 (fIH|i)

do _V 2
aQ ¢ h

_ Ama(he)?
- o

F(o)

dove F'(0*) ¢ la distribuzione angolare della diffusione elastica. Ci sono due casi

e clettrone e nucleone hanno spin opposti (= <; < =), il momento angolare
totale ¢ J = 0 e la distribuzione angolare ¢ isotropa: F(6*) = 1;

e clettrone e nucleone hanno spin paralleli (= =; < <) il momento angolare
totale € J = 1 e la distribuzione angolare ¢ descritta dalle autofunzioni di
rotazione di spin 1 (appendice 777)

B 1+ cos 0*

F(67) 5

Le due ampiezze non interferiscono per cui la sezione d’urto e

do o?(he)? " 1+ cos 6\’
a0~ 20t ° 2
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Nel riferimento del laboratorio, dopo la collisione ’elettrone ha energia

E+M 1 0*
E’:B’yp*cosé*—l—’yE*:%p*cose*—i— 2—;* E*:EJFCQOS

da cui si ottiene v = F — E' = E(1 — cos#*)/2. La variabile adimensionale inelas-
ticita, y = v/E = (1 — cosf*)/2, & quindi direttamente connessa con l’angolo di
diffusione nel centro di massa e la sezione d’urto differenziale si puo esprimere in
funzione di y (|0Q2*/0y| = 4m)
do  2ma?(hc)? )

Per interpretare la diffusione inelastica elettrone-nucleone nel modello a partoni
conviene esprimere la sezione d’urto differenziale in funzione delle due variabili adi-
mensionali =,y

B 1+ cos 0*
N 2

Q* =4EF'sin*0/2 =2MFEry E = E(1—y) sin29/2:2Ejz411iyy)
ddjgy — oM Ex Cg;;y —
=g 2mmat =0 B0 (1= 5 )+ e ) -
_ 422‘2 oM Ex FQ;@ [1 —y— ]\gy + y’;]
che, per E > M, s ~2MFE, diventa
dd;jy = QZ;:Z s FQQ(:@ [1 +(1-— y)z}

in cui e chiaramente espressa la dipendenza della sezione d’urto differenziale della
diffusione fortemente inelastica elettrone-adrone dai vari termini:

e (costante di accoppiamento x propagatore)?;
e (energia totale del sistema elettrone-partone)? = s;
e densita dei partoni nell’adrone Fy(z)/x;

e distribuzione angolare nel riferimento elettrone-partone.
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3.4.4 Carica elettrica dei partoni

I1 nucleone & costituito di partoni puntiformi di spin 1/2. I quark hanno carica elet-
trica frazionaria, e,, = 2/3,e; = e, = —1/3,... (in unita della carica elementare). Il
passo successivo e verificare se si possono identificare i partoni con i quark. La sezione
d’urto di interazione elettromagnetica e proporzionale al quadrato delle cariche elet-
triche interagenti per cui, se si indica con fi(z) la densita dei quark di sapore k, la
funzione di struttura Fy(z) si puo esprimere

Fy(z) =) e; v fu(z)

In un’interazione fortemente inelastica si possono formare anche coppie quark-antiquark
dello stesso sapore e l'interazione elettromagnetica ha lo stesso accoppiamento per
quark e antiquark per cui conviene definire

e quark di valenza quelli che definiscono i numeri quantici dell’adrone, ad esem-
pio p = |uud) con carica +1, n = |udd) con carica 0, .. ;

e quark del mare (sea-quark) quelli costituiti dalle possibili coppie quark-antiquark
prodotte nell’interazione, ad esempio coppie SSs.

Nelle interazioni elettrone-protone e elettrone-neutrone si misurano le funzioni di
struttura
1 4 1

FP() = 2 3up(x> bod@ ] E @) = [Cun) + gda()

(up(w) e dp(w) sono le densita di quark u e d del protone, u,(z) e dn(z) quelle
del neutrone). Le possibili coppie quark-antiquark del mare, ua, dd, s§ hanno
approssimativamente la stessa densita e si puo trascurare il contributo dei quark

con massa piu elevata

4 4 1 1- 1 1 12

§u(x) + §ﬂ(x) + §d(a:) + §d($) + §s(m) + §§(x) +...& gs(x)

La simmetria dell’isospin dell’interazione adronica permette di ipotizzare che la den-
sita di quark di valenza u del protone sia uguale alla densita di quark di valenza d
del neutrone

Con queste ipotesi le funzioni di struttura del nucleone sono

L+ 2sw)]  Een) = o Pue) + 2au) + Zsa)

. 4
FP(z) =z |=u,(z) + 5 3 5 3 3

9

Il rapporto tra le funzioni di struttura ¢ mostrato nella Fig.3.41: si osserva che per
x — 0 il rapporto & F§"(x)/F5?(x) ~ 1: la densita di quark di valenza e del mare
¢ simile per piccoli valori dell’impulso dei partoni; mentre per  — 1 il rapporto

297



1 —
RN
AL
0.8 [ N
[ “.o.
—~ ¢ ¢
< L e,
s L [X) B
quL 0A67 ,v‘,
- 3R
= i Yot
fed 0.4j 0“"* B
uIiL ‘**
0.2 B
0 L L n L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 3.41: Rapporto tra le funzioni di struttura di neutrone e protone,
F$"(z)/F5¥(x), in funzione della variabile x

Fs™(z)/F5*(x) ~ 1/4 indica che ¢ importante solo il contributo dei quark w,(z).
Questa non e una evidenza diretta che i partoni hanno la carica frazionaria prevista
nel modello a quark, ma indica il modello ¢ consistente con questa ipotesi.

In un bersaglio con ugual numero di protoni e neutroni, ad esempio deuterio,
I'interazione avviene con uguale probabilita con i quark u e d e si ottiene una funzione
di struttura mediata sul contenuto di quark di valenza
 EP(z) 4+ F5'(x) 5 5

. = | gt(@) + gd(@) + .| = g wla(@) + a(=)]

F5™(x)

q(z) e q(z) indicano le densita di quark e antiquark. Il fattore 5/18 rappresenta il
valor medio del quadrato delle cariche dei quark di valenza che contribuiscono alla
diffusione fortemente inelastica elettrone-deuterio.

L’integrale della funzione z[g(x) + ¢(x)] su tutti i valori della variabile x rappre-
senta il contributo di tutti i quark e gli anti-quark all’interazione e dovrebbe essere
pari a 1. Il valore sperimentale e invece

/01 v [q(z) + q(z)] dx ~ 158 /01 FeN(z)dx ~ 0.5

Questo valore si ottiene da misure della diffusione fortemente inelastica di elettroni e
di muoni (che possono raggiungere energie piu elevate) su diversi bersagli con ugual
numero di protoni e neutroni (Deuterio, Carbonio, ...) ed ¢ approssimativamente
indipendente dai valori di Q% e v. Un’ipotesi per spiegare questo risultato ¢ che non
tutti i partoni del nucleone si accoppiano con il campo elettromagnetico. Questa
ipotesi si basa su una seconda ipotesi, che i partoni si possano identificare con i quark
con carica frazionaria. La verifica di questa si ottiene studiando l'interazione forte-
mente inelastica neutrino-nucleone: infatti in questo caso l'interazione non dipende
dalla carica elettrica dei quark.

298



3.4.5 Diffusione fortemente inelastica neutrino-nucleone

Nel capitolo 7?7 ¢ mostrato come si realizzano intensi fasci di neutrini v, e antineu-
trini 7,,. Le reazioni di diffusione fortemente inelastica su nucleone sono

v N — p= X N — X

Si tratta di reazioni che avvengono per interazione debole con sezioni d’urto molto
piccole, quindi negli esperimenti occorre avere bersagli molto grandi. Inoltre in
un fascio di neutrini si conosce il flusso di neutrini per unita di energia, d®/dFE,,
ma non si conosce l'energia dei singoli neutrini, quindi per conoscere ’energia dei
neutrini che interagiscono occorre misurare sia la direzione e ’energia del muone che
la direzione e l'energia del sistema adronico X che si forma nella frammentazione
del nucleone.

La sezione d’urto differenziale di diffusione elastica dipende da tre funzioni di
struttura, Wi,(Q*v) (h=1,c=1)

E+FE
M

<

o
dQ%dv  2n E

<W26082 0/2 +Wi2sin*0/2 F W sin® 9/2)

R

+

La differenza con 'interazione elettromagnetica e che I'interazione debole e costruita
a partire da una corrente vettoriale e una assiale. Si hanno quindi quattro termini
che corrispondono alle ampiezze per cui il nucleone cambia (~ sin6/2) oppure non
cambia (~ cosf/2) direzione dello spin. Neutrini e antineutrini sono autostati di
elicita con valori opposti e questo origina la differenza di segno nella somma di questi
termini.

La dipendenza dall’angolo di emissione del muone, 6, permette di misurare le fun-
zioni Wy e 2W; FW3(E + E’)/M. La misura di interazioni di neutrini e antineutrini
permette di determinare le funzioni Wy e Wi.

La legge di scala di Bjorken prevede che nel limite Q? > M2, v > M, le funzioni
di struttura siano funzioni solo di z = Q*/2Mwv

vWa(Q% v) — Fy(x) MW(Q* v) — Fi(x) vWs5(Q% v) — F3(x)
La sezione d’urto differenziale in funzione delle variabili adimensionali x,y e

d*c  G? Mazy 1> y?
— T OME|B(@) (1—y— 25 L owF(2) L F2F _¥
dedy 27 l 2<x)< Y™ 3E >+ vhie) 5 Feh@) v =5

Facendo 'ipotesi 22 F (x) = Fy(x), verificata nel caso di interazione elettromagnetica
dei partoni, per £ > M, s ~ 2MFE, la sezione d’urto differenziale e

Lo 2 2 Y2 B
e e sl (1 ) rer (- 5)] ]

<

v

Come nel caso della diffusione fortemente inelastica di elettroni queste relazioni
acquistano un significato pit esplicito esaminando 'interazione nel sistema del centro
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Figure 3.42: Scattering elastico (anti)neutrino-(anti)quark nel riferimento del centro
di massa

di massa neutrino-partone. In questo riferimento, nell’ipotesi che abbiano massa
trascurabile, i quark hanno elicita negativa e gli antiquark elicita positiva. I neutrini
e gli antineutrini sono autostati di elicita. Quindi, considerando solo i quark di
valenza del nucleone, le possibili interazioni sono (Fig.3.42)

vd — p~u = = J=0
v — p—d = = J=1
vu — ptd = = J=1
vd — pta = = J=0

La sezione d’urto differenziale & (capitolo 777)

2 2 2 2 1 *\ 2
do_ G3(hc) & J—0 do  G%(hc) 8*< —|—cos€> J—

s 4r? dQr  4r? 2
con G2 = G? cos? 0. Espressa in termini dell'inelasticita

do  G?*(he)? do  G?*(he)?

- c( ) S* JZO R— c( ) S*(l_y)z le

dy T dy s
Introducendo le densita di quark e antiquark, e considerando anche i contributi dei
quark del mare, vs — pu~u, u — p*s, che hanno accoppiamento ~ G'sin 6, si ha

v =T sfale) )1 - ) = T sefale) + gte) ~ 2a0)w — 72)]
’ digy - Z s i@ - 0] = F s fate) + o) — 2a(a)y — 2/2)

3.4.6 Densita di quark e antiquark

Dalle misure delle funzioni di struttura nella diffusione fortemente inelastica neutrino-
nucleone e antineutrino-nucleone si possono determinare separatamente le densita
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di quark e antiquark del nucleone

Lo, dPo; G y? FyN(z) + Fy¥(x)
=—s I 1— = F. =
dxdy + dxdy T o 2(z) ( v+ 2 ) >(7) 2

d*c, d’oy G? UN y? FyN (x) + F{N (2)
dedy — dxdy T s ok (@) (y 2 Fa(w) = 2

Confrontando queste espressioni con quelle delle sezioni durto differenziali con quark
e antiquark si ha

z lq(x) + q(z)] = Fy(x) z lq(x) — q(2)] = —aFs()

2q(z) = Fy(x) —2ng($) 2q(x) = Fy(x) —i—2mF3($)

I risultati sperimentali, mostrati in Fig.3.43, portano ad alcuni importanti conclu-

1.5
F,00 = x [a(x) + q(x)]
1.2 ;- ________ .~ -
) X q(x)____-“
0.9\ ” AN b
v ’ )Y
) ’ A1y
“ . LY
“l' “
0.6 ¥ LY 7]
A .
[ LY
Y N
[) A A Y
] A} b
0.3r} S . ]
RN Seee
0 PR P e 1 S  UPRP b —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.43: Densita di quark e antiquark misurate nella diffusione fortemente in-
elastica di neutrini e antinuetrini

sioni
e i quark del mare contribuiscono solo per piccoli valori di x;
e la densita dei quark di valenza si estende anche a grandi valori di z;

e come nel caso dell'interazione elettromagnetica, per bersagli che contengono
ugual numero di protoni e neutroni, I'integrale sul contributo di tutti i quark

e antiquark ¢ # 1

/01 i (2) dz = /01  [q(x) + g(x)] dr ~0.5

cioe protone e neutrone sono costituiti anche di partoni che non si accoppiano
né con il campo elettromagnetico né con il campo debole;
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e confrontando i risultati dell’interazione elettrone (muone)-nucleone e neutrino
(antineutrino)-nucleone si ottiene

Fy™(w) ~

18 .
€F2N<I)

e, poiché l'interazione debole non dipende dalla carica elettrica, questo risul-
tato conferma che il valor medio dei quadrati delle cariche dei partoni e

(Swed)
a quark.

= 5/18 in accordo con i valori delle cariche frazionarie del modello

La conferma che gli antiquark hanno un ruolo importante nella struttura dinam-
ica del nucleone si ottiene misurando la sezione d'urto differenziale di neutrini e
antineutrini in funzione dell’inelasticita, do,/dy, do;/dy, mostrata in Fig.3.44. Nel
modello a partoni, queste hanno la forma

do 1 d?0

-~ = dr = — 2M E
dy / dxdy T or
doy 1 d?0

i dr = — 2M E
dy 0o dxdy T 27T

[/ zq(x)dr + (1 — y)z/xq_(x)dx}

[(1 — y)2/xq(x)dx+/a:(j(x)dx

per cui si puo estrarre dalle misure il contributo globale di quark e antiquark

) 1

Q:/ zq(z)dx Q:/ zq(w)dx
0 0
l,

0,8;* L s AN NI S T
> o6 Yo v ]
kS -

o N
S 0.4r o ]
| + _
v, v
0.2 AR ]
L * 1
ot —— I Pa—
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
y

Figure 3.44: Sezione d'urto differenziale di neutrini e di antineutrini in funzione

dell’inelasticita

La sezione d’urto totale ¢ mostrata in Fig.3.45 in funzione dell’energia del fascio.
Nel modello a partoni questa si ottiene integrando su tutti i valori di inelasticita

o(vN - pu~X) =

o

o(vN — ptX) =

o

Ldo, G? —
i dy =5 2ME (2+9/3)

1 dO'f, G2 -
% dy = - 2ME (Q/3+ Q)

G*M /7 = 1.58 1073 ¢cm?/GeV. I risultati mostrano che

302



250 —
[ v 4
—~  200f 4 B
o~ f ¥
5 1500 " ]
@ F v
o [ St +
Z  100f o I
=] [ .’ PR ¢ -
50; .,.' o * v i
L *
[ ol er?
0 g ‘;:” T S S Y AR SRS
0 120 240 360
Ev (GeV)

Figure 3.45: Sezione d’urto totale di neutrini e di antinuetrini in funzione dell’energia
e la sezione d’'urto di interazione di neutrini e antineutrini cresce linearmente
con |’energia
o(vN — p~X) = (0.677 £0.014) 107% cm?/GeV x E (GeV)
o(ZN — ptX) = (0.0334 + 0.008) 107°® em?/GeV x E (GeV)
e il rapporto tra le sezioni d'urto

oy 1+39/Q

o, 3+9/Q
indica che il rapporto tra il contributo degli antiquark alla struttura del nu-
cleone e quello dei quark & Q/Q = 0.20.

0.49

La sezione d’urto e proporzionale all’energia di neutrini e antineutrini, quindi anche
alla massima energia dei fasci oggi disponibili (F ~ 300 GeV') la sezione d’urto
non e sensibile all’effetto del propagatore del campo debole. Infatti il propagatore
modifica la dipendenza lineare dall’energia

G? 2MFE

~ — >=2ME
TV ey THE

Si pud concludere quindi che la massa del bosone W & molto grande: M7, >
2M Exy ~ 100 GeV2.

In conclusione, lo studio delle interazioni elettromagnetiche e deboli di fermioni
puntiformi (elettroni, muoni e neutrini) con nucleoni mostra che

e questi sono costituiti di fermioni puntiformi di spin 1/2;

e |'accoppiamento con il campo elettromagnetico ¢ proporzionale al quadrato
della carica frazionaria dei quark;

e l'accoppiamento con il campo debole e proporzionale alla costante universale
di Fermi e, per i diversi sapori di quark, ai parametri della matrice di Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa;
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e l'integrale sulla densita di quark e antiquark, [ z[¢(x) + ¢(z)]dx ~ 0.5, indica
che solo la meta dei partoni interagisce con il campo elettromagnetico e con il
campo debole;

e i nucleoni sono costituiti per meta di partoni che non si accoppiano né con il
campo elettromagnetico né con il campo debole;

e questi si possono interpretare come i quanti dell’interazione adronica, i gluoni,
che legano i quark e gli antiquark negli adroni.

3.5 Interazioni fermione-antifermione

Le conclusioni sul modello dinamico a quark sono confermate con numerose altre
misure fatte con anelli di collisione elettrone-positrone (capitolo 77?7) per studiare la
reazione di annichilazione ete™ — adroni o studiando interazioni adroniche in cui
sono prodotte coppie leptone-antileptone nello stato finale, ad esempio pp — eTe™ X.

3.5.1 Annichilazione e*e”
Al primo ordine dello sviluppo in teoria delle perturbazioni I’annichilazione elettrone-

positrone ¢ descritta con lo scambio di un fotone di 4-impulso
Q*=s=(P,+P )Y =2m*+2E,E_—2p, - p_ ~4E, E_

Lo stato finale f prodotto nell’annichilazione ete™ — f ha i numeri quantici del
fotone: J =1, P=-1,C = —1.

Nel riferimento del centro di massa si ha B, = E_, s = 4E?. Se elettrone
e positrone sono accelerati nello stesso anello, il riferimento del centro di massa
coincide con quello del laboratorio.

Annichilazione ete™ — putpu~

e+ u+
Figure 3.46: Diagramma di Feynman dell’annichilazione ete™ — putpu~

Il processo elementare ¢ Iannichilazione in due fermioni puntiformi ete” —
ptu~ (Fig.3.46). Se I'energia totale & s > 4m”, 3, — 1, le particelle nello stato
inziale e finale si possono rappresentare con buona approssimazione con autostati di
elicita e la sezione d’urto e

d0_127r

== TSP

drache

Q2

1L p*_ (pe)?
8m3h® 2¢  8m2(hc)t

f(0)
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Il propagatore del fotone ¢ s = (hc)?Q* = (2pc)? e la distribuzione angolare ¢
la somma di due ampiezze che rappresentano la rotazione di spin 1 di 0 e 7 + 6

(Fig.3.47)

f(e)zl—kgose f(ﬂ_i_e):l—;os@

Le due ampiezze non interferiscono e la sezione d’urto e

pt T
8 /
g “}?”fif " TR

u- pt

Figure 3.47: Angolo di produzione della coppia putu~

do  a*(hc)* 1+ cos®6

Q- 2s 2
4 2(hc)? 4 .
olete” - putp™) = ?ﬂ o’ (he) % o?(he)? = 8.6 1072 cm? GeV?
s

Un altro processo di interesse, I’annichilazione e™e™ — ~~, ¢ trattato nell’appendice
??77. Misure dell’annichilazione ete™ — vy e ete”™ — putu~ sono state fatte fino
a 4-impulsi trasferiti Q > 100 GeV e si e dimostrato che elettrone e muone sono
fermioni puntiformi con dimensioni molto minori di 10716 em.

Produzione di coppie di mesoni pseudoscalari

Nell’annichilazione ete™ — nt7~, — KTK ™, i mesoni di spin zero vengono emessi
in uno stato di momento angolare orbitale £ = 1 con dipendenza angolare f(6) =
sin@/v/2. Se s> 4m?, B, — 1 la sezione d'urto

do  o*(he) sin”
aQ 2 2

|[F(s)[?

¢ fortemente soppressa dal fattore di forma elettromagnetico (F'(s) — 0 per s >
4m?). Quindi la produzione di mesoni pseudoscalari non da un contributo impor-
tante alla produzione di adroni.

Produzione di risonanze mesoniche

I mesoni vettori sono rappresentati nel modello a quark come stati legati quark
antiquark con momento angolare orbitale / = 0 e spin paralleli. Hanno i numeri
quantici del fotone J©¢ = 17~ e possono esser prodotti nell’annichilazione ete~
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quando s ~ m. La sezione d'urto di produzione (capitolo ???) dipende dalla
larghezza di decadimento I',. = T'(V — ete)

167(fic)2 27 + 1 I,
s (2s+1)? (Vs —my)?+(T/4)
_ 16m(he)* 3 Tee  127(he)?

d=m)) = T T g Pl
\% \%4

olete” = V) =

Le risonanze mesoniche decadono in stati finali costituiti per lo piu di adroni.
L’annichilazione eTe~ — V' si manifesta quindi come un picco di larghezza I" nella
sezione d’urto di produzione e e~ — adroni. 1 parametri delle risonanze mesoniche

sono
m (MeV) T (MeV) T./T

p (ua—dd)/v2 770 151 45107°
w  (ui+dd)/\V2 782 8.4 7.2 107°
¢ 55 1019 4.4 3.1107*
J /) ce 3097 0.088 6.0 1072
T bb 9460 0.052 251072

3.5.2 Annichilazione ete~ — adroni

Nell’annichilazione ete~ — X si pud produrre qualunque stato finale formato da
adroni che abbia i numeri quantici del fotone. Negli esperimenti si osserva la pro-
duzione di mesoni (prevalentemente mesoni 7 e piu raramente mesoni K); la pro-
duzione di barioni e fortemente soppressa dal valore piu elevato della massa e dalla
conservazione del numero barionico (si devono produrre coppie barione-antibarione).

Jhy T
w(2S)

10

10

10

4
10-1 ‘T\\\\\‘ \\\\\\‘ \\\\\\‘

1 10 10°
Vs (GeV)

Figure 3.48: Rapporto o(ete™ — adroni)/o(ete™ — p*p™) in funzione dell’energia
totale
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La Fig.3.48 mostra il rapporto tra la sezione d’urto di produzione di adroni e
la sezione d’urto o(ete”™ — p*p~) in funzione dell’energia totale y/s. Si osserva
che la produzione di adroni ha la stessa dipendenza prevista per I'annichilazione in
coppie di fermioni puntiformi, cioe che non risente di alcun effetto dovuto a fattori
di forma. Questa osservazione ha una semplice interpretazione nel modello a quark
in cui la sezione d’urto di annichilazione in una coppia quark-antiquark di sapore k
e carica elettrica e, ¢ (h =1, c=1)

2
n dra®

e — %@c) = ? €L

Poiché i quark hanno carica di colore, mentre lo stato adronico osservato non ha
colore, la coppia gxGy interagisce per produrre adroni incolori (Fig.3.49). La sezione
d’'urto o(ete™ — adroni) & quindi la somma su tutti gli stati di colore e su tutti gli
stati di sapore con /s > 2my,

ole

4 2
olete” — adroni) = Y > olete” — quqi) = 73ra > 3e;
colore k § k
R = o(ete™ — adroni) _ Y s

olete” —ptp=)

Il modello a quark prevede R = 3(4/9+4 1/9+ 1/9) = 2 per /s > mys; R = 10/3
per \/s > me. In Fig.3.48 ¢ riportato anche il contributo degli stati eccitati delle

risonanze mesoniche (¢, ¥”, ...) che si somma al continuo della produzione di
adroni.

Figure 3.49: Diagramma di Feynman dell’annichilazione ete™ — ¢q

Quando I'impulso dei quark ¢ molto maggiore delle masse delle particelle nello
stato finale (prevalentemente mesoni 7) queste sono raggruppate in due coni in
emisferi opposti, formano cioe due jet adronici con impulsi opposti. Se i quark
sono fermioni di spin 1/2, la distribuzione angolare dell’asse dei jet rispetto all’asse
di collisione eTe™ ha la forma dnje/dcosf = 1+ cos?6. Anche questo ¢ stato
verificato negi esperimenti.

In anelli di collisione eTe™, quando I'energia ¢ maggiore del valore di soglia per la
produzione di coppie ¢ di sapore k (y/s > 2my,), queste formano mesoni contenenti
il sapore k. In questo modo sono stati osservati le particelle con charm e beauty
(capitolo 777). Il quark top non & stato osservato in interazioni e*e~ perché non
esistono anelli di collisione di energia sufficientemente elevata; e stato osservato
nell’annichilazione antiprotone-protone.
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3.5.3 Annichilazione quark-antiquark

Gli adroni sono costituiti di quark e quindi in interazioni adroniche si puo osservare
il processo inverso di annichilazione quark-antiquark in coppie di leptoni qg — £1¢~.
La produzione di coppie eTe™ e utu~ € stata studiata in interazioni di fasci di protoni
o mesoni su bersagli di protoni o nuclei e con anelli di collisione antiprotone-protone.
Le reazioni di produzione, ad esempio

pp — L0~ X Tip = 0T X K*p -0t X

sono chiamati processi Drell-Yan. X e qualunque stato finale risultato della fram-
mentazione dei due adroni interagenti (Fig.3.50)

Figure 3.50: Diagramma di Feynman del processo Drell-Yan pp — putpu~ X

Negli esperimenti si misurano gli impulsi dei due leptoni, p.,, p_ e con questi si
determina la massa invariante

M? = (P, +P.)*=2m*+2E,E_ —2p, -p_ ~4p,p_sin®0,_/2

Gli adroni interagenti hanno 4-impulsi P, e P, e energia totale s = (P, + P)?%. La
coppia ¢t¢~ ¢ prodotta nell’annichilazione di un quark con 4-impulso z;P; e un
antiquark con 4-impulso xoP; (0 viceversa) e l'energia totale nel centro di massa
quark-antiquark e pari alla massa invariante dei due leptoni. Trascurando i valori
delle masse, il 4-impulso trasferito ¢

(21P, + 29 P5)? = 11195

La sezione d’urto differenziale in funzione della massa invariante si ottiene integrando
sulle densita dei quark con il vincolo zz55 = M?

d*o = EZ [a(z1)q(22) + q(22)q(21)] o(quGe — 7€) dzrdas

3%
Il fattore 1/3 & introdotto perché tra tutte le combinazioni gy solo quelle con lo
stesso colore possono accoppiarsi con il campo elettromagnetico. La sezione d'urto
di annichilazione ¢ o(qpq — ¢707) = (47/3)a?ez/M?. Quindi per la sezione d’urto
differenziale si ha

14 2
Po = 3o S e lale)alw) + alw)alen)] aras — M?) doydepd M =
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47T Oj T1T2

=50 Zek (21)q(x2) + q(22)q(x1)] Ve §(z129 — M?/5) dxydred M

Introducendo le funzioni di struttura di quark, F,(z) = zq(z), e antiquark, Fj(x) =
2q(z),

d 4
alJ\Z2 B 51?24/ / Zek Fy(w2) + Fy(w2) Fy(x1)] 0(wraz — M?/s) dwrdas

L’integrale sulle funzioni di struttura ¢ funzione della variabile adimensionale M?/s,
per cui si ottiene

do 4 o? 9 do 81 o? 9
iz~ g GO/ a ~ 9 GO/)

Le misure effettuate a diverse energie hanno verificato che

e la sezione d’urto differenziale non dipende dall’energia totale degli adroni, /s,
ma solo dal rapporto M?/s;

e le funzioni di struttura misurate nella diffusione inelastica neutrino-nucleone
riproducono la funzione G(M?/s) misurata nelle interazioni protone-protone
e antiprotone-protone;

e il confronto di queste misure con quelle fatte con fasci di mesoni 7 e K permette
di misurare le funzioni di struttura dei mesoni.

3.6 Interazione elettrodebole

Le particelle elementari, leptoni e quark, sono fermioni di spin 1/2. Le interazioni
tra queste sono mediate da campi di bosoni di spin 1 e sono descritte dal prodotto
scalare della corrente fermionica e del campo di interazione. Nel caso dell’interazione
elettromagnetica questo ¢ eJ - A; e ¢ la carica elettrica; J, = zZ*yuz/J (u=1,2,3,4)
sono le componenti della corrente fermionica (appendice 777); A,, sono le componenti
del campo elettromagnetico. (Qui e nel seguito i = 1, ¢ = 1, ¢, = 1, €2 = 47a).
Nel caso dell’interazione debole ci sono due correnti JJr e J,, ciascuna con una
componente vettoriale e una assiale. Queste agiscono come gh operatori di isospin
1/2 7% e sono accoppiate a due campi W, e I/I/”r che trasmettono carica elettrica.
Il fotone ha massa nulla, i bosoni W= hanno massa

L’interazione elettromagnetica e invariante per una trasformazione che dipende
da un solo parametro, U = €'¢, in cui ¢ ¢ una carica elettrica e a(z) ¢ una funzione
reale delle coordinate spazio-temporali. L’analoga trasformazione per l'interazione
debole potrebbe essere quella generata dall’operatore di isospin 1/2, U = e*ros7k
(k =1,2,3) ma, per completare la simmetria, manca la componente 73 associata ad
un campo debole neutro.

L’esistenza di un campo debole neutro e stata ipotizzata da Sheldon Glashow nel
1961. In effetti nell’interazione elettromagnetica la sezione d’urto di annichilazione
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ete™ — 77, descritta dal primo grafico in Fig.3.51 (appendice 777), da un risultato
finito in accordo con i risultati sperimentali, mentre il calcolo della sezione d’urto per
I’analogo processo per interazione debole v — WTW ™~ da un risultato che cresce
con il quadrato dell’energia, o o s, e che diverge per /s > 4MZ,. Infatti in questo
caso il propagatore del campo debole non interviene a modificare I'accoppiamento
a contatto. Si puo invece ottenere un risultato finito se si ipotizza che, oltre al
secondo grafico in Fig.3.52, esista ’accoppiamento con un campo debole neutro, Z°,
descritto da un propagatore con massa My ~ My .

e Y Vv W+

Figure 3.51: Grafici di Feynman dell’annichilazione ete™ — vy e v — WTW~

Lo stesso effetto si ha per 'annichilazione ete™ — WTIW ™ in cui intervengono i
grafici mostrati in Fig.3.52: si ottiene un risultato finito per s — oo aggiungendo il
contributo di un campo debole neutro. In questo caso la condizione che la sezione
d’urto non diverga definisce una relazione tra le due costanti di accoppiamento, la
carica elettrica elementare e la costante universale di Fermi.

e W+

e w-

Figure 3.52: Grafici di Feynman dell’annichilazione ee™ — WHW~

3.6.1 Isospin e ipercarica debole

Da questi argomenti e tenendo conto che la carica elettrica interviene direttamente
nell’accoppiamento dei fermioni con il campo elettromagnetico mentre la stessa car-
ica ¢ trasmessa da un fermione all’altro nelle interazioni con i campi deboli, si puo
ipotizzare che esista una simmetria piu generale che descrive le due interazioni. Lo
studio di questa simmetria e stato fatto da Steven Weinberg e Abdus Salam che nel
1967 hanno messo le basi della teoria dell’interazione elettro-debole.

Per individuare le trasformazioni che generano questa simmetria ¢ opportuno
ricordare che

e quark e leptoni carichi, ¢*, si accoppiano con il campo elettromagnetico;

e tutti i fermioni si accoppiano con il campo debole;
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e quark e leptoni carichi hanno due stati di elicita, Le ft e Right;

e i neutrini sono autostati di elicita, vy, e Ug;

e l'interazione elettromagnetica non dipende dallo stato di elicita dei fermioni;
e l'interazione debole non dipende dallo stato di carica elettrica dei fermioni;
e l'interazione debole agisce su fermioni L e antifermioni R;

e rispetto all’interazione debole, quark e leptoni si possono rappresentare con
doppietti caratterizzati dal sapore; la carica elettrica distingue i componenti

di ciascun doppietto
Ve Vy U, U c t
e o T d’ s v

e la stessa rappresentazione si ha per gli antifermioni.

Queste caratteristiche si possono riassumere introduncendo l'operatore di isospin
debole, I, che genera un doppietto di fermioni L e un singoletto di fermioni R

i (2), (), (2), (2. (2, (5,

: - - _ Up CR tr

singoletto €r JIrs Th d, o, b,
La connessione tra la simmetria SU(2) generata dall’isospin debole e la simmetria
U(1) generata dalla carica elettrica ¢ stabilita da una relazione analoga a quella di
Gell-Mann e Nishijima tra carica elettrica, ipercarica debole Y e terza componente

dell’isospin debole
Q=Y/2+ 13

I generatori della simmetria dell’ipercarica debole e dell’isospin debole sono una
costante e le matrici di Pauli

Uy 1 SU2), ;(?é) ;(3—5) ;(3 _01>

Gli autovalori dei fermioni L e Rsono (e=p=1,u=c=t,d =5 =)

vy, €r, ER uy, dlL UR le
I 12 12 0 1/2 1/2 0 0
I +1/2 —=1/2 0 +1/2 —1/2 0 0
Y -1 -1 =2 +1/3 +1/3 +4/3 —2/3
Q 0 -1 —1 42/3 —1/3 +2/3 —1/3

gli autovalori degli antifermioni hanno segno opposto.
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La simmetria ¢ quindi U(1)y ® SU(2)z. U(1)y = €Y descrive l'interazione tra
una corrente fermionica Jy e un campo bosonico By con una costante d’accoppiamento
gy; SU(2)p = ek Iv descrive I'interazione tra tre correnti JF e tre campi Bf con
una seconda costante d’accoppiamento g;. L’interazione corrente - campo prevista
dalla simmetria e

1
5gyJYBY +g; (J'B' + J2B* + J*B?)
Esistono quindi due correnti fermioniche cariche associate agli operatori I; 4+ il

J::(QV)L%<8 é)(i) :(€V>L’Yu<8> = VLVuéL

= (§0)(5) =l y) e

e due correnti fermioniche neutre associate a I3 e Y
11 0 e e 1 1
Ji = (e V),;%Li ( 0 —1 ) ( U >L = (e V)L%L ( 0 )L = §VL’YuVL - §€L7ueL

-1 0 e
Jy = (e V), < 0 1 ) ( 5 ) +er(—2) er = —VLVVL — erVuer — 26RVuer
L

La corrente elettromagnetica, associata all’operatore (), € rappresentata dalla com-
binazione

1
J" = 5]: + Ji = —erY.erL — ERVuER

3.6.2 Angolo di Weinberg

Le tre correnti J*, J~, J¢", sono associate alle interazioni debole e elettromagnetica
se si identificano i campi corrispondenti come combinazioni dei campi di U(1)y ®
SU(2) L

e due campi carichi

B B! + iB? W B! —iB?
V2 V2

e due campi neutri

A = BY cos Oy + B?sin Oy Z = —BY sinfy + B3 cos Oy,

Le interazioni mediate dai campi carichi sono proporzionali a gy e

J*—FJ*VVJF—H/V*_i_J+—J*VV+—VV*_J*I/V*—i—J*I/V+

J'Bt + J?°B? = ,
2 V2 2i V2i V2
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Le interazioni mediate dai campi neutri sono

1 1
§gyJYBY+g,~J3B3 = §gyJY(A cos Oy — Z sin by )+ grJ> (A sin Oy +Z cosby) =

1 1
= (29y cos Oy J¥ + grsin Oy J3) A+ (—ng sin @y J¥ + gr cos Oy J3> Z

Il primo termine rappresenta l'interazione elettromagnetica e(JY /2+ J%)A. Quindi
si ottiene una relazione tra le costanti di interazione g; e gy e la carica elementare

gy

gr

[’angolo con cui sono combinati i due campi neutri ¢ chiamato angolo di Weinberg.
Il secondo termine si puo esprimere in funzione della corrente elettromagnetica

g1 .2 em 3 g1 2 3 g1 3 -2 em
Ow (J™ —J Ow J° = ——(J° — Ow J
cos Oy, sin” O ( )+ cos By oS ow cos By ( S W )

gy cosBy = grsinfy = e = tan Oy

Quindi i quattro tipi di interazione sono (Fig.3.53)

eJmA + j% (W W) + <:o§anW (72 —sin® by ) Z

e dipendono solo da due parametri: la carica elementare e la costante di accoppia-
mento g; (legata alla costante universale di Fermi). L’angolo di Weinberg ¢ legato
alle due costanti di accoppiamento dalla relazione g; sin 6y = e.

€ \Y e v e
e LR an2 - an2 L 9/cosh,, LoLR
eL,R € \'A A eL,R
Y W~ W+ Z0

Figure 3.53: Rappresentazione delle interazioni elettro-deboli, gsin by = e

Le relazioni precedenti definiscono la massa dei bosoni W= e Z°. Introducendo i
propagatori, il limite di interazione a contatto (¢*> < M?), fornisce g? = 8G M7,/ V2

g 1 e 4G Mz, Y21 V2o
V2 @+ M2 V2 V2 W 8G T 2G sin? by
gr 1 g 8G M2 V293 _ Mg,
cosbw q%+ MZ cos by V2 278G cos? By, cos? Oy

L’accoppiamento dei fermioni con il campo debole neutro e definito dagli autovalori
di I3 — Qsin? Oy, (gli autovalori degli antifermioni hanno segno opposto)

v e u d
ngfg—QSiDQQW % —%+Sin29W %—%sinQHW —%+%Sin2gw
gr = —Qsin’ Oy 0 +sin? Oy —% sin? Oy % sin? Oy,
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3.6.3 Interazioni dei neutrini

La teoria di Weinberg e Salam prevede che esistano interazioni di neutrini del tipo
vN — v, X, v,N — 1,X, dette interazioni di corrente neutra, con sezione durto
simile a quella di interazioni di corrente carica (capitolo 777). Le misure sono piu
difficili che nel caso di interazioni v, N — p~ X, 7, N — pu*X perché non si conosce
I’energia del neutrino incidente e non si osseva il neutrino diffuso.

La prima conferma dell’esistenza di queste interazioni si ¢ avuta nel 1973 os-
servando appunto interazioni di neutrini senza l’emissione di muoni. Il confronto
tra interazioni per corrente carica, C'C, in cui si osserva sia il muone che lo stato
X in cui frammenta il nucleone bersaglio, e interazioni per corrente neutra, NC,
in cui non si osserva il neutrino, ma solo lo stato X, permette di fare ipotesi sul
neutrino non osservato nello stato finale. Il valore dell’angolo di Weinberg ¢ stato
determinato misurando il rapporto tra le sezioni d’urto di neutrini e antineutrini.

Nel caso di interazioni su nuclei si hanno contributi dovuti alla presenza sia di
quark che di antiquark nel bersaglio. Piu semplice ¢ I'interpretazione delle misure
di sezione d’urto usando come bersaglio gli elettroni atomici perche il bersaglio ¢
costituito solo da fermioni. In questo caso pero le misure sono piu difficili perché
la sezione d’urto, proporzionale a s = 2m.FE,, € molto piu piccola. L’osservazione
dell’elettrone e la misura dell’energia e dell’angolo con cui ¢ emesso permette di
distinguere le interazioni per corrente neutra.

La sezione d’urto differenziale do/dy delle interazioni elastiche

v,es — vue v,e” — e
e definita dalla configurazione di elicita. In diverse configurazioni di elicita pesano
in modo diverso gli autovalori di I5 — @ sin? Oy

vie, <= 1 [—% + sin? HW} VierR =< 3 [0 + sin® Qw]
Vrer, = = —% [—% + sin? Qw} Vrer = < —% {0 + sin? ew}
do, 4G? rr1r ., 2ol ., 12 2
i = 2m.E, (4 [—2 + sin OW} + 1 {sm GW} (1—-y)
do, AG? I 1 ., 2 P 2
0y = 2m.Ey <4 [—2 + sin QW} (1—y) + 1 [SlIl QW]

Per cui il rapporto tra le sezioni d’'urto dipende solo dall’angolo di Weinberg

o(ve) 1 1- 4sin? Oy + 16 sin* Gy
o(ve) 3 1 —4sin® Oy + (16/3) sin’ Oy

Il risultato pitt preciso si ottiene misurando i rapporti delle sezioni d'urto oyc (v, N —
v, X)/ocec(WuN — = X) e onc(0,N — 1,X)/occ(0,N — ptX). In questo caso
vanno introdotti gli autovalori di I3 — @ sin? @y, dei diversi sapori di quark e an-
tiquark pesati per le relative densita partoniche. Il valore dell’angolo di Weinberg
ottenuto da queste misure e

sin? Oy = 0.226 + 0.004
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La misura dell’angolo di Weinberg fissa i valori della massa dei bosoni: My, =~
80 GeV, My ~ 90 GeV e dell’accoppiamento dei bosoni con coppie fermione-
antifermione

7 dl’ . 9% 2 1 1 2 2
= dl’ 9? 2 2 1 1 2 2
A ofa — = N, ——— F(o

Uy sono i parametri della matrice CK M (per i leptoni Uy, = 1), N, ¢ la molteplicita
del colore (N, = 3 per i quark e N, = 1 per i leptoni), p; € I'impulso dei fermioni,
F(6) = (1 —cosf)/2 ¢ la distribuzione angolare (6 ¢ I'angolo tra lo spin del bosone
e la direzione del fermione). I possibili accoppiamenti sono

W+ veet vt vt oud cd td
us cs s
ub cb tb

A e Vel ppt v, TTT v

uil cc tt dd 55 bb

e quelli coniugati di carica per il bosone W ™. Il quark ¢ ha massa maggiore di quella
dei bosoni W e Z e quindi gli stati finali con il quark ¢ non sono accessibili. Per
tutte le altre coppie fermione-antifermione si ha my < M per cui p; ~ M /2. Le
larghezze di decadimento sono

GM3, 9 = GMy 1,
Ua|”Ne 1NV afa) = —F%= |91 + gr| Ne
o5 Vet (2 = fufa) = 375 [t + 9]

con 'Y, = T(W — (p) = GM}, /6m/2 ~ 0.23 GeV. Tenendo conto che 'accoppiamento
debole e universale e che la matrice CK M e unitaria si ha

F(W — fafb) -

STT(W —qq) =6 T Tw =9T% ~2.1 GeV
q

Per il bosone Z° si ha T = I'(Z — vp) = GM3 /1272 ~ 0.17 GeV. La larghezza
di decadimento negli altri stati finali dipende dall’angolo di Weinberg tramite le
costanti g7 + g%

vy o ut dd
i — sin? Oy, + 2sin’ Oy

1 1
4 4

La teoria prevede: % ~ 0.5 'Y, T% ~ 18T, I'¥ ~23T%, e quindi 'y ~
15 T = 2.5 GeV.
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3.6.4 Scoperta dei bosoni W* e Z°

I bosoni W* e Z° possono essere prodotti nell’annichilazione quark-antiquark me-
diante processi Drell-Yan (capitolo ?77) come illustrato in Fig.3.54. Dal valore
dell’angolo di Weinberg misurato in esperimenti di diffusione di neutrini di alta en-
ergia si sapeva alla fine degli anni 70 che i valori di massa erano circa 80 — 90 GeV .
La soglia di produzione con esperimenti a bersaglio fisso, ad esempio in interazioni
protone-protone, & E, > M?/2m, ~ 4000 GeV cio¢ 10 volte maggiore dell’energia
del piu grande protosincrotrone allora in funzione. Carlo Rubbia propose di conver-
tire il protosincrotrone del CERN in un anello di collisione antiprotone-protone per
poter raggiungere l’energia sufficiente a produrre i bosoni W* e Z°. 1l problema di
produrre e immagazzinare nell’anello di collisione un fascio sufficientemente intenso
di antiprotoni fu brillantemente risolto da Symon van der Meer.

Figure 3.54: Produzione dei bosoni W~ e Z° in interazioni antiprotone-protone

La sezione d’urto di produzione di bosoni W¥ di massa M nell’annichilazione
quark-antiquark con energia totale /s, €

. 1 4x(ho)? 3 Lapl'/4
oo = W) =5 =5 0 1 (s = M+ (T2

il fattore 1/9 tiene conto che solo quark-antiquark dello stesso colore possono con-
tribuire. Approssimando s, ~ M? nella formula di Breit-Wigner (i =1,¢c = 1)

A Ty M?*(T/2)? N 2
3M?2 T ($q — M2?)2+ M2(T/2)?  3M

U(Qa@b - W) = Fab 5(3ab — M2)

. : a? __ Ta 2
nota: hma_,() m =5 5(8 —m )

Se p & 'impulso del protone, —p quello dell’antiprotone, /s =~ 2p I'energia totale e
x1p, —xop gli impulsi di quark e antiquark, il quadrato dell’energia totale ¢ s, =
x1x9s. Introducendo le densita di quark e antiquark (la densita di quark nel protone
¢ uguale alla densita di antiquark nell’antiprotone) la sezione d’urto di produzione

del bosone W ¢
2 Ll 1 9
o(pp — WX) = oY | /O /0 ap (1) Gp(w2)+5(21) G (22)] B §(z1x9—M? /) dxyda,

trascurando la densita dei quark del mare, g,(z) < gp(x), ¢5(z) < Gs(2),

2

_ N
o(pp = WX) = o5

1 1
| /0 /0 21qp(21) T2Gp(z2) 6(x129 — M?/s) dx,dx,
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xq(z) sono le funzioni di struttura misurate nella diffusione fortemente inelastica
leptone-nucleone e l'integrale F(M?/s) dipende solo dal rapporto tra la massa del
bosone e l'energia totale pp. Per I'annichilazione du — W™, ad — W™, si ha

Lud G 2 _ Gr(he)? )
= ec WX)= ——— 90 F (M,
M 6mv2 o(pp = WX) = =55 cos™be F(My/s)
Analogamente per I'annichilazione au — Z°, dd — Z°
T'gq G 2 | 2 _ Gr(he)® 5 o0 o
B ZX) = ———F7— F'(M
M3~ Tarys TR o(pp — ZX) = ZoE (g} + 07) F(M/5)

I bosoni W* e Z° furono scoperti nel 1983 nelle interazioni antiprotone-protone
a energia di circa /s = 3004300 GeV osservando i decadimenti in coppie di leptoni

W+ —efu, Wt — utu, 7% = ete” AT

e i coniugati di carica per il W~. Nel caso dei decadimenti del bosone W¥ viene
identificato il leptone (¢ = e, p, 7), ma i neutrini non sono osservati direttamente:
viene misurata la somma vettoriale degli impulsi delle particelle prodotte e si verifica
che p, = —X_i pr soddisfi la cinematica prevista per il decadimento W — fv. La
massa del bosone W viene misurata usando i 4-impulsi: M3, = (P, + B,)?. Nel
caso dei decadimenti del bosone Z° si misurano gli impulsi di entrambe i leptoni e
la massa ¢ M2 = (P, + P_)2.

L’esperimento verifico la natura V-A dell’accoppiamento del bosone W* e de-
termino il valore dello spin misurando la distribuzione angolare dei leptoni carichi.
Nell’annichilazione quark-antiquarkg il bosone ¢ prodotto con lo spin parallelo alla
direzione dell’antiquark, cioe, trascurando il contributo dei quark del mare, nella di-
rezione dell’antiprotone. Nel decadimento W' — ¢*v I'antileptone R & emesso con
distribuzione angolare F'(6) = (1+cos #)?, mentre nel decadimento W~ — ¢~ il lep-
tone L & emesso con distribuzione angolare F'(f) = (1—cos §)? rispetto alla direzione
dello spin del bosone: il leptone™ e emesso prevalentemente nella direzione del fascio
di protonit e l'antileptone™ nella direzione del fascio di antiprotoni~ (Fig.3.55).

e
A g

+

q q
Ty H

Figure 3.55: Correlazione angolare nel decadimento dei bosoni W*

3.6.5 Proprieta dei bosoni W* e Z°

Le proprieta, massa, larghezza e frazioni di decadimento dei bosoni W e Z sono
state misurate con precisione in interazioni antiprotone-protone a energia ancora
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maggiore /s = 900 + 900 GeV sfruttando il fatto che il fattore F(M?/s), e quindi
la sezione d’urto, aumenta considerevolmente con l’energia.

Le proprieta del bosone Z sono state misurate con precisione molto maggiore
in interazioni elettrone-positrone all’energia /s = Mz. In questo caso la sezione
d’urto e
47 (he)* 3 I..'/4

s/4 4 (Vs— Mz)?+ (T/2)?
In un anello di collisione ete™ 'energia dei fasci ¢ nota con grande precisione e si
puo variare attorno al valore My ricostruendo la curva di risonanza della sezione
d’urto: in questo modo si misurano la massa e la larghezza. La sezione d’'urto ha il
valore massimo

olete” = 7)) =

127(he)? T e o
Omaxr — T% ? ~ 5.8 10 cm
Selezionando diversi prodotti di decadimento si misurano le larghezze di decadimento
parziali in coppie fermione-antifermione

_ - 127T(FLC)2 Fee Fff
olete” =7 — ff) = M2 T

La misura della sezione d'urto o(ete™ — Z — ff) e della larghezza di decadimento
ha reso possibile anche la misura della sezione d’urto in stati finali non osservati
direttamente (Z — vr) e di stabilire che il numero di neutrini leggeri, cioe quelli
con massa minore della massa My, ¢ uguale a tre: N, = 2.99 £+ 0.01 (Fig.3.56)

40:”” R R LA RN ERRAN ERE

35 } 2V's SN N 7:
F \ ALEPH ]

v DELPHI -

o L3 ]
= OPAL

87 88 89 90 91 92 93 94 95 96
Vs =E,, (GeV)

Figure 3.56: Sezione d'urto o(e*e™ — Z — ff) in funzione dell’energia dei fasci

Le proprieta dei bosoni W¥ sono anche state studiate mediante 1’annichilazione
ete”™ — WHW~ (Fig.3.52) ottenendo risultati in ottimo accordo con quelli ricavati
nell’annichilazione antiprotone-protone.

I valori delle masse, larghezze e frazioni di decadimento misurati studiando la
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produzione e i decadimenti dei bosoni W* e Z° sono riassunti nella tabella seguente

My 80.42 + 0.04 M, 91.188 =+ 0.002 GeV
Ty 2.12 4 0.04 Ty 2.495 + 0.002 ”
BRW — er.) 10.7£0.2 BR(Z = ¢Te™) 3.363 £ 0.004 1072
BR(W — pup,) 10.6+0.2 BR(Z — p*p~)  3.366 £ 0.007 ”
BR(W — 7i,) 10.74+0.3 BR(Z — r7~) 3.370 +0.008 ”
BR(Z —vp)  20.00 = 0.06 ”
BR(W — qq) 67.96 + 0.35 BR(Z — q7)  69.91+0.06 ”

e da questi valori si determina ’angolo di Weinberg: sin® fy, = 0.2311 % 0.0002.
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Chapter 4

Appendici

4.1 Radiazione del corpo nero

Un corpo in equilibrio termico a temperatura 7 irraggia energia, la radiazione ha uno
spettro di frequenza continuo che dipende solo dalla frequenza e dalla temperatura
e non dalla forma né dal materiale. La potenza emessa per unita di frequenza
dall’elemento di superficie d.S nell’angolo solido df) che forma un angolo 6 rispetto
alla normale alla superficie (Fig.4.1) &

e(v,T)

W = dS cosf dS) dv

dove e(v,T) & il potere emissivo specifico [J m™2]. Questo & pari alla potenza irrag-
giata in un emisfero per unita di superficie e per unita di frequenza
W
ds dv

T 1 2T
e(w,T) / / cosf dcosf dp = e(v,T)
T 0 J0

Se il corpo e esposto a radiazione, parte di questa sara riflessa o diffusa e l'altra

Figure 4.1: Radiazione emessa da una superficie

parte sara assorbita. La frazione di energia assorbita, a(v,T), & il potere assorbente
specifico ed € una quantita adimensionale. La legge di Kirchhoff, del 1859, stabilisce
che il rapporto tra il potere emissivo e il potere assorbente di un corpo e una funzione
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universale di frequenza e temperatura, questa e il potere emissivo del corpo nero

e(v,T)
a(v,T)

=e,(v,T)

I1 corpo nero ha potere assorbente specifico unitario per ogni frequenza, a(v,T) = 1.
Per provare questa legge, Kirchhoff considero due superfici inizialmente alla stessa
temperatura T'. Se il rapporto tra potere emissivo e potere assorbente fosse diverso
per le due superfici, si stabilirebbe un passaggio di energia da una all’altra e queste
acquisterebbero temperature diverse. Con queste due sorgenti si potrebbe realiz-
zare una macchina termica capace di convertire energia termica in lavoro senza altri
cambiamenti del sistema, in contraddizione con il secondo principio della termodi-
namica.

Per realizzare una sorgente che rappresenti un corpo nero, Kirchhoff considero
una cavita mantenuta a temperatura 71" in cui e praticato un foro piccolo rispetto alla
superficie della cavita. La radiazione che penetra all’interno della cavita attraverso
il foro ha una piccola probabilita di uscire dal foro e, anche se le pareti interne non
sono molto assorbenti, sara totalmente assorbita dopo riflessioni multiple all’interno.

Le misure fatte da Plummer e Pringsheim nel 1899 sul potere emissivo di cavita
confermarono le previsioni basate sulla trattazione della radiazione come un fluido
termodinamico e, in particolare che

e lo spettro emissivo del corpo nero a temperatura 7' € una funzione universale,
indipendente dal materiale, che tende a zero per v — 0 e per v — 00;

e il rapporto tra la frequenza per cui si ha il massimo dello spettro e la temper-
atura del corpo ¢ una costante (legge dello spostamento di Wien)

Vmaz

= costante
T

e l'energia totale irraggiata ¢ proporzionale alla quarta potenza della temper-
atura (legge di Stefan-Boltzmann)

Il potere emissivo di una cavita, la quantita che si misura negli esperimenti, e pro-
porzionale alla densita di energia per unita di volume e per unita di frequenza,
quantita che si puo calcolare in base a considerazioni di termodinamica. Conside-
riamo una superficie chiusa (Fig.4.1); la potenza irraggiata per unita di frequenza
dall’elemento di superficie dS e

W eo(v,T)

dv T

dS cos@ df2

Questa si propaga con velocita c all'interno della cavita; ’energia contenuta nell’elemento
di volume dV e

d‘E W g — eo(, T)

dv  dv T

dS cos@ df? @
1
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L’elemento di volume all’interno della cavita ¢ dV = r2drd$) = dS cos dr

3
dE:eo(V,T) ﬂdQ

dv T &

Integrando sull’angolo solido otteniamo la densita di energia specifica

d’E _é
dV dv ¢

u(v, T) = eo(v, T)

Trattando la radiazione all’interno della cavita come un fluido termodinamico, Wien
ottenne nel 1894 una relazione funzionale per la densita di energia specifica

u(v,T) = v*F(v/T)

dove F(v/T) & una funzione universale che dipende solo dal rapporto tra frequenza
e temperatura. Integrando lo spettro si ottiene la legge di Stefan-Boltzmann

U(T) = /Ooou(u, T)dv = /OOO VPEw/T)dv = T* /OOO 23 F(x)dx = costante x T*

con x = v/T. Introducendo la formula di Planck della densita di energia per unita

di frequenza
c8r  hd
(1) =15 gwpr—q
2r (kT)* 1 23 dx (kT)* 7*
/e(y’ Jdv h3c? e* —1  4m2hr3c? 15

si ottiene il valore della costante di Stefan-Boltzmann

ocT?

w2kt

o=——g—=56710"° Wm 2K
60 1° 2

Calcolando il massimo dello spettro, v,,q., si ottiene la legge dello spostamento di
Wien

jy u(v,T) = 2*T* [3F(x) + oF'(x)] =0

infatti la soluzione dell’equazione differenziale, se esiste, si ha per x,,.,, = costante

5.9 10 s K

4.2 Richiami di relativita ristretta

4.2.1 1l principio di relativita

Consideriamo due sistemi di riferimento in moto relativo con velocita costante e
supponiamo per semplicita che le terne di assi siano parallele. L’osservatore O e
in quiete nel riferimento ¥ = (x,y, z). L’osservatore O’ ¢ in quiete nel riferimento
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¥ = (2,y,2') e si muove con velocita @ = (u,0,0) rispetto all’osservatore O. La
relativita galileiana assume che il tempo sia lo stesso per i due osservatori t' = t. Le
leggi di trasformazione sono, per le coordinate

¥ =x—ut y =y 7=z

per le componenti della velocita

= =
o dr B dT b ;L ;L
v = a U, = Uy — U v, = Uy v, = U,
e per l'accelerazione
,  dv dv )
O =—r=—-=0a= mvariante
dt dt

Quindi, se la massa (il coefficiente di inerzia al moto) non dipende dal sistema di
riferimento le leggi della meccanica sono valide in qualunque riferimento inerziale.

Le leggi dell’elettromagnetismo prevedono per 1’evoluzione temporale delle com-
ponenti del campo elettromagnetico nel vuoto

82¢+82¢+82¢_i02¢ . 1
0z Oy? 022 2 ot? RN

che non ¢ invariante per trasformazioni galileiane. D’altra parte, il principio di rel-
ativita deve essere valido sia per le leggi della meccanica che per quelle dell’elettro
magnetismo, a meno che non si assuma ad hoc che esista un mezzo in cui si pro-
pagano le onde elettromagnetiche con velocita ¢ solidale con un sistema di riferi-
mento privilegiato, I’etere. L’esperimento fatto da Michelson e Morley nel 1887 ha
dimostrato che la velocita della luce ¢ indipendente dal moto relativo tra la sorgente
e l'osservatore e che cioe non esiste un sistema di riferimento privilegiato in cui si
propagano le onde elettromagnetiche. Rimangono quindi due ipotesi possibili perche
sia le leggi della meccanica che quelle dell’elettromagnetismo rispettino il principio
di relativita

e le leggi della meccanica non sono formulate in modo corretto;
e le leggi dell’elettromagnetismo non sono formulate in modo corretto.
Il Principio di Relativita enunciato da Einstein nel 1905 prevede che

e le leggi della fisica (meccanica e elettromagnetismo) sono le stesse in ogni
riferimento inerziale;

e la velocita della luce nel vuoto ¢ la stessa in ogni riferimento inerziale.
Le conseguenze dell’enunciato sono
e il tempo non e invariante;
e larelativita galileiana e le leggi della meccanica newtoniana non sono formulate

in modo corretto, ma sono valide solo nell’approssimazione u/c < 1.
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4.2.2 Le trasformazioni di Lorentz

Le leggi di trasformazione dello spazio-tempo che soddisfano il principio di rela-
tivita di Einstein sono state ricavate da Lorentz nel 1890 per assicurare l'invarianza
delle leggi dell’elettromagnetismo. Per rispettare 'isotropia dello spazio-tempo, cioe
I’equivalenza di tutti i sistemi di riferimento inerziale, le leggi di trasformazione de-
vono essere lineari nelle quattro coordinate

v’ = anx + apy + a3z + apt

Y = 1% + agy + a3z + axut

Z = as1T + azy + aszz + asqt

t' = anx + aspy + a3z + aut
Facendo riferimento alla Fig.4.2 si ha ag; = a3 = a9q4 = a31 = a3z = azq4 = 0; a9 =
azs = 1; e, per simmetria del moto lungo gli assi © — 2/, ajs = a13 = ags = a3 = 0.
Senza perdere di generalita, le trasformazioni diventano

l‘/ = anr—+ CL14t
y o=y
2 = z
t = apnxT + Cl44t
Inoltre, poiché quando ' = 0 si ha x = ut per ogni valore di ¢, risulta a4 = —uaq;.

Figure 4.2: Due riferimenti inerziali in moto relativo
Le relazioni tra gli altri parametri liberi si ottengono imponendo che la velocita di
propagazione della luce sia la stessa nei due riferimenti
22 P 42 = 22 4y 4 % =
2 2 2 2 2 2.2 2 2 2
aj; —cay; =1 c“ay —utaj; =c c agia44 + uay; =0

Da culi si ottiene:

1 u/c?
a11 = Qg4 = j:— g1 = -
JI— (w/op T (e

Quindi, introducendo i parametri 5 = u/c, v = 1/4/1 — 32, e fissando la direzione
del moto di ' rispetto a x, si ha

¥ = y(x— Pet)
y =y
Z =z
" = y(=Bzfc+1)
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Definendo il quadrivettore posizione, X = (x,y, z, ct) = (&, ct), la trasformazione di
Lorentz ¢ X' = L(83) - X

x’ v 0 0 —py x ~Nx — Bryct
v | 0 10 0 vy | Yy
11 0o o1 o ||z | 2

ct’ -8y 0 0 ~ ct —Byx + et

La matrice di trasformazione L(3) ha determinante unitario, det(L) =~? — (3%*y? =

1, cioé una trasformazione di Lorentz € una rotazione nello spazio-tempo. Per la
trasformazione inversa si ha X = L™1(3) - X', con L™1(3) = L(—0)

x v 0 0 By x ~ya' + Gyct’
y | [ 0 10 0 v | Y
|1 0o o010 ||| 2
ct By 0 0 ~ ct’ Byx’ + et

Nell’approssimazione non relativistica, u < ¢, 8 < 1, v = 1+ 3?/2 + ..., al primo
ordine in 3 si ha:

o=+ 6224+ )r—B1+3/2+.. Jet=x—Bct+...~x—ut

t'=—B/c)A+32/2+. Jr+(1+32/2+.. t=t—Fz/u~t

Alcune conseguenze delle trasformazioni di Lorentz sulle misure di distanze e inter-
valli di tempo:

e Contrazione delle distanze. L’osservatore O’ misura la distanza tra due punti
d, = x4y — 2. Questa si trasforma: =}, — 2} = v(xy — x1) — Byc(ts — t1).
L’osservatore O misura le posizioni corrispondenti xo, x1 allo stesso istante
to = t;: quindi misura la distanza d = x9 — x1 = d, /7.

e Dilatazione degli intervalli di tempo. L’osservatore O misura 'intervallo tra
due istanti: T, = t, — t| nello stesso punto xl, = x. L’osservatore O misura
Iintervallo di tempo T = (Bv/c)(zh — o)) + ~v(th — t}) = vT,. Quindi gli
intervalli di tempo non sono invarianti. L’intervallo di tempo misurato nel
sistema di quiete e chiamato intervallo di tempo proprio: dt, = dt/~.

4.2.3 Quadrivettori

Le trasformazioni di Lorentz assicurano che la relazione Az? 4+ Ay? + Az? = 2At?
sia valida in ogni sistema di riferimento, ovvero

AN — Ax? — Ay? — Ay? = invariante

Se consideriamo il quadrivettore posizione X = (z,v, z, ct), I'indipendenza della
velocita della luce dal sistema di riferimento corrisponde all’invarianza del prodotto
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scalare tra quadrivettori posizione definendo il tensore metrico

-1 0
—1

0
0

0

0
-1

0

Jap =

o O O
— o O O

Siano X, Y due quadrivettori definiti nel riferimento dell’osservatore O e X' =
L(B)X,Y' = L(B)Y 1iquadrivettori corrispondenti nel riferimento dell’osservatore
O’ di componenti

zl, =%, Loy 2y Y3 = s Lps ys

il prodotto scalare e
XY =303 2, 9op Ys = LapZy Lay Gap Ls Lps ys =

=35 Ty (Bap Lay Jap Lps) Ys = X5 Ty Grs Yys = X Y

Nello spazio-tempo (Z,ct) I'ipercono X? = ?t> — 7% = 0, 2 = =+ct, detto cono di
luce, definisce tre zone (Fig.4.3):

Figure 4.3: Cono di luce

e nella la zona X? < 0 due eventi dello spazio-tempo possono essere contempo-
ranei: questa zona rapresenta quindi il presente. Quadrivettori con V? < 0
sono definiti di tipo spazio;

e cventi nella la zona X? > 0 non possono essere contemporanei. Quadrivettori
con V2 > 0 sono definiti di tipo tempo;

e la zona t > 0 rappresenta il futuro;

e la zona t < 0 rappresenta il passato.
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4.2.4 Trasformazione della velocita

Se un corpo ha velocita " = di’/dt’ nel riferimento dell’osservatore O’ e questo si
muove con velocita u rispetto al riferimento dell’osservatore O, la velocita del corpo

rispetto all’osservatore O ha componenti

o — do _ du dt _  gpOTHBt) _ quidBre . ofdfe
N N T %(6%:5’/6—#%’) ByvlJe+y T 146, /c
v, — dy _ dy dt’ Yy

Yy dt dt’ dt y(1+6v, /c)

v, — Gz _dz dt! v

2T dt T dt dt (1400

La trasformazione inversa si ottiene cambiando +( in —f.

4.2.5 1l quadrivettore velocita

Il quadrivettore velocita e definito come la derivata rispetto al tempo proprio del
quadrivettore posizione U = dX/dt, = d(Z, ct)/dt,. Poiché dt, = dt/~, si ha

aF_dEde et AN
dt,  dtdt, " dt, - e Codt, e

Le componenti del quadrivettore velocita si trasformano secondo le trasformazioni

di Lorentz, U = L(f) - U e il prodotto scalare di quadrivelocita ¢ invariante.

Uy, =9 = g0z = pByet’) =U; — ByUs
U’ :dy’: @:Uy
oo E_yg

Z T dty dt, — 7%

det’ d
Uy =% = 3 (=Byx+ct) = —pyU, + Uy
Il modulo della quadri-velocita ¢ chiaramente invariante

U?=U%=U; -U} - U; —U? =7 =" =*(1 - §°) = &

4.2.6 1l quadrivettore quantita di moto

In meccanica classica la quantita di moto p’ = mt@ = mdZ/dt si conserva in un
sistema isolato. Poiché la velocita non ¢ invariante, per preservare la conservazione
della quantita di moto occorre supporre che la massa non sia invariante. Se definiamo
m, la massa misurata nel riferimento di quiete, la quantita di moto e

P =medZ/dt, = myydZ/dt = ym,v = mv

si ha cioe la definizione della meccanica classica se definiamo m = ym,. La massa,
il coefficiente di inerzia al moto, aumenta con la velocita. Definiamo il

quadrivettore quantita di moto P =m,U = (m,yV, my,yc)
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Il modulo della quadri-quantita di moto, o quadri-impulso, € invariante
P2 =m2 — B = m3( — &) = m22(1 — ) = m2c

o

quindi dP? = 2¢*mdm —2p-dp = 0. L’energia cinetica ¢ K = p?/2m e la variazione
di energia cinetica ¢

p
dK = §-dp/m = *dm K:/ dK = *Am = mc® — moc?

Se interpretiamo m,c? come energia potenziale di riposo, l’energia meccanica totale
e proporzionale alla quarta componente del quadri-impulso

E =my,* + K = mc* = ymoc?

Nel limite non relativistico, 8 < 1, vy =1+ 3?/2+33%/8 + ..,

1
E =m,?* + 5 me3*c?

Le componenti del quadrivettore quantita di moto, P = m,U = (p, E/c), si trasfor-
mano secondo le trasformazioni di Lorentz

P, = . —ByE/c
Py, = Dy
plz = Dz

E'Jc = —pyp.+~E/c

Per una particella di massa m, e velocita fc si ha
p = Bymec E = ym,c? E? = (moc?)? + (pc)?

OVVero =
_pe _ _ D
b= E 7 M C2 by MeC

Il valore dell’energia si esprime di solito in eV (o nei multipli: keV, MeV, GeV,
...), quindi & pratica usuale esprimere i valori di massa in MeV/c? e i valori di
quantita di moto in MeV/c. In questo modo si pud omettere ¢ in tutte le relazioni
tra massa, quantita di moto e energia.

4.2.7 1l quadrivettore accelerazione

Il quadrivettore accelerazione e definito come la derivata rispetto al tempo proprio
della quadri-velocita

_a _(d _d '\ _1dP
“at,  N\ae, "ar, ) T o dt,
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Le componenti della quadri-accelerazione si trasformano secondo le trasformazioni
di Lorentz, A’ = L(/3) - A. Per trovare le componenti osserviamo che

&y d, o 6 a5 df

N 21— /2 — — =

i, " a7 G at, ' at

Le componenti sono
d . 4, = df = , df d > dj
dtovv—WC(ﬂ )8t - e ve=ry'cf- 7

Il modulo quadro del quadrivettore ¢

. 47, ~dj - df df
A2 — ap 8.2(3. 2 g2 _ 96205, Wy g aPyo _

V(B ) VB ) B = (B ) B (o)

. df - dj g _ df g
8.2(3.%\2(1 _ g2y _o~8.2(F. WPy2 32 _ a2 WPe 6205, Wy2g2 a2 0
V(B =) (L= 57 =26 =) = e (=) V(B =) B = e ()

. df g\’ oo
J— { (6 ) (%) |- r-ap e
Nel limite non relativistico 3 < 1, v — 1, si ha A% — —CQ(%)2 = —a?, e poiché A2

¢ invariante, il valore dell’accelerazione, a = v/— A2, ¢ invariante.

4.2.8 1l quadrivettore forza

Se nel riferimento dell’osservatore O’ agisce la forza f’ su un corpo in moto con

velocita 7', le componenti della forza f nel riferimento O sono (Fig.4.4)

fo = dp, o (WeABVE'fe) 4B f e
vood i/(ﬁw’/ﬁvt’) T Lty /e
. R -
Y dt 'y(1+6vx/c)
f,= = — __
< dt ~(1+50 /c)
e la potenza e
dE _ iy (Owhe + 78 Pl Belit
dt — L(Byafc+At') 14 Bl /c

Il quadrivettore forza, definito come derivata rispetto al tempo proprio del quadri-

impulso,
_dapP _ dp dFE/c
~dt,  \dt, dt,
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Figure 4.4: Trasformazione delle componenti di una forza

si trasforma secondo le trasformazioni di Lorentz, F' = L(3)-F. Se il corpo ¢ in qui-
ete nel riferimento dell’osservatore O, (¢ = 0,7 = ), la componente longitudinale,
fr = fs, e la componente trasversa, fr = ( f; + )12 della forza nel riferimento
dell’osservatore O sono
fo=11 fr=fr/v

La componente longitudinale della forza rimane invariata, mentre la componente
trasversa si riduce del fattore 1/7. Poiché dt = ~dt', la componente trasversa
dell’impulso frdt ¢ invariante.

Per ricavare la legge di trasformazione delle componenti dei campi elettrici e mag-
netici, consideriamo una carica elettrica ¢ in quiete nel rlferlmento dell’osservatore
O, (0 =0, ¥ = 1) e soggetta all’azione dei campi EeB: f= q(E +UA B) La
carica elettrica & invariante. L'osseratore O’ misura una forza f' = q(E' + @ A B).
Le componenti del campo elettrico sono:

fr=fe = E =k,
fo=71y = =~(E, —uB,)
fi=nrf: = (E +uB,)
e, invertendo la relazione
E, =~(E, +uB) E. =~(E, —uB,)

ottiene le componenti del campo magnetico
B,=B, B,=v(By+uE./c?) B.=~(B.—ukE,/cd)

Le componenti longitudinali del campo elettrico e del campo magnetico sono in-
variate, la componente trasversa del campo elettrico [magnetico|] aumenta del fat-
tore v e dipende anche dal valore del campo magnetico [elettrico| nel riferimento
dell’osservatore O

E, =E; Ep =~y (ET+C(5 é))
B, = By By =v(Br— L (AnE))

Ad esempio, una carica ¢ produce un campo elettrico a simmetria sferica nel rifer-
imento di quiete. Nel riferimento in cui ha velocita @ (Fig.4.5) le linee di campo si
addensano per la contrazione delle distanze e vi € una corrente elettrica iz = qu
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Figure 4.5: Trasformazione dei campi generati da una carica elettrica e da un dipolo
magnetico in moto con velocita @

N —

che produce un campo magnetico secondo la legge di Biot-Savart. Analogamente
per un dipolo magnetico fi: le linee di campo si addensano e si osserva un campo
elettrico indotto dalla variazione di flusso del campo magnetico.

Le trasformazioni delle componenti del campo elettromagnetico sono

B, =B, + ByE./c E, =~E, — BvycB,
B, =vB,— pBvE,/c E, =~E, + $ycB,
ovVVero
B 1 0 0 0 0 0 B,
B 0 v 0 0 0 408 B,
B! 10 0 v 0 =By 0 B.
E/e|" o o o0 1 0 o0 E./c
E,/c 0 0 -0y 0 ¥ 0 E,/c
El/c 0O 48y 0 0 O v E./c

4.2.9 1l tensore elettromagnetico

Usando la definizione del 4-vettore potenziale elettromagnetico (appendice 777),
A= (A,V/c) e della 4-divergenza, V = (V,0/0ct), che si trasformano

n=2 Lo Ag d, = Lap 95
5 5

si definisce il tensore elettromagnetico (antisimmetrico) come 4-rotore del 4-potenziale
elettromagnetico, F' = VAA, con componenti F,,3 = 0,Ag—0sA, che si trasformano

o = Z Lov Lgs Frs
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Le componenti del tensore elettromagnetico sono

F12 - 8xAy - ayAx - +Bz

Fy3 = 0,A, — 0.A, = +B, 0 . —B, —E,/c
F13 = 8IAZ - aZAx = —By Fo.— _Bz 0 Bz — y/C
Fy = 04A, — 0, Ay = E,Jc =1 B, -B, 0 —E.jc
F42:84Ay—8yA4:Ey/C Ex/C Ey/C EZ/C 0

Fig = 04A, — 0. A4 = Ez/C
e si trasformano
Fly = 0, A, — 0, A, = (Y0, — By0s) Ay — 0y(yAz — By AL) = vFra — By Fye

Fly =0, A, — 0LA, = (Y0, — By01) A, — 0.(yAs — ByAs) = vFi3 — BvF 3
Fpy = 8;A; — 8;/1; =0,A, — 0, A, = Fy3
Fyy = A, — 0L AY = (04 — By0,) (vAs — By As) — (Y0, — B70a) (vAs — By AL) =
= (’YQ - ﬂ2’72)(84Ax — 0, Ay) = Fi
in2 = az/LA; - %Aix = (’784 - 5’Yax)Ay - ay<7A4 - 5’71436) = vFy — ByFis
Fig = 0, A, — 0.A} = (701 — fy0:) Az — 0.(vAs — ByAs) = vFi3 — By ls

4.3 L’esperimento di Michelson e Morley

Se esiste un mezzo in cui si propagano le onde elettromagnetiche, I’etere, un osser-
vatore in moto rispetto ad esso deve essere in grado di rivelare 'effetto della velocita
relativa. In particolare, un osservatore sulla Terra si trova in un riferimento che si
muove con velocitd u = 3 10* m s7! (3 = 107*) attorno al Sole. (La velocita di
rotazione attorno all’asse terrestre ¢ circa 100 volte piu piccola e quindi trascurabile).

L’esperimento fu fatto nel 1887 usando I'interferometro messo a punto da Michel-
son (Fig.4.6). Una sorgente S invia un fascio luminoso la cui intensita ¢ in parte
trasmessa e in parte riflessa da una lastra di vetro semi-argentata P che forma un
angolo di 45° con la direzione del fascio. I due fasci percorrono i tratti di lunghezza
(1 e U5 e vengono riflessi dagli specchi M7 e M. Poi il primo fascio viene riflesso dalla
lastra P e il secondo la attraversa di modo che i due fasci raggiungono il telescopio
T dove si osserva l'interferenza. Se ¢; = (5 e l'interferometro e in quiete rispetto
all’etere, i due fasci giungono in fase e l'interferenza e costruttiva.

Se 'interferometro si muove con velocita u parallela a ¢;,

e il primo raggio percorre il tratto £; prima a velocita ¢+ e poi a velocita ¢ —u
e impiega il tempo
61 51 2£16 . 2€1 1 9 261

t pu— + pu— = — pu—
"Tetu T c—u -2 c 1—p2 c
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Figure 4.6: Esperimento di Michelson e Morley

e il secondo raggio percorre due volte il tratto di lunghezza ¢ = [(2 + (uty)?]'/? a
velocita ¢; t3 = 2/ = 03)c* +u?t3/c?; t3(1 — 3?) = £?/c?; e impiega il tempo

BT

Se {1 = {5, la differenza in tempo ¢

At:tl—t2:2f (72—7):25 (1+52+...—1—52/2—...)gi62
Nell’esperimento si utilizzava come sorgente una lampada di Sodio che emetteva
luce di lunghezza d’onda A = 0.59 107! m e i bracci dell'interferometro erano
lunghi circa 10 m. Quindi l'esperimento era sicuramente in grado di misurare una
differenza di fase dovuta al moto rispetto all’etere con velocita 3 ~ 107%, ¢ =
2ncAt/\ = 27320/ X\ ~ 0.6 rad, ma non fu osservato alcun effetto di interferenza.
L’interferometro era flottante su un bagno di mercurio e poteva essere ruotato in
ogni direzione rispetto alla velocita u della Terra. In particolare, ruotando di 90° si
scambiava il tempo di percorrenza della luce lungo i due bracci.

L’esperimento fu ripetuto con diverse orientazioni dei bracci dell’interferometro
e in diversi periodi dell’anno senza mai osservare alcun effetto del moto rispetto
all’etere. Alcune ipotesi ad hoc per sotenere l'ipotesi dell’esistenza dell’etere, come
quella del trascinamento da parte della Terra oppure della contrazione dei bracci
dellinterferometro lungo la direzione della velocita u, si dimostrarono infondate.
Quindi fu concluso che non esiste un riferimento privilegiato per la propagazione
delle onde elettromagnetiche.

4.4 Cinematica relativistica

Le variabili cinematiche di una particella di massa m, velocita v = gc e fattore di
Lorentz v = (1 — 3%)~%/2, sono
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impulso: p' = B’ymc

energia totale: £ = ymc?

energia cinetica: K = E —mc? = (v — 1)mc?

4-impulso: P = (p, E/c)

Il prodotto scalare di 4-vettori, A-B = AyB, — A-B , € invariante per trasformazioni
di Lorentz, per cui risulta P? = E?/c* — p? = (mc)?. Le variabili mc?, pc, E, hanno
tutte le stesse dimensioni e quindi nelle relazioni si puo omettere la velocita della
luce ¢ e usare come unita di misura MeV/c*, MeV/c e MeV.

Per una particella: P? = E? — m? = p?;

per due particelle: (P, + P)? = P2+ P2+ 2P, - Py = m? +m3 + 2E,Ey — 2, - Po.

4.4.1 Trasformazioni delle variabili

Il riferimento naturale di un sistema di due o piu particelle ¢ quello del centro
di massa in cui p = > pr = 0. Spesso pero il riferimento dell’osservatore, detto
riferimento del laboratorio, € quello in cui una delle particelle e inizialmente in quiete.
Se nel riferimento del laboratorio la particella m € in moto con impulso p e la
particella M ¢ in quiete (Fig.4.7)

lab P = (p,E) P,=(0,M) P=(p,E+M)
cm Pr=(+p"EY) By = (-7, E5) P =(0,E)

E* = E} + E5 ¢ la massa totale del sistema. Il quadrato dell’energia nel centro di

p +p~k _p*
——— @) o—m -0 B
0
m M m M

lab c.m.

Figure 4.7: Riferimenti del laboratorio e del centro di massa

massa €
Pl =FE? =P}, =m’+ M +2EM

per cui la velocita del centro di massa nel laboratorio 3, e

B P _E+M
“E+M T T Ee

p

6070 —

B o

con E* = (m?+ M?+2EM)"Y2. La trasformazione di Lorentz dal riferimento del
laboratorio a quello del centro di massa

I Yo 0 =By PL
Pr = 0 1 0 pr
E* —Bo% 0 Yo E
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(in questo caso p = pr, pr = 0) definisce i valori dell'impulso e delle energie in
quest’ultimo

(E+M)p pE Mp Mp

2 2 2

»? (E+ME ME+m ME + M

E* = —ByuptE = — - Ef =y M= 22T
1= ~Bo%p+y B B o 2 =7 b

4.4.2 Energia di soglia di una reazione

Nell’'urto tra una particella di massa m e energia F e una particella di massa
M in quiete nel laboratorio si possono produrre due o piu particelle di massa
mi,ma, M3, ... se I'energia E ¢ maggiore della soglia di reazione definita dalla re-
lazione

cm

P2, > (PL) w4 M?+2EM > (Symy)?

perché all’energia di soglia le particelle nello stato finale hanno impulso nullo nel
riferimento del centro di massa. L’energia cinetica di soglia della particella m e

m? + M? + 2(Kpin + m)M = (Zpmy,)? Kinin = {(Ekmkz)z —(m+ M)Q] /2M

Esempio

L’antiprotone e stato scoperto in urti protone-nucleone producendo la reazione

pN — pNpp. Se il nucleone e libero, cioe usando un bersaglio di idrogeno, m =
M = 0.94 GeV

Kopin = [(4m)2 - (Qm)ﬂ /2m = 6m = 5.6 GeV

Se il nucleone ¢ legato in un nucleo, allora e soggetto al moto di Fermi con impulso
p < pr ~ 0.24 GeV. Questo ¢ diretto in modo casuale rispetto alla direzione
di collisione. 1l valore minimo [massimo| dell’energia di soglia si ha quando pr &
antiparallelo [parallelo] a p. L’energia del nucleone & Er = (p% 4+ m?)/2. L'energia
di soglia e definita dalla relazione

P2, =2m*+2EEp — 20 P = 2 (m2 + FEp ippF) > 16m?
approssimando Ep = m + p%/2m+...~30 MeV,p~ E,

S ™
~ 1tpp/m+pr/2m?

EEp 4+ ppr = E(m %+ pr + p%/2m) > Tm? E

I’energia cinetica minima ¢ K,,;, = 4.2 MeV, K,,;, = 7.5 MeV, nei due casi.
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Esempio

Il valor medio dell’energia della radiazione del fondo cosmico di 2.7 K ¢ (E,) =
KT = 8.62 107° 2.7 eV = 2.3 10~* eV. Nell'urto di protoni di raggi cosmici con la
radiazione di fondo si possono produrre mesoni 7° di massa m, = 0.135 GeV con la
reazione di fotoproduzione yp — 7°p.

Py =(=py,py) P=@E) mi+2p,E+2p,p>(m,+m,)’

(mp 4+ max)® —m2 0.27 GeV?

— —5901 11
%, 16108 oy 0910 GV

E+p>

L’energia di soglia, £ = 3 10%° eV, ¢ vicina alla massima energia oggi raggiunta
nell’osservazione dei raggi cosmici (Fig.3.2 del capitolo 777).

4.4.3 Urto elastico

Nell’'urto elastico tra una particella di massa m e impulso p e una particella di
massa M in quiete nel riferimento del laboratorio si ha una relazione tra l’energia e
la direzione delle particelle nello stato finale

P=(@E)  PR=0M)  P=(.E) P=0"E
La conservazione dell’energia e impulso ¢ riassunta nella relazione P, + P, = P+ P,
(P))? = M?= (P, +P,— P))? =m?+ M*+m>+2EM — 2EE' + 2pp/ cos — 2E'M
dove 6 e I’angolo di diffusione della particella m
EE' —pp'cos@+ E'M = EM +m?
Se E>m, E'>m,cioep~E, p~F,

B E
14+ (E/M)(1 — cosb)

FE'[E(1 — cosf) + M| = EM E’

Questo si applica sicuramente alla diffusione di un fotone (m = 0) di energia £ = hv
e impulso p = hv/c
/ 4 h

_ N = At (1= cosh
v 1+ (hv/Mc?)(1 — cosf) +Mc< cosd)

Quest’ultima ¢ la relazione dell’effetto Compton, ve — ~ve, e A\ = h/m.c =
2.4 1071% ¢m ¢ la lunghezza d’onda Compton dell’elettrone.
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Figure 4.8: Collisione tra una particella di massa M e impulso p e una particella di
massa m in quiete

4.4.4 Energia trasferita in una collisione

Consideriamo la collisione tra una particella di massa M e impulso p' (p = fyM) e
una particella di massa m in quiete. Se p; e py sono gli impulsi dopo la collisione,
si ha: F+m = Fy + FEy; p= py + po. La particella di massa m e emessa ad angolo
polare 6 con energia E, (Fig.4.8)

Ey=E+m—Ey = [M*+pi]'? = [M* + (5 — n)’]'/?
E* +m? + B3 +2mE — 2EEy — 2mEy = M?* + p* + p3 — 2ppa cos 0
sostituendo E? = M? + p? e B3 = m? + p3;
(E+m)?E; — 2m(E +m)?Ey + m*(E +m)? = p*E3 cos® § — m?p? cos® 0
[(E 4+ m)?* — p*cos® 0| B3 — 2m(E + m)?Ey + m*[(E +m)* + p® cos® 0] = 0
la soluzione dell’equazione &

(E +m)? + p?cos? 0

B, —
2= (E 4+ m)? — p?cos?f

L’energia trasferita ¢ massima per cosf = 1

(E 4+ m)? + p? I 2mp?

Emax —
2 T Eme - p? m? + 2mE + M?

dove s = m? + 2mE + M? ¢ il quadrato dell’energia nel centro di massa. L’energia
cinetica massima trasferita e

2mp?
m? +2mE + M?

Se M > m, come nel caso di collisioni di particelle con gli elettroni atomici, si ha

e per £ < M?/2m

max __
K2 -

2mp° 2mp” 2.2
Kov = ~ =2
I VAl VE R

e per £ > M?/2m, quasi tutta lenergia E viene trasferita alla particella di
massa m
2mp?

Kmam ~
2 2mFE

= 3°E
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4.4.5 Decadimento

L’esempio piu semplice e il decadimento in due particelle M — mims. Nel riferi-
mento della particella M

P=(0,M) P=(p,E) P=(-7E)
M? =m3 +m3 + 2E; By + 2p*
M = — = 2 = 2o+ ) o+ )
(M? —m} —m3)* — 4(M? —mi —m3)p™ + 4p™ = dmimj + 4(m] + m3)p*? + 4p™*
(M? —m? —m3)* — dmim; = 4M?*p*?
Nel centro di massa le due particelle hanno impulso

(72 = m = md)? — 4]
2M

*

p:

e energia
M +m? —m3 M —m? +m3
2M 2M

Se nel laboratorio la particella M ha impulso p, gli impulsi delle due particelle sono
definiti dalla trasformazione di Lorentz con 8 = p/E, 8y = p/M (Fig.4.9)

E} = (mi +p™?)'/? = Ey = (mj +p™?)'/? =

p* P,

Figure 4.9: Decadimento M — mj;msy nel riferimento del centro di massa e del
laboratorio

p1cosfy = yp*cosO* + ByE] pa cos by = —yp*cos 0" + ByES
p1 sinfy = p* sin 6* o sin By = p* sin 6*
Ey = Byp* cos0* + vE; Ey = —[Byp*cos0* +vE;

L’angolo di emissione rispetto alla linea di volo della particella M ¢
p* sin 6* sin 0*
tanf, = =
+yp* cos 0 + ByE;  y(Ecosb* + 3/55)

con 37 = p*/ET, B5 = p*/E;. Quindi, se 5 < [ si ha 6, > 0 e la particella k &
emessa in avanti per qualunque valore di #*. Il valore massimo dell’angolo € si ha
quando dtand/d6* =0

ﬁ*

dtan® 1+ cos0* 3/ 3" —0 cosfF — —
do*  ~y(cosO* + B/3)2 a
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L’angolo 0 = 6, + 6, tra le due particelle si ottiene dalla relazione

pP? = mf —i—m; +2E,Ey — 2p1pa cos = M>
m% +m%+2E1E2 — M2

2p1po
Nel limite Ej > my, cioe pp ~ E}, si ha

cosf =

M2 — m2 — m2)1/2
2F, Ey(1—cos ) = 4E, Fysin®0/2 = M*—mi—m; sinf/2 = ( mi — my)

2(E Ey)1/?
L’angolo minimo di apertura si ha quando Fy = FEj.
Massa invariante
La massa di una particella che decade M — mq + my + m3 + ... si determina

misurando I'impulso p; e la massa my di tutte le particelle prodotte (o facendo
ipotesi sul valore delle masse)

P? = M? = (34 B)? = (ShEr)? — (Zpk)”
Nel caso di due particelle
M2 = (El + E2)2 — (]71 ‘l‘ﬁz)Q = m% + mg + 2E1E2 — 2p1p2 cos 6
Se E; > m,, la relazione si semplifica
M? =m?2 +m3 + 2p1pa(1 — cos ) M? —m? —m3 = 4pypysin® 62

Differenziando questa relazione si ha

D1 j tan 6

dM? = 2MdM = 4p,pysin® 02 (dpl +@_|_ do )

Se dp e 66 sono gli errori con cui si misurano gli impulsi e ’angolo, e gli errori non
sono correlati, la risoluzione nella misura della massa ¢

OM _ M —mi—m3 | (op)", (dp2\" (00 \°
M 2M? j3 Do tan 6

Vita media

1/2

Una particella di massa m e vita media 7 decade con funzione di distribuzione
dn e YT
at 7
Se nel riferimento del laboratorio ha velocita Ec, la lunghezza di decadimento e
A = Beyr = (p/me)er e la funzione di distribuzione &

dn B e—a:/)\ B me e—(mc/p) xz/er

dr A P cT
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4.5 Richiami di elettromagnetismo

In presenza di densita di carica p(7,t) e di densita di corrente j(7,t), le equazioni di
Maxwell che descrivono i campi sono

V-D=p V-B=0 D=¢FE+P
OB oD . L
E——— /\H— B=uH+ M

VA 5 v ]+8t o +

e la conservazione della carica elettrica ¢ espressa dall’equazione di continuita

- - OJp
Veg+=—=0
T
La forza che agisce su una carica ¢ in moto con velocita v e F = q(E + T A E) e
il lavoro fatto dal campo nell’'unita di tempo, la potenza d18$1pata in effetto Joule,
e W=qv- E. Per una densita di carica p e di corrente j = puv

W:/}-Edf:/(ﬁAﬁ—%;)-Edf

—

e, tenendo conto della relazione V- (EAH)=—E-(VAH)+H-(VAE),siha

. 9D - 0B L
W—/(E-atJrH 8t>dr—/v (B A ) dF

La relazione precedente rappresenta la conservazione dell’energia: nel volume di
integrazione il lavoro fatto dal campo nell’'unita di tempo e pari alla somma della
variazione dell’energia del campo e del flusso di energia attraverso la superficie, con
le definizioni

1~ = = -
densita di energia §(E D+ H - B)

flusso di energia S=EAH
4.5.1 Energia irraggiata
Nel vuoto le equazioni di Maxwell sono

V. E=L V-B=0
€o
. 0B 5z - OF
VANE =—— VA B = 5] + €ofto

ot ot

Una carica ¢ sottoposta ad un’accelerazione @ produce un campo elettromagnetico di
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Figure 4.10: Campo di radiazione di una carica accelerata

radiazione. Nelle ipotesi v < ¢, 7 > A (lunghezza d’onda della radiazione emessa),

il campo di radiazione a distanza r ¢ (Fig.4.10)
B 1 qa
— = I sing

FAE E="=
o  4me, c?r

Q|

— P /\A /\ a —
F_ 4 TA\AG) B
4me,  C3r
dove 6 & I'angolo tra i vettori @ e 7. I campi E e B sono ortogonali tra loro e al

vettore 7. La densita di energia irraggiata e
q2 C_LQ

1 - 1 =
I 0E2 732 — V -3
Y 2 (6 + > 4re, dmcir? eV m™]

sin’ @

Iho

=2

Il flusso di energia irraggiata a distanza r e
¢ a

sin? 6 [eV m™2 s

1 — —
S=—|EANB|=cu=-1——"_
o| [=cu e, dmcdr?

La potenza irraggiata e
)
[eV s

¢ a
- 2T281n20 dcosf do
€0 dmcdr
2 —

-,

w=aS)= [

formula di Larmor
iwt

Se la carica q oscilla a frequenza w, la potenza emessa dal dipolo elettrico d = qT.e
e proporzionale al quadrato della derivata seconda del momento di dipolo elettrico,
qd = d*d/dt? = —w?d, cio¢ proporzionale alla quarta potenza della frequenza,
2 42 w4_4<d_2>w4
~ 3dme, 3

" 3dme, A
dove (djé> e il valore quadratico medio del momento di dipolo elettrico. Analoga-
mente, per un dipolo magnetico /i oscillante si ottiene

4 () ot

Y N N
341 & 34me, & 3drwe, D

dove {u?) ¢ il valore quadratico medio del momento di dipolo magnetico.
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Estensione relativistica della formula di Larmor

La formula di Larmor che esprime la potenza emessa come radiazione elttromag-
netica di una carica g soggetta ad accelerazione a ¢ valida per velocita v < ¢. Per
ottenere una relazione valida per ogni valore di v occorre sostituire al valore a? la
corrispondente espressione relativistica (appendice 777)

o\ 2 o\ 2
2 42| .2 ".% %
—A =T 7(ﬁ ﬁ)‘+<ﬁ)

La potenza irraggiata da una carica accelerata e quindi

-\ 2 o\ 2
_2 q2 421 27 ag ag
W_B 4re, 3 e o dt * dt

Poiché la carica e invariante, anche la potenza irraggiata ¢ invariante per trasfor-
magzioni di Lorentz.

4.5.2 1l potenziale vettore

Il campo induzione magnetica Bea divergenza nulla e si puo esprimere come il
rotore di un generico vettore A poiché V- (VA A) =0V A. Definiamo il potenziale
vettore A(7,t)

— —

B=VAA

legato al campo elettrico dalla relazione

.o 0B 0=~ - . 0A
E=—2"c _“VYAA=-VAZ
VA o 5V A VA

Il vettore E—i—f)/f/c?t e a rotore nullo e, poiché VA (6\/) =0V V, si puo esprimere
come il gradiente di una funzione scalare V (7, t). Il campo elettrico &

dove V(7,t) ¢ il potenziale elettrico. La divergenza del campo elettrico &

- o = (04 I
VaE_—V~h%+VV)——&VuA—VV_pkO

Il rotore del campo induzione magnetica e

VAB=FAFAD)=V(- >—v2A:uoj—eouO§t(vv+%t)
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L 1824 - - 1oV
VA+028t2 o] — V(V A+C2 0t>

Il potenziale vettore A & definito a meno del gradiente di una funzione scalare ¢(7, t),
quindi la trasformazione A’ = A + V¢ lascia invariata la definizione del campo
induzione magnetica, mentre il campo elettrico

L, A o A 09 )
B =——r =V =—— =V vV

rimane invariato per una trasformazione V' =1V — d¢/0t. Quindi i campi elettrico
e magnetico sono invarianti per una

S e = 0
trasformazione di gauge A'=A+Vo V=V - E;f
In particolare si puo scegliere la funzione ¢(7,t) in modo che soddisfi la
10V
condizione di Lorentz V-A+ -2 =0
2 ot
In questo caso le equazioni dei potenziali elettromagnetici diventano
10°V  p L1024 -
—V?V + = — — VA4 =~ —— o]
2o e T 2or T
che hanno soluzioni
V(1) /pf’,t—f’—H/C) p —'_,7 /jf’,t—r_"—ﬂ/c)df,,
47T€0 |7 — 7 —

La densita di carica p = d*q/dzdydz non & invariante. Se p, ¢ la densita di
carica nel riferimento di quiete, la densita di carica misurata in un riferimento in
moto con velocita v ¢ p = ~p, poiché la dimensione longitudinale e contratta.
Nel riferimento in moto la densita di corrente e ; = pv = yp,v. Ricordando la
definizione del quadrivettore velocita, definiamo la

quadri-densita di corrente J = (pt, pc)

che si trasforma secondo le trasformazioni di Lorentz. Definendo 'operatore quadri-
gradiente V = (=V,0/0ct) , l'equazione di continuita si rappresenta come il
prodotto scalare di due quadrivettori

V-J=0

Introducendo il quadri-potenziale elettromagnetico A = (/T, V/e) le equazioni del
potenziale vettore e del potenziale scalare, e la condizione di Lorentz si scrivono in
forma covariante ( V? = —V? 4 §%/0c*t? )

VZ'A:MOJ VAZO
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4.6 Sviluppo in multipoli del campo elettromag-
netico

Consideriamo un sistema atomico o nucleare costituito da cariche in moto in una
regione di estensione R rappresentato da una densita di carica p(7,t) e di corrente
j(ﬁ t). Il campo elettromagnetico prodotto si puo ottenere come sviluppo di Fourier
delle componenti armoniche di frequenza w. Se J(r,t) = J(F)e”™" & la 4-densita
di corrente, il potenziale elettromagnetico ha la forma A(7,t) = A(F)e ™! con A(T)
soluzione dell’equazione di Helmoltz

V2A(F) + KA(F) = —poJ (7) k=w/c

/j?ﬂ zk\r r|d7:¥ 7:’ /p zk|r r|d_l
r dre, |77 —

dove l’mtegrale va esteso al volume occupato dal sistema (R = 10 8 cm per un
atomo, R =~ 107" ¢m per un nucleo). Cerchiamo la soluzione approssimata a
distanza r molto maggiore della lunghezza d’onda della radiazione e della dimensione
della sorgente (r > A > R) detta zona di radiazione, cio¢ per energie hw <
he/R (hw < 1 keV per un atomo, hiw < 100 MeV per un nulcleo). In questa
approssimazione

7 1 1 7
(P A )= o Dy =4+

la soluzione per il potenziale vettore e

A o 1 7o . - -
A(r) = Z?/ < +—t.. > k(=17 +..) J(@) dif

T T

ezkr (_Zk)n
n!

A~ g2 S X Jey ) ar

4.6.1 Potenziale di dipolo elettrico
Il primo termine dello sviluppo n = 0, si ottiene calcolando l'integrale per parti

o =te O [ )

—.\
—»

47
Usando l’equazione di continuita per la componente a frequenza w
- op(1
- 57) = =284 (i

e introducendo il momento di dipolo elettrico, d = [ p(7)dr", si ottiene il primo
termine dello sviluppo

potenziale di dipolo elettrico  A(F) = Moy € /p(f’)f" dit = — Lo jud &



Le derivate spaziali del potenziale vettore sono

ikr ikr 1
0,4y = —E2 i (kD — e Dy dy = ek S - ) ad, 9A, =

A7 r r 73 4 r

e per kr > 1 troviamo il campo induzione magnetica e il campo elettrico del termine
di dipolo elettrico

2 _ikr
B(F):V/\A(F)zikf/\A(F):Z—”w—e P Ad B(7) =c¢ B A7
T ¢ o
Il flusso di energia e
1 = = o wt e 1 1 o
S=—|EAB|= — — sin®f=— = — sin*@
Lo | | (4m)? ¢ r? sin A7t dme, 3 r? sin
e la potenza emessa ¢
dW 1 1 Ld ) 2 1 w4 o
—d 20 W =- —d
dQ 47 4we, A sin 3 4rme, 3

Il secondo termine dello sviluppo del potenziale vettore, n =1,

s
—~
3

I

|
‘t
Q
B
a
—
%T

*.L
hl

=

=L

-, -,

Poiché (7" ANj) AT = (- j)r — (7 - f’)j possiamo scomporre l'integrando in due
termini

4.6.2 Potenziale di dipolo magnetico

Nel primo termine compare il prodotto vettore antisimmetrico che e la magnetiz-
zazione prodotta dalla corrente, M () = 7 A j(i) . Introducendo il momento di

dipolo magnetico, fi = (1/2) [ M(#)d7, troviamo il
ikr

potenziale di dipolo magnetico  A(F) = =22 ik AL

Nel limite kr > 1 il campo induzione magnetica e il campo elettrico del termine di
dipolo magnetico sono

. - . Lo w2 eikr . .
B(F):zkr/\A(F)zag . A (T A ) E(f)y=c¢B(r)AT
Il flusso di energia e
1 =, 3 o wh i 2 L1 W,
S=—|EAB|= — = = — — — 0
Lo | | (4m)? 3 r? S 47 4me, ¢ r? s
e la potenza emessa ¢
aw 1w, 2 1 4
—_— = — — i 0 W=- ——Th
dQ)  4rm 4me, @ Al 3 4me, H



4.6.3 Potenziale di quadrupolo elettrico

Nel secondo termine compare il prodotto scalare simmetrico e calcolando I'integrale
per parti si ottiene

[0 drt == [ G = =) o)
per cui il potenziale vettore e
. B Lo kw eikr

A(r) =
() 4w 2 r
Nel limite kr > 1 il campo induzione magnetica e il campo elettrico del termine di
dipolo magnetico sono

5 N e Mowgeikr A N A o N g oo >3 A
B(r) =ikt NA(F) = = — /(r/\r)(r-r)p(r)dr E(f)=c¢B() AT

A1 2c2 7

Nell’integrale compare il
momento di quadrupolo elettrico Qij = /(Bxixj —1r%8;;) df

e se consideriamo i vettori @ = X;Q;x;/r e osserviamo che le componenti
dell'integrale [(7 A7) (7 - 7)p(7")dr" sono

] s - v+ - -a

troviamo il campo induzione magnetica e il campo elettrico del termine di quadrupolo
elettrico

3 Jikr A A ) 3 Jikr (A A -

S, w? e PAQ S e wP e (FAQ)AT

B(r) = = — E(r)="— — -
dTm ¢ r 6 4T ¢ 7 6

Il flusso di energia ¢
11 w® (35Q40%)

6 2

5 Mo W (SylQul%) o n?
_ l o— — l 0

o (4m)2 ¢ 36712 o A 4me, ¢ 36 1r? S

dove (%;;]Q;;|?) ¢ il valore quadratico medio del momento di quadrupolo. La potenza
emessa e
dw 11 w8 (55]Q4%)

2
o 2 jadl 0 W= —
iQ Az 4dme, & 36,2 o0 54 dre, c
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4.6.4 Sviluppo in autofunzioni del momento angolare

I sistemi atomici e nucleari sono autostati del momento angolare ed ¢ conveniente
esprimere il potenziale elettromagnetico come sviluppo in serie di armoniche sferiche.
Oltre al momento angolare orbitale occorre tener conto dello spin delle particelle che
produce una magnetizzazione intrinseca M (7 t) = M (Fe~**. Questa contribuisce
alla densita di corrente con un termine a divergenza nulla, jy (7) = V A M(7), e le
equazioni del campo sono

-

ﬁ-ﬁzp/eo V-B=0
VAE=iwB ﬁAézuo(ijﬁ/\M)—iweo,uoﬁ
che si possono rendere simmetriche considerando il campo a divergenza nulla E =
E + (i/we,)g

6 . E, - 0 6 . g = 0
VAE —iwB = (i/we,) VAJ V A B+ iweopo ' = 11,V A M
Da queste relazioni, osservando che VAVAU = —V2U per un vettore a divergenza
nulla, si ottengono le equazioni del campo elettrico e di induzione magnetica
— — — 1 — - — — — — —
(V24+EHDE = —ikep, V/\(M+k— VAj) (V24+kHDB = —pio VA(J+VAM)
Per esprimere le soluzioni in autofunzioni del momento angolare L = —iF 6

A
osserviamo che, per un vettore a divergenza nulla si ha V(7 U ) =7 V2
quindi che le equazioni dei prodotti scalari 7 - E' e # B sono

. - - - o - 1 -
(V24 k?) 7- B = —ikep, 7 -V/\(M—l—ﬁ V Aj) = —ikepe (f/\V)(MJrp VAj)

(V24 k)7 B=—py ™ VAG+VAM) = —p, (FAV)(+V AM)
e, introducendo il momento angolare si ha

— - = — —

(V2+k?) 7 E' = kepo L- (M+]_€2 VAJ) (V24+k%) 7B = —ip, L-(J+VAM)
Queste equazioni hanno soluzioni
. k eik|77‘—F’| . 5 .y
FoE = — L'-(M+— V'Ny)di
" dme, ¢ Jr |7 — 7| ( k A
— ZMO ’Lkl_‘ —)ll — — —
B = L’~(j—|—V’/\M)dF'

A Jr |7 — 7|
che, utilizzando lo sviluppo della funzione di Green in autofunzioni del momento
angolare

'k'r i

—] = 2 aln ) Y (0.6) Yiu0.0) J07.0'.0)

G(r—r)=

si esprimono
zkr zkr

Z alm lm

Z a'lm lm
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4.6.5 Momenti di multipolo del campo
Nel limite r > R, kr > 1, i coefficienti di multipolo elettrico sono
5 i 1 [+1
a, = ——
tm e (204+ 1)\ 1

con i momenti di multipolo elettrico

Qun = /R ! Y (6.9) plF) dF

1/2
> lirl(le + ng)

Q=g = [ Y0 (0.6) ¥ - (7 A 3E() a7

I coefficienti di multipolo magnetico sono

_ 1 1+1\"?
Al = o ( ( > kl—H (Mlm + Mllm)

20+ )N l
con i momenti di multipolo magnetico
[ 1 - -
My = =7 ¢ [ Yin(6.0) V- (FAF(0) dr

1 -
Mj, = = [ 11 Y;,(0.6) V- NI(7) dF

Per valutare il contributo dei momenti di multipolo, consideriamo un sistema di
particelle di massa m;, carica elettrica ¢; e momento magnetico [i;

p(7) =S qb(F=70)  J(7) =S quid(F—75) M) = i ji;0(7 = 73)

e supponiamo che il moto delle particelle sia centrale e le coordinate esprimibili
in termini delle autofunzioni del momento angolare. In questo caso i momenti di
multipolo sono

Qun = [ 1 Y5 S a7 = 7) dFf = Vi, i 1lg

1 w 1 w
= A Yy [1;0 ) dr = — — Y ¥, ! i
m T 2/ VTN R O = T) A= =y g Yo i
11 11 q
My, = — */ V FA Y GUiO(T —T5) drf = ——— * Y I-1 27
: I+1c r QU0 = T3) dr I+1c¢ ™70

1 - 1
Mz,ng/rl Z;V'Eiﬁié(F_ﬁ)dF:E D RN

e [ multipoli elettrici sono generati dalla carica elettrica e dal momento mag-
netico associato allo spin p = g(hq/2m)

1 w hg I 1 g hw
ot Q= e =ty (1 2

il secondo termine e trascurabile poiché nelle transizioni atomiche o nucleari

'energia emessa ¢ fiw < mc?.
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e [ multipoli magnetici sono generati dal momento magnetico prodotto dal moto
orbitale, u(l) = ghl/2m, e dal momento magnetico intrinseco e i due contributi
sono confrontabili

1 hq 2l
Z‘{m 7‘{1 _ l—ly* a3 e
tm M c " m om (g [+ 1)

La potenza emessa dal sistema di cariche in moto nella zona di radiazione

_¢ 712 512 2700 _
W= 2/(601E| + 1B/, r?dS2 =

ce c
= 2 Yy Smal ol [ Y Y dQ + Y i@l 0B | Y YdQ) =
2 U'm’%lm m 2 U'm’%lm m
o
C€o E |2 c B |2
= 2 Elm|alm| + 2 Elm’alm‘
Ho

si ottiene come sovrapposizione dei contributi dei momenti di multipolo del campo

c c 1 [4+1)\ fw)\2+2
WE = o laf | = ( )() Qun + Qi

2¢, 2¢, [(2L+DN2\ 1
B Clo | B2 Cho 1 I+ 1Y\ fw\2+2 .
Win = =5~ lam|” = =5 [(20 + D)2 ( l (c) [Mom + My

dove (214+ 1D =(20+1)((2[—-1) ... 1.

4.7 Equazione di Schrodinger in una dimensione

4.7.1 Particella libera

L’equazione di Schrédinger per una particella libera di massa m e

n? d*y(x)
Tom  da? = FE ()

E > 0 & l'energia cinetica. In funzione dell'impulso 7k = p = (2mE)'/? I'equazione

&
d*y
d;f) + k> (x) =0

e la soluzione ¢ la sovrapposizione di due onde piane che si propagano nella direzione
+r e —x

¢(x) — Aeikm _|_Be—ikx

La densita di corrente e

; h <¢*Chﬂ_dw* @b):%('A'Q"B'Q)

- 2im dz dx

Se consideriamo un fascio di N/V particelle per unita di volume che si propaga
nella direzione +z, le condizioni al contorno sono: B =0, j = Nv/V = v|AJ?, cio¢
A = (N/V)Y2. Per una particella

w(x) — V71/2 6ikz
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4.7.2 Gradino di potenziale

L’equazione in una dimensione e

n o d?
o a2 U(z)| Y(x) = E ¥(x)
Se l'energia potenziale ¢ una funzione a gradino
U(x) =0 peraz<0 Ulx)=U,>0 per x>0

abbiamo due casi:
E > U, - La soluzione ¢ una sovrapposizione di onde piane nelle due regioni

<0 ¢1(I) — Alez’kw + Ble—iklz hk:l _ [sz]1/2
x>0 V(1) = Age'™® + Bye k2" hky = [2m(E — U,)]Y?
i = (Rky/m)|A;)? ¢ il flusso incidente, j; = (fiki/m)|By|? ¢ il flusso riflesso dal
gradino di potenziale, j5 = (hky/m)|Az|? ¢ il flusso trasmesso nella regione z > 0 e,
poiché non vi sono altri vincoli in questa regione, si deve avere By = 0.

Imponendo la condizione di continuita della soluzione in corrispondenza del
gradino, cioe che la soluzione e la derivata siano uguali per x = 0

P1(0) = 12(0) A+ By = Ay
Wl(O) = %(0) /ﬁ(Al - Bl) = koA
si ottengono i valori dei coefficienti By e A,
k1 — ko 2k,
B, = A Ay = A
Y kit ky T kit k!

e possiamo definire il coefficiente di riflessione dal gradino e il coefficiente di trasmais-

stonecon R+T =1

_Jr 1Bi]? (ki — ky)? T g ko Asl? Ak

g AR (Rt k)? O kA (Rt k)2

E < U, - In questo caso la soluzione nella regione z > 0 ¢ la sovrapposizione di due
funzioni esponenziali reali

z <0 wl(x) — Aleiklx + Blefikm hkl — [2mE]1/2
>0 o) =A™ + Boe ™™ Rk = [2m(U, — E)]Y?

Perché la soluzione sia finita per ogni valore di x deve essere A; = 0. La condizione
di continuita

R

11(0) = 12(0) A+ By = DBy
¥1(0) = 5(0) ik (A1 — By) = —ke By
implica
ki — iko 2k,
Yk ik Tk +iky

Da queste relazioni si ottiene |By|?> = |A;]?, cioe il flusso riflesso & pari al flusso
incidente e il flusso trasmesso e nullo. La particella ha una probabilita di penetrare

il gradino di potenziale che decresce esponenzialmente: |thy(z)[? = |10 (0)[2e=2F22.

350



Figure 4.11: Soluzioni per il gradino e la barriera di potenziale

4.7.3 Barriera di potenziale

L’energia potenziale & la sovrapposizione di due funzioni a gradino
Ulx)=0 perz<0 x>/ Ulx)=U,>0 per0<xz </

E > U, - La soluzione e una sovrapposizione di onde piane

T < O wl(x) — Aleik1$ + Blefiklx
O<z</ Ua(x) = Age™ + Bye 2
x>/ Ps(x) = A3€ik1w + B367iklm

Anche in questo caso, poiché non si ha onda riflessa per x > ¢, B3 = 0. La condizione
di continuita per z = 0

¥1(0) = 12(0) A1+ By = Ay + By
¥1(0) = 15(0) k(A1 — By) = ky(A2 — Bo)
implica
ki + ko ki — ko ki — ko ki + ko
A = A — B B, = A — B
1 ok, 2+ ok 2 1 2k, 2+ ok 2

La condizione di continuita per z =/

U2 (l) = 5(0) Ape™2 4 Bye ™2t = Age?
?ﬂl g = T/}/ g kQ AQ@isz — Bgeiikzg = klAgeiklg
2 3
implica
ko + k1 —i ko — k1 i
A2 = 22]{;2 ! e knt e kot A3 BQ = 22]{;2 ! e ke e kot Ag

e si ottiene una relazione tra ’ampiezza dell’onda incidente e quella dell’onda trasmessa

ik1/

. ; €
Ar = [(k+ ko) e = (b — kp)? €] o Ay
172

351



2 212
2 (ki —k3)° 2
|A1’ = 1 + W S1n kgg ‘Ag‘
11 coefliciente di trasmissione attraverso la barriera ¢
T gi  |Asl® 1
- . - - 2 2
g A2 q + (k1—k2)”  gin? kol

4k2 K32

E < U, - In questo caso la soluzione per 0 < x < £ ¢ la sovrapposizione di due
funzioni esponenziali reali, 1o (z) = Ayek?® 4 Boe %% e la condizione di continuita
della soluzione per x = 0 e x = ¢ implica

ky — ik ky + ks ky + iko ki — iko
A = A B Bl=—A+——8B
! ok 2t T P ! ok 2T T P
ko +ik1 e poe ke — k1 e e
A — 2 - ptE 2 A{ B _ 2 T M 2 A
2 e € € 3 2 2%y € € 3
da cui, seguendo I'esempio precedente, si ottiene il coefficiente di trasmissione
T | As]? _ 1
A2 1 + (kz]:%%)z sinh? kol

Nel caso in cui kol > 1, sinh? kyl ~ e?%2¢ /4 si ha

16K o
(k? + k3)?
4.7.4 Buca di potenziale infinita

Se la buca si estende nell’intervallo a < x < a+ ¢ la particella & vincolata a oscillare
e la soluzione ¥(r) = Ae™*™ + Be~** i annulla agli estremi. Dalle condizioni al
contorno

¢(a) — eika(A—l— B) =0 ¢(a+€) — eikza(AeikZ + Be—iké) =0
si ottiene la quantizzazione degli autovalori
nm P,
- n— ——= n
1 2me?
La condizione di normalizzazione delle autofunzioni, ¢,,(x) = C'sin k,,x, fissa il valore
dell’ampiezza

sink,l =0 k, = n=1, 2,...

a+e a+/ 20 pnm
/ r(x)(z), doe = ]0\2/ sin? k,z dx = |i|/ sin? ¢ dp = 1
a a T o
da cui si ottiene

Up(z) = <€> sin Vi

Ovviamente nessuno dei risultati ottenuti dipende dal valore di a.

352



4.7.5 Buca di potenziale finita

L’energia potenziale ¢ U(z) = —U, per —¢ < x < +{ e nulla negli altri punti
(abbiamo visto che la soluzione non dipende dalla posizione dell'intervallo in z).
Per E > 0 la soluzione e simile a quella della barriera di potenziale. Consideriamo
il caso di stati legati, E < 0. La soluzione e

x < —/ V1(x) = AeM® 4 Ble h®

—t<z<{ Po() = Ape™* + Boe H*

x>/ vs(z) = AzeM1® 4 Byeh®
con hky = [—2mE]Y2, hky = [2m(E + U,)]"/2. Perché la soluzione sia finita per ogni
valore di = si ha By = A3 = 0. La condizione di continuita per x = —/
AQe—ikgf + B26ik2€ — Ale—klg Zl{jg (A26—’U€2€ . BQ@ing) — k,lAle—klf

e quella analoga per x = ¢ comportano |A;|* = | By|?, che corrisponde all’annullarsi
della densita di corrente all’interno della buca, e, poiché non ci sono termini del tipo
A*B o AB*, che la soluzione sia pari, se Ay = By, oppure dispari, se Ay = — B,

rispetto all’inversione dell’asse x. Abbiamo quindi due casi
soluzioni pari kotan kot = k;

soluzioni dispari — kycot kol =k

Queste sono due equazioni trascendenti che si risolvono numericamente. Poiché si
ha (hk1)? + (hk2)? = 2mU,, le due equazioni si possono esprimere in funzione delle
variabili a = kyl, 8 = (2mU,)"/?%(/h

atana = (6% — a?)1/? —acota = (32 —a?)/?

Le soluzioni sono rappresentate in modo grafico in Fig. 4.12, dove si e scelto
8 = 2m, e sono date dai punti di intersezione delle curve: I’esempio mostra quattro
stati legati. Il caso piu interessante ¢ quello delle soluzioni dispari che si annullano
per x = 0, infatti nel caso di buca di potenziale in tre dimesioni la soluzione si deve
annullare per r — 0.

4.7.6 Oscillatore armonico

Per piccoli spostamenti dalla posizione di equilibrio, un generico potenziale puo
essere approssimato con quello di una forza elastica con costante di richiamo &

dU 1 (2UN\ 1,
U(w)—UO+<Cm>ox+2<M>ox +..._costant6+§k:x
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4.71

1.57

0.00 ; ; ;
0.00 1.57 3.14 4.71 6.28

Figure 4.12: Soluzione per gli stati legati in una buca di potenziale

In un potenziale armonico una particella di massa m oscilla attorno alla posizione
x = 0 con frequenza angolare w = (k/m)'/2. La hamiltoniana dipende dal quadrato
delle variabili coniugate x e p

1 mw?
H=_——p"+

2 _ 2 2
5 5 r° = hw (X* + P?)

e si puo esprimere in modo simmetrico in termini dei due operatori hermitiani

mw /2 1 1/2
P i p—
<2h> o (2mhw> b

o delle loro combinazioni lineari

a=X+1iP at =X —iP
che soddisfano le relazione di commutazione

la,a"] = —2i[X, P| = _;L ] = 1

L’operatore hermitiano

' 1
Nza*a:X2+P2+i[X,P]=X2+P2+% [a.p) = X2+ P? =

commuta con la hamiltoniana e quindi gli autostati di N sono autostati di H =
hw(N +1/2)

N |n) =n |n) H |n) =E, |n)
Per trovare gli autostati della hamiltoniana studiamo 1’azione degli operatori a e a™

sugli stati |n). Osserviamo che a|n) e a™|n) sono anch’essi autostati, infatti dalle
relazioni di commutazione

[N,a] = —[a,a"] a = —a [N,aT] =a" [a,a"] = a*
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otteniamo
Na |n) = (—a+aN) |n) = (n—1)a |n) Na™ |n) = (aT+a"N) |n) = (n+1)a™ |n)

Quindi: aln) = ajn — 1), a™|n) = Bn+ 1) e i valori di @ e (3 si ottengono dalla
normalizzazione degli autostati

(nla*aln) = (n|Nn) = n = |of* (nlaa*in) = (n|(N +1)|n) =n+1=5/*

L’azione degli operatori a e a™ ¢ quella di far passare da un autostato ad un altro

1/2

aln) =n'2ln — 1) atln) = (n+1)"|n + 1)

e applicando piu volte 'operatore a ad un autostato di N
d*n)y =nn—-1)...(n—k+1D]"*n—k)

si dimostra che gli autovalori n sono i numeri interi non negativi, n =0, 1, 2,....
Gli autovalori dell’energia sono

E,=hw (n+1/2)

e quindi gli operatori a™, a fanno aumentare o diminuire I'energia dell’oscillatore di
un quanto hw e sono chiamati operatori di creazione e distruzione.
Per studiare il comportamento delle variabili z e p € opportuno esprimerle in
funzione degli operatori a e a™
a+a* a—a’

P = .
2 21

X —
X e P hanno in ogni stato dell’oscillatore valor medio nullo perché (nla|n) =

(nJa*|n) =0 e hanno varianza

<X2>n _ <P2>n _ <n|aa+|n> 1— <n|a+a|n> _ 2”2‘ 1

Quindi per le variabili e p si ha
2

(ﬁ%f:ll(n+lﬂ):0%n+Lm) (p*),, = mhw (n+1/2) =

p— (n+1/2)

o2

dove 0% = h/mw e h*/c? sono le varianze delle distribuzioni di x e p per modo di
vibrazione. E si ottiene la relazione di indeterminzione per 1'oscillatore

(Az Ap), = \/{x?), \/(p h(n+1/2)

e 'equipartizione dell’energia cinetica e potenziale per modo di vibrazione

S (n+1/2)+ h;(n—k 1/2)
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Per trovare le autofunzioni nello spazio della coordinata x, osserviamo che per
lo stato di energia piu bassa, lo stato vuoto, E, = hw/2, si ha a|0) = 0 e quindi
"autofunzione 1, (z) soddisfa I'equazione differenziale

X iPpe) = |25 1 5 (in )] et =0

by o
0\/_0 V2 dr

la cui soluzione che soddisfa la condizione di normalizzazione [}(x)Y,(x) de =1
¢ una funzione gaussiana

o) = (mo®) 7t 7 /2
Le altre autofunzioni si ottengono dalla relazione (a™)"|0) = (n!)*/2|n), ovvero

6o = 5 [;;U -2 Cmnwm

Le soluzioni sono i polinomi di Hermite, H,(z), moltiplicati per una gaussiana

Yul2) = (mi)l e &!)1 L H(2) e
n Ln Un(2)
0 hw /2 (o)~ M4 =22
1 3hw/2 (mo?)~1/4271/2 94 o—?2/2
2 Shw/2 (mo2)~1/4273/2 (422 — 2) ¢=2*/2

3 Thw/2  (mo?)~14671/2273/2 (823 — 122) e /2

4.8 Il momento angolare

4.8.1 Rotazioni

Una rotazione ¢ una trasformazione continua dallo stato |¢) allo stato |¢') = R|y).
Perché sia consevata la densita di probabilita, (¢/|¢') = (V|RTR[Y) = (Y), la
rotazione ¢ una trasformazione unitaria: R~' = RT. Se lo stato ¢ espresso in
funzione delle coordinate spaziali ¥ = (z,y, z), si ha ¢'(r) = Ry(F) = ¢(7,) con
7, = R™'7. Le rotazioni delle coordinate sono rappresentate da matrici 3 x 3

1 0 0 cos 0 sinf
R.(a)=| 0 cosa —sina R, () = 0 1 0
0 sina cosa —sinf 0 cospf
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cosy —siny 0
R.(y)=| siny cosy 0
0 0 1
Le rotazioni attorno ad assi diversi non commutano e le relazioni di commutazione

definiscono le proprieta dei generatori delle rotazioni. Consideriamo le rotazioni
infinitesime attorna agli assi x, ¥y, z e definiamo

R.(e;) =1 —ie,G, R.(ey) =1 —ie, G, R.(e.) =1—1ie,G,

con gli angoli infinitesimi ¢, reali e gli operatori GG}, hermitiani. Applichiamo in
successione due rotazioni infinitesime attorno ad assi diversi. Sviluppando al secondo
ordine in €

1-— 612/ 0 €y
R, (e;)Ry(ey) = €€y 1—€2 —€,
—€, & l1—e/2-¢/2
1— ez €2y €y
R,(e,)R.(ez) = 0 1-¢€ —€y
—€y & l1—e/2-¢/2
0 —e€ 0
[Ry(€x), Ryey)] = | e€xey 0 0 | = R.(es€y) — 1
0 0 0

1 —ie,Gyy 1 —ie,Gy| = —€,6,[Ga, Gy| = —i€,€,G,,

e lo stesso permutando i generatori G. Troviamo quindi le relazioni di commu-
tazione

[Gj, Gk] = ifjlel
dove gji; ¢ il tensore antisimmetrico di Levi-Civita. Queste sono le relazioni di
commutazione delle componenti del momento angolare L=7A p. Per ottenere

la relazione tra i generatori delle rotazioni e le componenti del momento angolare
consideriamo una rotazione di uno stato

W(2,9,2) = Ro(@) (2,3, 2) = ¥ cos ¢ + ysin b, —a sin &+ cos 6, 2)
Per una rotazione infinitesima

R(00) 0l 02) = a4 90000+ 302) = 100 (5 =y )] vt )

dy

dove L, ¢ la terza componente del momento angolare, L, = —ih(z 0/0y —y 0/0x).
Quindi I'operatore momento angolare e il generatore delle rotazioni e per una ro-
tazione finita di un angolo « attorno all’asse n si ha

-

Rn(Oé> — ef(i/h)aﬁ . L
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4.8.2 Autovalori del momento angolare

L’operatore momento angolare ha dimensione h [eV X s| ed & proporzionale al gen-
eratore delle rotazioni J = iG. Con le componenti G, possiamo costruire il modulo
quadro, G% = G§+G’§+Gz, che commuta con le tre componenti, [G?, G}] = 0. Poiché
queste non commutano tra loro possiamo trovare un sistema di autostati comune
a G? e ad una solo delle componenti che fissiamo per convenzione (G,. Chiamiamo
|\, 1) un autostato di G* e G, e A, uu i rispettivi autovalori

G2\, 1) = A\, ) G| A 1) = plX, )

Consideriamo gli operatori non hermitiani G4+ = G, £ ¢G, che hanno le seguenti
relazioni di commutazione

G+, G_] =2G, G+, G =0 Gy,G.] = £G4
Gli stati G|\, 1) sono autostati di G? e G, infatti abbiamo
G2 G|\ 1) = GLG?|\, 1) = A G|\ )
G.G2|A p) = (GG + G, GL))|A ) = (£ 1)GL|A, )
L’azione degli operatori G1 e quindi di far passare da un autostato ad un altro
G|\ p) =v_[Ap—1) Gi|A ) =vi A p+1)

Per verificare che la successione sia limitata, cioe che u sia finito, consideriamo gli
operatori G,.G_ e G_G 4

GG =G+ G —ilG,, G =G~ G? + G,

GGy =G +G+ilG,,G) =G -G - G.

e osserviamo che gli elementi di matrice dell’operatore G? — G? sono definiti positivi
poiché

G.G_+G_G,
2

M| G2 =G\ p)=A—p? 20 — p? <\

G2_G2:

con GiG_=G'G_. e G_G;=GIG;

Quindi esiste un valore minimo e un valore massimo di p per cui
G|\, tmin) = 0 G|\, fmaz) = 0
Per questi autostati deve anche essere
G4G|A, fimin) = (G? = G2+ G2)IA, fimin) = (A = L + Hamin)IA, fomin) = 0
G_Gi|\ timae) = (G* = G2 = G|\ fmaz) = (A = Hingr = Homaz) |\ fima) = 0
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Cio® P2, — tmin = M2 0p + Hmaz- Quindi g & limitato nell’intervallo
Fomin < P < Pmaz con Hmin = —Hmaz

Poiché si va da piymin & fimee con un numero finito di passi, risulta fyee = fhmin +n
con n intero positivo, cioe

/fmfnn:_n/2 ,umax:n/2 u:—n/Q, —n/2+1,,n/2

A= Nmam(ﬂmaz + 1) = (n/2)(n/2 + 1)

Passando al momento angolare J = hG e definendo |7, m) gli autostati
J2j.my) = 12(j + 1)]5,m) T2, m) = hmj, m)
abbiamo che

e esistono 2j + 1 proiezioni del vettore J con autovalori mh

m:—]7 _]+17a ]_17]

e il modulo di J ha autovalore %/j(j + 1)

e i possibili valori di 7 sono i numer: interi e semi-interi positivi
e gli elementi di matrice tra autostati (che supponiamo normalizzati) sono
(G| T2, m) = 82§ (5 + 1) 6505 S
(3", m/| .|, m) = hm 61 Oprm
Gli elementi di matrice degli operatori J, e J_ si ottengono dalle relazioni
J_lj.m) = hw-|j,m —1) Jiljom) = hwlj,m+1)

(G| T Ty m) = B2+ 1) = m® 4 m] 8y S = B2 |?
(G| I Tl m) = B2+ 1) = m® = m] 8y S = B2

e quindi, a meno di un fattore di modulo 1, si ha

v =\[j(j +1) —m2+m vy =\[i(j +1) —m2 —m

G| Jelj m) = By/i( + 1) = m2 Fm 6 S
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4.8.3 Rappresentazione dei generatori

Dall’ultima relazione troviamo gli elementi di matrice degli operatori G+ e da questi
la rappresentazione dei generatori G usando le relazioni

e L R A CNCH

G
2

Facciamo due semplici esempi
e Spin 1/2: j=1/2 m=+1/2
Gli elementi di matrice non nulli sono
(1/2,41/2| G4 |1/2,—-1/2) =1 (1/2,—1/2| G_ |1/2,4+1/2) =1
quindi le matrici G4 sono
-fo0) e-(1)

e i generatori Gy, sono, a meno dell’autovalore 1/2, le matrici di Pauli nella rappre-
sentazione in cui G, ¢ diagonale

L0 1 L0 —i /1 0
G”_2<1 0) Gy_2<i 0) GZ‘z(o —1)
Anche le matrici G2 sono diagonali, G3 = 1/4, e quindi
3(10 3
2 e . _ -

e Spin 1: j=1 m=—1, 0, +1

Gli elementi di matrice non nulli sono

(1,0] G4 |1,-1) =2 (1,-1| G_]1,0) = V2
(1,1] G |1,0) = V2 (1,0] G_ |1, +1) = V2
quindi le matrici G4 sono
010 000
G,=v2|00 1 G.=v2[ 100
0 00 010
e i generatori G sono
1 010 1 0 — O 10 0
=alit) emnli o) esnny



e abbiamo

(101 (1 0 -1 100
Gi=5|020 Gy=5| 0 2 0 G:=1000
101 -1 0 1 00 1
100
G*=2|010 ji+1)=2
00 1

4.8.4 Somma dei momenti angolari

Consideriamo due autostati del momento angolare | j1,m1> | jg,m2> Vogliamo
sapere quali sono gli autovalori dell’operatore somma, J = J1 + g2, tali che la
proiezione lungo l'asse z sia J, = ji, + j2,. Definiamo |j; mq, jo ms) autostato
somma nella base dei vettori di partenza (in cui j2, ji., j2, jo. sono diagonali)

Jildr ma, ja ma) = B2 51 (ji+1)|j1 ma, jo mo) J1zl71 ma, g2 ma) = hma|jy my, ja ma)

Jald1 ma, ja ma) = B2 ja(Ja+1)|51 ma, jo ma) Jaz|d1 ma, Ja ma) = hima|ji my, jo ma)

Nota: nel seguito poniamo i = 1. Definiamo |J, M) 'autostato somma nella nuova
base in cui J? e J, sono diagonali

JA| I, MY = J(J +1)|J, M) J|J, M) = M|J, M)

Gli autostati somma possono esprimersi come combinazione lineare degli autostati
di partenza
’J> M> = ZZ Ul mi, Jo m2)<j1 mi, Jo m2|J> M>

mi ma

dove i prodotti scalari (j; mq,j2 me|J, M) sono chiamati coefficienti di Clebsch-
Gordan. Per trovare I’autovalore M osserviamo che I’elemento di matrice dell’operatore
J. — J1. — J2. € nullo:

(Jy M|J, = 1z = Jozlgi ma, J2 ma) = (M —my —ma)(J, M[j1 my, j2 ma) =0
Per trovare i possibili autovalori di J osserviamo che la molteplicita della somma e

pari al numero di stati N = (277 + 1)(2j2 + 1). Se Jin € Jmae S0no i limiti in cui
varia J abbiamo

Jmaz
N = Z (2‘] + 1) = (Jmax + 1)2 - ((Jmin - 1) + ) Jrznaa: Jmax +1- J72nm =

J min

- (Jmaac + Jmin + 1)<Jmaac - Jmm + 1)

da cui otteniamo 251 = Joaz + Jmin, 2J2 = Jmaz — Jmin (0 viceversa) cioe: Jpi, =
|7: — Jol, Jmaz = Ji + jo. Quindi gli autovalori della somma soddisfano le relazioni

l7: — g2l < J < i+ jo M =my +mgy
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4.8.5 1 coefficienti di Clebsch-Gordan

Troviamo le relazioni cui soddisfano i coefficienti di Clebsch-Gordan. Usando I'operatore
J; si ha

Tl J, My =/ J(J +1) = M2 — M |J,M +1) =
<‘]1+ + J2+) ZZ |]1 nl,jQ n2><j1 n17j2 n2|‘]7 M> =

ny n2
> \/jl(jl +1) = ni —ny |1 na+ 1, 2 n2) (1 na, g2 na|J, M) +
ny n2
>N \/jz(jz +1) —n3 —na |j1 na, Jo no + 1) (1 na, ja nelJ, M)
ny n2

Moltiplicando per (j; mq,ja ms| e sfruttando le relazioni di ortonormalita degli
autostati, (j1 mu,jo Malj1 11, J2 N2) = Omyny Oman,, Si Ottiene

VI +1) = M2 — M|JM+1) = /i1 (i + 1) — m? + my (jy my—1, jo ma|J, M) +

Via(ja + 1) —m3 +my (jy mu, ja my — 1|1, M)

e analogamente, usando 1'operatore J_,

VI 1) = M2+ M [J,M=1) = /i1 (i + 1) — m? + my (s ma+1, jo mal J, M) +

VisGa + 1) = m3 + may (i ma, jo mo + 11, M)

Da queste relazioni di ricorrenza si possono ottenere i valori dei coefficienti di
Clebsch-Gordan a meno di un fattore di modulo 1 che viene fissato in modo conven-
zionale. Facciamo alcuni semplici esempi:

e spin 1/2 + spin 1/2
Con j; = 1/2, jo = 1/2 si hanno quattro possibili combinazioni, per la somma queste
sono: J =1,M =+41,0,—1e J =0,M = 0. Nel caso m; = my = +1/2 vi & una
sola combinazione e lo stesso nel caso m; = mgy = —1/2
I1,4+1) =[1/2 +1/2,1/2 +1/2) 1, —-1)=|1/2 —1/2,1/2 —1/2)
Applicando J_ al primo (oppure J, al secondo) si ha
J_|1,4+1) = v2[1,0) = [1/2 +1/2,1/2 —1/2) +[1/2 —1/2,1/2 +1/2)

Anche lo stato |J, M) = |0,0) ¢ una sovrapposizione degli stessi due autostati con
ma + mo = 0

0,0) = al1/2 —1/2,1/2 +1/2) +b[1/2 +1/2,1/2 —1/2)
con |a|* + [b|* = 1. Applicando J, (oppure J_) si ha
Jo]0,0) = al1/2 +1/2,1/2 +1/2) +b[1/2 +1/2,1/2 +1/2) =0

da cui a = —b. Quindi otteniamo tre stati con J = 1 simmetrici rispetto allo scambio
dello spin e uno stato con J = 0 antisimmetrico. 1 coefficienti di Clebsch-Gordan
sono riassunti nella tabella seguente
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j1:1/2 j2:1/2 J 1 1 0 1
mq mo M +1 0 0 -1
12 12 1
+1/2 -1/2 1/2 1/2
—1/2 —|—1/2 1/2 — 1/2
—1/2 —1/2 1

e spin 1 + spin 1/2

Con j; = 1, jo = 1/2 si hanno sei possibili combinazioni, per la somma queste
sono: J =3/2, M =+43/2,+1/2,-1/2,-3/2e¢ J=1/2, M = +1/2,—1/2. Nel caso
m; = +1, my = +1/2 vi & una sola combinazione e lo stesso nel caso m; = —1,
Mo = —1/2

13/2,43/2) =1 +1,1/2 +1/2) 13/2,—3/2) = [1 —1/2,1/2 —1/2)

Operando come nel caso precedente
J_13/2,43/2) = V3[3/2,+1/2) = |1 +1,1/2 —1/2) +V/2[10,1/2 +1/2)

J413/2,-3/2) =V3[3/2,-1/2) = |1 —1,1/2 +1/2) + 2|1 0,1/2 —1/2)
Ponendo [1/2,+1/2) =all +1,1/2 —1/2) 4|1 0,1/2 + 1/2) otteniamo

Je|1/2,41/2) =all +1,1/2 +1/2) +V2b|]1 +1,1/2 +1/2) =0

ciot a + v2b = 0 e, utilizzando la relazione di ortonormalita degli autostati, a =

V2/3,b=—\/1/3

J_|1/2,41/2) = |1/2,—-1/2) = (V2a +b)[1 0,1/2 —1/2) + V2|1 —1,1/2 +1/2)

Quindi abbiamo

=1 ja=1/2] 3 3/2 3/2 1/2 1/2 3/2  3/2
my me | M +3/2 +1/2  +1/2  -1/2  -1/2  -3/2
+1 112 1
b VI
0 +1/2 2/3 —\/1/3
0 +1/2 1/3 2/3
-1 +1/2 —/2/3  \/1/3
-1 -1/2 1
e spin 1 4 spin 1
Gli autostati |.J, M) sono
J=2 M= +2 +1 0 -1 -2
J=1 M= +1 0 -1

J=0 M= 0
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j1=1 go=11]1J 2 2 1
mq mo M +2 +1 +1 0 0 0 -1 -1

+1 +1 1

+1 0 V2 /12

[\
[\

+1 -1 16 V12 1/3

0 +1 1/2 —\/1/2

0 0 —/2/3 0 —/1/3

0 -1 1/2 1/2
-1 +1 1/6  —\/1/2 1/3

-1 0 /172 \/1/2
-1 -1

4.8.6 Matrici di rotazione

Una generica rotazione nello spazio puo essere ottenuta come successione di rotazioni
attorno a tre assi. Consideriamo in successione (Fig.4.13)

1 - rotazione di « attorno all’asse z: x — 2/, y — ¥/
2 - rotazione di  attorno all’asse y': 2’ — 2", z — 2/
3 - rotazione di v attorno all’asse z": 2" — 2" ' — "

a, 3, v sono gli angoli di Fulero e la rotazione e espressa

R(Oéaﬁﬁ) = Rz’(’y) Ry’(ﬁ) Rz(a)

Un operatore generico si trasforma per rotazione nel modo O’ = ROR™!. Quindi la

z B Z

'

Figure 4.13: Rotazioni e angoli di Eulero

seconda rotazione pud essere espressa come R, (3) = R.(«) R,(8) R;'(«). Analoga-
mente per la terza rotazione: R,/(v) = R, (ﬁ) R.(7) R, (B), e otteniamo

R.(7) Ry(B) Ro(a) = Ry(B) R.(v) R,'(B) Ry(B) Ru(a) = Ry(B) R.(7) R.(a) =
= R.(a) Ry(8) R (@) R.(7) Ri(a) = Ru() Ry(B) R (@) Ro(a) Ro(v) =
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= Rz(a) RZ/(ﬁ) Rz(’y)

e, passando alla rappresentazione con i generatori,
R(Oé,ﬁ,’)/) — e—ioer e—iBJy e—inz

In una rotazione si conserva il modulo del momento angolare poiché J? commuta con
le sue componenti. La rotazione fa passare da un autostato |j,m) ad un autostato
|7,m'). Consideriamo gli elementi di matrice di una generica rotazione

Dy (01, B,7) = (/e e 7077+ m) =

— eiam’ <]7 m/‘efiﬁJy |j7 m) efi'ym — ei(am’f’ym) dinm’ (6)

Possiamo quindi esprimere gli elementi di matrice in funzione dell’angolo di rotazione
[ attorno ad un asse normale all’asse di quantizzazione z, a parte un fattore di

modulo 1. Gli elementi di matrice &’ () sono chiamati funzioni di Wigner.

¢ Rotazione di spin 1/2

-

I generatori delle rotazioni di spin 1/2 sono le matrici di Pauli, J = /2, e 'operatore
di rotazione si esprime

9 2 .
—ifoy/2 1 ﬁ . L ﬁ 2 . 1 0 T 0 —1¢
e =1 150y <2> ay—i—...—cosﬁ/Q(O 1 i sin (3/2 i 0

/ _ [ cosB/2 —sinf/2
/2, () = ( sinf3/2  cos3/2 )

e Rotazione di spin 1

Il generatore della rotazione di spin 1 attorno all’asse y e
-1 0

0
Jy=—04|1 0 -1
V2 0O 1 0

che ha la proprieta J" = J2, Jo"' = J,, conn =1, 2, ...

2
e—zﬁJyzl_Z'gJy_ﬁﬁQJ5+,,_:1—isinﬁJy—(l—cosﬁ)J;:
1 00 . 0 -1 0 1 0 -1
1_
—010+Smﬁ10—1—;°sﬁ 0
0 0 1 \/5 0 1 0 -1 0 1

(14+cosB)/2 —sinB/v2 (1 —cosf)/2
Ay (B) = | sin B/V2 cosf  —sinfB/v2
(1—cosB)/2 sinf/vV2 (1+cosf)/2
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4.8.7 Le armoniche sferiche

Le funzioni armoniche sferiche sono le autofunzione del momento angolare orbitale,
L = 7 Ap, nella rappresentazione degli operatori in funzione delle coordinate spaziali

(h=1)

o .0 NEC o .0 NEC
L+—z<8$+@ay>—(x+zy)az L_——z<ax—zay>+(a:—zy)az
Conviene usare coordinate polari
r =1 sinf cos¢ y =1 sinf sin ¢ z=r cosf

La matrice di tasformazione jacobiana

d(xy>2) ( sinf) cos¢ 1 cosf cos¢p —r sinf singb)

sinf sing 1r cosf sin¢g r sinf cos¢
cos —r sinf 0

ha determinante A = 72 sin#, e la matrice inversa ¢

2(r0) ( sinf cos¢ cosf cos¢/r —sing/r sinf )

sinf sing cosf sing/r cos¢/r sinf
cos 0 —sinf/r 0

da cui si ottiene

0 cosf cosp O sing 0

2:sin€ cosp —+ —mm— — — ——— —

Ox or r 00  rsinf 0¢
. ) 0 cosf sing 0 cosp 0
dy =sin sing or r 00 +rsin9 0¢
9 ost 0 sinf O
0=V or T Tr 08

In coordinate polari gli operatori del momento angolare orbitale sono

0 , 0 0
L,=—i— Ly=e" £ +i cotl ——
Z@qﬁ L+ =e <89+zco a¢>
Esprimendo gli autostati in funzione degli angoli, |I,m) = Y},,(0,¢), le equazioni
agli autovalori sono
L.Yim (0, ¢) = m Y, (0, 0) LY (0,¢) = U1 + 1) Yin (0, 0)
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Nella prima L. determina solo la dipendenza da ¢ quindi le autofunzioni si possono
fattorizzare: Y, (0, ¢) = ©1,(0) (o)

0 .
i G PalO)=m B(0) = @u(0) = N,
con N, = 1/v/2m. Poiché il sistema non varia per una rotazione di 27 attorno
all’asse z .
D, (¢ + 2m) = D, () = e =1

i valori di m, e quindi anche di [/, sono interi.
Per trovare ©y,,(#) osserviamo che si ha L,Y; (6,¢) =0, L_Y; _(0,¢) = 0. La
prima equazione

N 0 , , 00
— e 1 il il _ i(l+1)¢ u _ _
Ly=e (ae—l—z cot 0 8¢>@”(9>6 e <89 lcot96)”> 0

ha come soluzione Oy (f) = N; sin'§. Le altre soluzioni si ottengono ricordando che
L_Y,, sono autofunzioni che soddisfano le relazioni L_Y,, = \/ (I+1)—m24+mY,

L Yy(0,¢) =e" (—889 +1 cotf %) sin' @ ¢l¢ = —elI=D9 (886 + 1 cot 0) sin’ 6

Osserviamo che per una generica funzione f(6) si ha

0 19 .
<89+l Cot«9> f(o) = “7g g o 0 f(0)

e quindi, per f(6) = sin’f, si ha

i1-1)¢
L Yu(0,6) = & ( 15))5111219

sint =19 \ sind 90
ell=2)¢ 1 0 1 0\ .4
L-L-Yu(0,¢) = sin=2 6 <_sin989> <_sin980) sin” 0

e cosi di seguito. Ponendo — sin #df = d cos @, sin® § = (1 — cos®0)!, si ha

Yim(0,6) = N, S l_m(1— 2 9!
A\ %)= minm 9 \ dcos o8

Le costanti NNy, si determinano dalla condizione di normalizzazione

LY (0, 0) Yim (0, ¢) dcos dp = 1

v (D2 Y2 m)
i\ Ar !

Le prime armoniche sferiche sono

367



=0 Yoo =

=1 Yw:\/%cose Yy = — %sin&ei‘z’
=2 Yo = \/%(30082 0—1) Yy = —\/;jfr sinf cosf e Yoy = \/31257T sin? @ e2¢
Dalle relazioni precedenti osserviamo che

e ¢li autovalori del momento angolare orbitale sono multipli interi di h

e le autofunzioni Yy sono i polinomi di Legendre P(cos0)

e per coniugazione complessa si ha: Y5 (0,¢) =Y, _,,(0,¢)

e per trasformazioni di parita, 0 — 7 — 6, ¢ — ¢+ 7,

sin(m — 6) = sin 6 cos(m — 6) = —cos eim@rm — (_1)m ¢imé

le armoniche sferiche si moltiplicano per (—1)=™(—1)™

P Y (0,¢0) = (1) Yim(0, ¢)

4.9 Equazione di Schrodinger in tre dimensioni

Consideriamo una particella di massa m soggetta al potenziale U(7). L’equazione
agli autovalori e

(o 9400 () = B ()

Se la sorgente del potenziale ¢ una particella di massa M, la massa che compare
nell’equazione ¢ la massa ridotta m’ = mM/(m + M) e 7 ¢ la coordinata di m’ nel
centro di massa.

4.9.1 Potenziale centrale

Se il potenziale descrive un campo di forze a simmetria sferica, U(7) = U(|r]), si
conserva il momento angolare e gli autostati della hamiltoniana sono anche autostati
dell’operatore momento angolare che in coordinate polari ha componenti

L, =1ih (Sinqb 089 + cot 6 cos ¢ %) L, =ih (—Cosgb 860 +cotf sing 51)
0 - 1 0 0 1 0
L,=—ih — L =1 — sinf — + —-
==~ 55 h <sin0 20 % 56 nZa a¢>
Esprimendo 'operatore V2 in coordinate polari
-~ = 1 0 4, 0 1 1 0o . 0 1 0
VV=Sa o rz<sme 26 %0 T anZo a¢>
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I’equazione agli autovalori diventa

( 1o ,0 I
—— = = =4

2m r2 Or or  2mr?

+ U(?“)) U(r,0,0) = E¢(r,0,9)

La soluzione si puo fattorizzare nel prodotto di una funzione di r e delle autofunzioni
degli operatori L2, L., con autovalori [,m: L? Y, (0,6) = R*I(I + 1) Yi.(0, ),
L. Yin(0,¢) = Tim Yin (0, ¢).

wElm(Ta 67 ¢) = REl(T’) YZm(Q, (b)

La funzione radiale dipende dall’energia e da [ e soddisfa ’equazione agli autovalori

21 d ,d  RAII+1)
(_27n ﬁ %T % W + U<T) REZ(T) =F REZ(T)
o Nota: = LR = GF 4208
1 & R+ 1)
<_2m rar "t o T U(r) | Re(r) = E Rm(r)

La funzione ug(r) = rRg(r) soddisfa I'equazione di Schrodinger in una dimensione

2m dr?

R? o d2
@+

RP(L+1)

2mr? + U(T)> ug(r) = E ug(r)

dove, oltre al potenziale U (1), compare il potenziale repulsivo h*l(1+1)/2mr? (poten-
ziale centrifugo) dovuto all’energia cinetica di rotazione L?/2mr? attorno al centro
di forza. Ad esempio, l'effetto di una buca di potenziale viene modificato in fun-
zione della distanza dal centro come mostrato in Fig.4.14. L’equazione radiale ha
soluzione se lim, .o U(r) =0 lim,_q72U(r) = 0 e la soluzione deve soddisfare la
condizione lim,_ou(r) = 0.

u(r)

KI(1+1)

E=0

Figure 4.14: Buca di potenziale e potenziale centrifugo
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4.9.2 Particella libera

Nel caso U(r) = 0 I'equazione radiale diventa

(127“4_ 2mE (I +1) _0
dr? h? r? v

definendo hk = (2mFE)'/? e la variabile adimensionale x = kr

d*u <k2_l(l+1)>u:0 d2u+<1_l(l+1)>u:0

ae 2 pe o

Per | = 0 la soluzione ¢ del tipo u,(x) = Asinx + Bcosz. La soluzione sinx ¢
dispari e si annulla per x = 0, mentre la soluzione cosz ¢ pari e non soddisfa la
condizione lim, o u(z) = 0. Quindi la soluzione per [ =0 ¢ R,(xz) = Asinz/x. Le
soluzioni sono le funzioni di Bessel sferiche, j;(x), dispari, e le funzioni di Neumann
sferiche, n;(x), pari. Queste soddisfano le condizioni

jil) = (<1) <_1 d>l sinz () = —(<1) (‘31; j)l cos z

z dx T

Le prime funzioni di Bessel sono

) sin x .
jolw) = — lim jo(z) = 2"
) sinx cosz . z
Ji(z) = o lim 3 (z) = 13
o (2) 3dsinx 3cosx sinx lim jy () z?
) = — — im jo(x) =
J2 3 T2 €T x—>0j2 1-3-5
(1) 15sinxz  1Hcosx 6sinx | cosz lim ji (2) 3
) = — — imj3(r) = ————
J3 4 3 x2 x—>0j3 1-3-5-7
I limiti delle funzioni di Bessel sferiche sono
o ! o sin(z — Im/2)
lim 5 (z) = & limji(2) = —————

La seconda relazione definisce il limite asintotico della funzione radiale della parti-
cella libera

I; . — ikr —ilm/2  _—ikr jilm/2 —
kigll‘]l(m) S5k (e e e e )

1 N N ikr L e " e
_Zikr((_l)e — (i) )—%Z r — (=1 r

come sovrapposisione di un’onda sferica entrante e di un’onda sferica uscente dal
centro del potenziale in fase per [ dispari e contro fase per [ pari.
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4.9.3 Sviluppo di un’onda piana in autofunzioni sferiche

L’autofunzione della particella libera, 1 () = e“;'F, si puo esprimere come sovrappo-

sizione delle autofunzioni radiali j;(kr) e delle armoniche sferiche

(i) = % =N Ny Gi(kr) Yim (0, ¢)

Im

Poiché 1 (7) non dipende dall’angolo azimutale ¢, la somma va estesa alle sole aut-
ofunzioni con m =0

1/2
vi(o.0) = (*51) " Reoss

Usando le relazioni di ortonormalita [ Py(cosf) Py(cosf) dcost = 2 §y,/(20 + 1)
abbiamo

o
/ etkreost p(cos @) dcosh =
-1

Ny ji(kr)
2 (20 + 1)]1/2

+ (21 +1)"?
( i ) Py(cos®) P(cosf) dcos =
1

47

%: Ny ju(kr) /

Consideriamo il comportamento per piccoli valori di r e sviluppiamo in serie e?*"<os?

(kr)! zkr

Nigikr) = No gy = [2e(at 41 1/2/ Z " Py(u) du

I polinomi di Legendre P;(u) sono definiti (appendice 777) dalla relazione
D' (AN ey
P - —_— 1 — =
)= ) 07
2020 —-1)...(I1+1)

20!
Quindi la potenza u™ si puo esprimene come la somma di polinomi di Legendre

-2

ul + fattore x u

2" n!
"= P, ttore x P, ">
u @ —1) . (D (u) + fattore (u) n' >n

Sostituendo questa espressione nella relazione precedente

(kr) 1o 2" n! B
N om = [n(@+1))Y / Z on(2n—1)...(n+ 1) Falu) Pilu) du =

2! 2

— 27 (20 + 1)]V2 i (Jer)! 2020 —1)...(1+1) 21 +1

otteniamo i coefficienti NNV,

2! (21 + !
(2l+1)20 (201—1)...(I1+1)

Ny =it [4m(20+ 1) [ = i' [4m (20 + 1))
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Le autofunzioni j;(kr) P(cosf) sono pesate per la molteplicita dell’autovalore di
momento angolare, 2[ + 1, e sono sfasate di un angolo [7/2

—

e*T=3"d" (20 +1) ji(kr) Py(cosb)

1=0
11 limite asintotico e

: 00 —ikr ikr
lim e iz (20+1) ( l)le _C )
=0

kr>1 r r

4.9.4 Buca di potenziale infinita

Consideriamo una particella confinata in una sfera di raggio p
Ur)=0 perr<p U(r)=o00 perr>p

Per r < p le soluzioni sono le funzioni j;(kr) che si devono annullare per r = p.
La condizione j;(kp) = 0 definisce i possibili valori di k e gli autovalori di energia,
E = h%k? /2m, risultano quantizzati. Gli zeri delle prime funzioni di Bessel sferiche
sono

1=0  jolz)= =0 kyp=a,=nm=314, 6.28, 9.42, 12.57,

=1 Ji(x) =0 tanxr =z knp = x, = 4.49, 7.73, 10.90, 14.07,
=0

tanx = knp =z, = 5.76, 9.10, 12.32,

x
1—22/3
Gli autostati sono degeneri con molteplicita 2] + 1 e, se consideriamo particelle con
spin 1/2 vincolate nella buca di potenziale, la molteplicita ¢ 2(2] + 1). La tabella
mostra per valori crescenti degli zeri della soluzione radiale, cioe per valori crescenti
di energia, gli stati e la loro molteplicita. L’ultima colonna riporta il numero totale
di fermioni di spin 1/2 vincolati nella buca di potenziale.

k.p n 1 stato E/E, 20l+1 Y2(20+1)
314 1 0 1s 1.00 1 2
449 1 1 1p 2.04 3 8
576 1 2 1d 3.36 ) 18
6.28 2 0 2s 4.00 1 20
699 1 3 1f 4.95 7 34
77302 1 2p 6.05 3 40
818 1 4 1g 678 9 58
910 2 2 2 8.39 ) 68
936 1 5 1h 8.88 11 90
942 3 0 3s 9.00 1 92
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4.9.5 Buca di potenziale finita

Per una buca di potenziale finita

U(r)=-U, perr<p Ur)=0 perr>p
I’equazione radiale e
> 2d I(l+1)
st -5~ +k|R= hk; = [2m(E + U,)]"/?
r<p (dr2+rdr 3 + k; 2m(E +U,)]
> 2d I(l+1)
St - k| R = hk = (2mE)'/?
r>p <dr2+rdr 2 + R=0 (2mE)
La soluzione per r < p che soddisfa la condizione lim,_orR(r) = 0 ¢ del tipo

Ri(r) = A;51(k;r), e la soluzione per r > p ¢ del tipo R;(r) = Aj(kr) + Bny(kr) con
i coefficienti A e B reali. La condizione di continuita della soluzione e della derivata
per r = p definisce i valori dei coefficienti

A; gilkip) = A 5i(kp) + B ny(kp)

dj dj d
kA (D) =ka (YY) sk (22
dr ), dr ), dr |,
ip P p

Si ottengono delle equazioni trascendentali che vanno risolte numericamente.

Nel caso di stati legati, —U, < E < 0, la soluzione per r > p ¢ di tipo espo-
nenziale: contiene le potenze delle funzioni e™*", e**" e solo le prime soddisfano
I’andamento asintotico per r — oo.

Nel caso E > 0, scattering, I’andamento asintotico e
sin(kr — Ir/2) cos(kr — Im/2)

/}71”I>I>1l u(r) = A kr +5 kr -
1A B

_ AL ke - —ikr =\ ikr ol —ikr)
—ri< (—i)" ™ + d'e )+2kr(( i) e tide )
i(A—1iB) ([ _u , A+iB k)
— ikr _ (4 ikr

ohr (e U AT

Osserviamo che

e per B =0 (p — o0) la funzione radiale ha solo la componente j;(kr) e la
soluzione asintotica € un’onda piana,

e il rapporto tra 'ampiezza dell’onda sferica uscente dal centro del potenziale e
quella dell’onda sferica entrante ha modulo unitario e si puo scrivere come un
fattore di fase che dipende dal valore di [

A+1iB A+1iB , B
+ - + — = % = — = tand;
A—1iB A—1iB A

e 'onda sferica uscente risulta sfasata di 20; rispetto a quella entrante,

=1

e 'andamento asintotico della soluzione e

— 2
lim Ry (k) = s€ (kr—Ir/2+ )
kr>l kr
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4.9.6 Potenziale armonico

Per un oscillatore armonico isotropo la costante di richiamo non dipende dalla di-
rezione e possiamo esprimere la hamiltoniana

9 0 2 2
D kr p;  kr:
H=—+—=H,+H,+H, H =L+
2m+ 2 tHy J 2m+ 2

Ciascun operatore H; ha autostati di un oscillatore armonico unidimensionale (ap-
pendice 7) e questi sono tra loro indipendenti. Definiamo gli operatori di creazione
e distruzione dei modi di vibrazione unidimensionali

aj = X;j +ib aj = X; — 1P [} ar] = G
. 1
N; = afa; Nj|n;) = njln;) Hj=Nj+35

Con gli autostati |n;) dei modi di vibrazione unidimensionali possiamo costruire gli
autostati dell’oscillatore nello spazio che hanno autovalori

N|nz ny TLZ> :n|nx ny nz> n:nz+ny+nz
3
H|n, n, n.) = Eu|n, n, n,) E, = (n + 2) B

Gli autovalori FE,, dipendono solo dal numero quantico n e hanno degenerazione

(n+2)! (n+1)(n+2)
n!2 2

L’operatore momento angolare commuta con la hamiltoniana e ha gli stessi autostati
con autovalori

2 2
L?ng, ny n,) = (1 + 1)|n, ny n.) L.Ing ny, n,) = hm|n, n, n,)
Le componenti del momento angolare si possono esprimere in funzione degli operatori
ot
aj, a;
+aq —at + -
Uy + 0z Gy — Qy Ay + Gy Ay — Gy
2 21 2 21

Yy x

L, =yp, —xp, = 2h ( ) == ili(aza; — a,al)

y)

y iy

L, =ih(a,af —a.a L, = ih(a.a} — a.a]

z

Avendo scelto la componente L, diagonale conviene usare come coordinate nel piano
x-y le combinazioni x + iy e definire gli operatori di creazione e distruzione dei modi
di rotazione

_. + .+
0, = & gt o da Ty N, = ata,
= + = =ay
V2 V2
) .4
az +ta a, —1ia
a = ———"¥ at =2 Y N_=ata_

V2 - V2
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Gli operatori N, e N_ commutano con la hamiltoniana e hanno gli stessi autostati
Nilng ny n,) = nilng ny n,), N_|ngy ny n,) =n_|n, ny n,)

ay +ia; —ia 1
N, = ( ;( v) _ 3 (a:ax +i(aza, —ayay) +a ay>
(af —ia))(a, +ia,) 1 ,
N_ = ; vl — 3 (a:ax —i(aza, —ayay) +a ay)
OVVero
1 1
N+:§(Nx+Ny+Lz/h) N_Zi(Nx—i-Ny—Lz/h)
Ny+N_=N,+N,=N—-N, N,—N_=1L,/h
e otteniamo le relazioni tra gli autovalori ny +n_=n—-—n, ny+n_=m da cui

osserviamo che i valori minimo e massimo di m corrispondono a —n e +n.

Per stabilire la corrispondenza tra gli autostati |n, n, n,) e gli autostati |n I m)
osserviamo che gli operatori a; e aj si invertono per trasformazione di parita e quindi
cambiano la parita degli stati. Per lo stato vuoto |0 0 0) abbiamon =1=m =0
e parita positiva. Gli stati con n =1, |n, n, n,) = (00 1), |01 0), |1 0 0), hanno
paritd negativa, etc. Poiché la parita di uno stato ¢ (—1)!, gli autovalori di [ sono
pari per n = par: e dispari per n = dispari e assumono i valori positivi

l=...(n—4), (n—=2), n

con degenerazione 20 + 1. Gli autovalori dei primi stati sono elencati nella tabella

stato 2l+1 > 2(21+1) E
1s 1 2 3hw/2
Iy 3 g Bhio /2

S
8

S
<

n, ny n_ m I
0 O
0 1
-101
+1 1
0 O
202
+2 2
0 2
-102
+1 2
1
1
1
3
3
3
3
3
3
3

e

2s 1 10 Thw/2
1d 5 20

0
-1
+1
0
-1
-2
+1
+2
-3
+3

2p 3 26 9hw/2

1f 7 40

N R N~ OO, WODOoOOoORFFNOOFOONO
N OONFMFEFOWOIFOFONOORFEOO
SO R NFEFNFOOWRFRFEFOOONOOH

WOMNF OO FNREFEOFOFDNOOIMFEOOICO
S W OO NN P RFPFNOOHFRFONO O OIO
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4.9.7 Potenziale coulombiano

L’energia potenziale di una particella di carica elettrica —e nel campo prodotto da
una carica puntiforme di carica Ze e
Ze? Zahce
U(r)=— =—

4me, T r

L’equazione radiale e

B2 (d2 2d R U(1+1) Zah
(2 (& 20y ULy 200) g,

om \dr " rdr) 2m 12

Consideriamo gli stati legati, £ < 0. Nel modello atomico di Bohr, il raggio
dell’orbita e I’energia dello stato fondamentale sono

a 1 he a’mc?
o= = — E,= Z7?Eg, = —2*
" 7 7 amc? Ry 2
Con le variabili adimensionali
(EO)1/2 (2m|E|)'/? 7 2r
v=|— r=-—>2r = ——
E h vV a,

I’equazione radiale diventa

& 2d I(l+1 1
( +—(+)+V—>R:0

dz? ' zdx 2 x 4

Consideriamo il comportamento della soluzione per x — 0 e per x — o0

e Per v — o0

d*R R
el : — —z/2
PR 0 lim R(z)=e
Ponendo R(z) = e~/? S(z)
R = (S/ o 5/2) 671/2 R = (S” _ g + 5/4) efx/Z

la funzione S(z) soddisfa I'equazione

5”+(i—1)s’—<l(l+1)—”_1>5:o

x? x
e Per z — 0 la funzione ha andamento S(x) = z!T(z) con lim, .o7T(z) =
costante
S =o' + 1277 S" = ' 4 27 4 1(1 - )2 2T

la funzione T'(z) soddisfa I’equazione

cT"+21l+1)—2)T"+v—-1-1)T=0
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L’andamento per x — 0 della funzione & soddisfatto da un polinomio T'(x) = ¥, apx®

con
T =Y kapa"! T" =3 k(k — 1)agz"?
k k

e i coefficienti a; soddisfano ’equazione

SRk =1)+20+1) ap "2+ (v —1—1—k) ar 2" =0

S+ 1)k +20+1)) agyr + (v —1—1— k) ap] 2" =0
k

Perché I'equazione sia soddisfatta i termini si devono annullare a ciascun ordine e

otteniamo la relazione
k+l+1—-v

k+1)(k+ 20+ 2

Perché la serie sia finita deve esistere un valore di k per cui agyq = 0, cioe k = v—[—1.
Quindi otteniamo le condizioni sul parametro v

Ap41 = Ak (

e U & un numero intero;

o v >[4 1.
v e il numero quantico principale n: n =v =1, 2, 3, ... Gli autovalori di energia
dipendono solo dal numero quantico principale
E, 72 a’mc?
En = —— = ——
n? n? 2

Gli autostati sono degeneri con molteplicita 214 1; 2(2[+1) se consideriamo particelle
con spin 1/2. La tabella mostra gli stati e la loro molteplicita per valori crescenti
di energia come sono effetivamente osservati. La degenerazione degli stati ¢ rimossa
dall’interazione tra lo spin e il momento angolare orbitale e gli autovalori di energia
sono leggermente modificati (struttura fine). L’ultima colonna riporta il simbolo
dell’elemento con Z = > 2(2 + 1).

n | stato E/E, 2l4+1 > 2(21+1)

1 0 1s 1 1 2 He
2 0 2s 1/4 1 4 Be
2 1 2 1/4 3 10 Ne
3 0 3 1/9 1 12 Mg
3 1 3p 1/9 3 18 Ar
40 48 1/16 1 20 Ca
3 2 3d 1/9 ) 30 Zn
4 1 4p 1/16 3 36 Kr
5 0 bs 1/25 1 38 Sr
4 2 44 1/16 5 48 cd
5> 1 5p 1/16 3 54 Xe
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I polinomi T'(z) che soddisfano le relazioni dei coefficienti aj sono i polinomi di
Laguerre, Li(x)
0 x dp p,—T q q dq 0
Lp(x) =e¥ — 2Pe Lp(:c) =(-1) o Lp+q(1:)

dxP
che sono le soluzioni dell’equazione differenziale

d—2+(1+ - )i+ Li(z) =0
T A C=%) qp TP =

e che hanno le relazioni di ortonormalita

[(p+q)1?

/O e x? L (v) Li(z) dov = o

510’10

Ly=1 L{=1-2 L}=2-4z+2? LY =6 — 18z + 92% — 23

Li=1 Li=4-2r L[i=18-187r+32%> L} =96— 144x + 4822 — 423

L3=2 L[3=18—6x L3=144—96x+ 122> L3 = 1200 — 1200z + 600z* — 2023

L} = L3 =96 —24x L3 = 1200 — 600z + 6022
L{=24 L{=600-120x
Ly =120

Le autofunzioni radiali contengono i polinomi Lb(z) con ¢ =20+ 1, p=n—1-1
Rnl(w) = an 671/2 xl Liljllfl(x)
e i fattori N, sono definiti dalla condizione di normalizzazione [ [R,;(r)]* r? dr =1
22\ (((n—1—-1)\"
an == <> (n )
na, 2n [(n+1)!)3

Le prime autofunzioni radiali sono

1 /22\%? 27r 2 [Zr\?
Y 1—- 222 I —Zr/3a0
Hao \/5(3610) ( 3a0+27<a0>>6

3/2
po=2 (22 (112
9 3a0 ao 6 aO
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3/2 2
Ram L (22Y (2 e
27v/5 \3a, ay

Le autofunzioni del potenziale coulombiano sono

22r

na,

l
wnlm(r, (9, ¢) = an G_ZT/naO ( ) Lilj_ll—l(2zr/nao) Y2m<9> ¢)

Solo le autofunzioni con { = 0 hanno un valore non nullo nella regione del nucleo
r~0.

4.10 Simmetrie unitarie

Le simmetrie unitarie sono una generalizzazione delle rotazioni (appendice 777).
Consideriamo la spazio vettoriale complesso a n dimensioni, e in questo spazio n
vettori linearmente indipendenti |¢,,) che formano una base. Il generico vettore |¢)
si puo esprimere come combinazione dei vettori di base con a,, numeri complessi

) = an [Pn)

Consideriamo una trasformazione tra due stati, [¢)') = U|v), che conservi la densita
di probabilita. Questa trasformazione e unitaria

W) =@UTUW) =@ = UU=1

Nello spazio a n dimensioni 'operatore U si puo rappresentare come una matrice
quadrata unitaria n X n. Il determinante della matrice ha modulo uno

det[UTU] = 1 = det[U™] det[U] = (det[U])* det[U] = | det[U] |?

e quindi si puo esprimere det[U] = €' con o numero reale.
L’insieme delle matrici unitarie n x n formano un gruppo, soddisfano cioe le
seguenti condizioni

e il prodotto di due matrici unitarie, U;Us,, € una matrice unitaria, cioe¢ appar-
tiene al gruppo

(U U)" (UhUs) = Uy U UU, = 1
e la matrice identita appartiene al gruppo
e la matrice inversa U1 di una matrice unitaria appartiene al gruppo

e le matrici del gruppo soddisfano la proprieta associativa

U1 (UQUg) = (UIUQ) U3
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Il gruppo delle trasformazioni unitarie nello spazio a n dimensioni e il gruppo uni-
tario U(n). Se un sistema ¢ invariante per le trasformazioni del gruppo U(n) la
hamiltoniana che descrive il sistema e invariante per le trasformazioni

H — H' H =UHU*

Consideriamo la trasformazione U = €U, , con ¢ numero reale, tale che Uy sia una
trasformazione unimodulare cioé con det[Us] = +1. Se la hamiltoniana ¢ invariante
per la trasformazione e®He ", che corrisponde alla conservazione di un numero
quantico additivo (ad esempio la carica elettrica oppure il numero barionico), allora
possiamo considerare invece delle trasformazioni U le corrispondenti trasformazioni
unimodulari Us. Il gruppo delle trasformazioni unitarie unimodulari nello spazio a
n dimensioni & il gruppo speciale unitario SU(n).
Le trasformazioni del gruppo SU(n) si possono scrivere

U = ei Ekak G

con oy numeri reali e G, operatori hermitiani detti generatori della trasformazione.
Nello spazio a n dimensioni i generatori si possono rappresentare come matrici n xn
che hanno le seguenti proprieta

e il numero di generatori, I’ordine del gruppo di simmetria, ¢ n* — 1

e tra questi ci sono r = n — 1 generatori che commutano e che si possono
rappresentare con matrici n X n diagonali, r € chiamato il rango del gruppo di
simmetria

e i generatori sono rappresentati da matrici n X n a traccia nulla

det {ei 2 Ok G’“} = Hdet [eiakc’“} =1 = det {em’“Gk] — etor Tr(Gy] — 1
k

e il commutatore di due generatori ¢ anch’esso, a parte un fattore, un generatore
della simmetria e le proprieta del gruppo di simmetria sono definite dalle
relazioni di commutazione tra generatori

G, Gr) = g Gi

con i parametri g;p detti costanti di struttura del gruppo di simmetria che
soddisfano le relazioni

Gkl = —Yjkl

> (gjkt Gimn + Gromt Gijn + Gmjt Gien) = 0
1

La seconda relazione e conseguenza della identita di Jacobi che si ottiene ruotando
su tre indici

G}, Gi], Gin] + [[Gr, Gil, Gj] + [[Gm, Gi], GE] = 0
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tenendo conto delle relazioni di commutazione e del fatto che i generatori sono
linearmente indipendenti

G, Gi], G Zg]kl G, G Zgjkl Gimn Gn

> (91 Gump Gp + Gkt Gijq G + Gmjt Guer Gr) =0
]

4.10.1 SU(2)

Nello spazio vettoriale a due dimensioni in cui scegliamo come vettori di base u =

Jup), d = |down)
<) =)

ci sono 22 — 1 = 3 generatori e il rango del gruppo di simmetria ¢ r =2 —1 = 1, cio¢
uno dei generatori ¢ diagonale. Nella rappresentazione con G3 diagonale i generatori
sono le matrici di Pauli

1/0 1 1/0 —i 1/1 0
G1_2<1 0) G2_2<i 0) G3_2<0—1>

che soddisfano le relazioni di commutazione [G;, Gi] =i € Gi, dove € ¢ il tensore
completamente antisimmetrico

€123 = €231 = €312 = +1 €321 = €213 = €132 = —1

[ generatori Gy, G, G3, costituiscono la rappresentazione fondamentale di SU(2)
in due dimensioni cioe del gruppo di rotazioni di isospin 1/2. Esiste un generatore
diagonale, (G35, che rappresenta una componente dell’isospin, oltre al modulo quadro
dell’isospin che ¢ proporzionale alla matrice identita 2 x 2, 3, G% = (3/4) L

Analogamente, nella rappresentazione in pitu dimensioni. Ad esempio, in tre
dimensioni SU(2) ¢ il gruppo di rotazioni di isospin 1. Le tre matrici 3 x 3 che
soddisfano le relazioni di commutazione sono (appendice 7)

1 010 1 0 —¢ O 1 0 0
Gi=—7%=]|1 01 Go=—74|1 0 —i Gs=1020 0
V2 010 V2 0 ¢« O 00 -1

Esiste un generatore diagonale, Gi3, oltre al modulo quadro dell’isospin, >°, G3 = 21,
proporzionale alla matrice identita 3 x 3.

Gli autostati si ottengono come combinazione di due stati di isospin 1/2 utiliz-
zando 1 coefficienti di Clebsch-Gordan (appendice 777). Ci sono quattro possibili
combinazioni e si ottengono quattro autostati, un tripletto di isospin 1, simmetrico
rispetto allo scambio u <« d,

ud + du

1,+1) = uu 1,0) =
1, +1) 1,0) 7

1,-1) = dd
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e un singoletto, antisimmetrico
ud — du
V2

La decomposizione in multipletti costituisce la rappresentazione non riducibile
di SU(2) che si esprime in modo simbolico 2@ 2 = 3@ 1 e si rappresenta in modo
grafico come illustrato in Fig.4.15 : si sovrappone il primo doppietto g5 = £1/2 al
secondo sfalsato rispettivamente di -1 e +1.

|070> =

®

-1/2 +1/2 -12 +1/2 -1 0 +1

G=1

Figure 4.15: Costruzione grafica della combinazione di due isospin 1/2

4.10.2 SU(3)

Nello spazio vettoriale a tre dimensioni in cui scegliamo come vettori di base

1 0 0
0 0 1

ci sono 32 — 1 = 8 generatori. Il rango del gruppo di simmetria ¢ r =3 —1=2e¢
quindi ci sono due generatori diagonali. Nella rappresentazione in cui G3 e Gg sono
diagonali i generatori sono le matrici di Gell-Mann

(010 (0 =i 0 (100

G1:§1 0 G2:§ i 0 0 G3:§ 0 -1 0

00 0 00 0 0 0 0
(001 (00 —i
Gi=5| 000 Gs=5] 00 0
100 i 0 0

L(0 00 (00 0 L (100

Ge==|001 G-=-|0 0 —i Gi=——| 01 0

2\ o1 0 2\ 0 i 0 23\ o 0 o

I prime sette generatori sono costruiti con le matrici di Pauli e Gg ¢ definito delle
relazioni di commutazione, [G;, G| = ¢ v G;. Le costanti di struttura di SU(3)
sono

Y23 = 1 Y147 = Y165 = V246 = Yo7 = V345 = Var6 = 1/2 Yas8 = Vo8 = \/5/2
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La somma dei quadrati dei generatori ¢ proporzionale alla matrice identita 3 x 3,
Sk G2 = (4/3) 1. Gli autovalori dei generatori diagonali sono

gs = 2a 27 gs = 2\/§a 2\/3) \/§

4.10.3 Stati coniugati

Supponiamo che la trasformazione di coniugazione C', C|¢)) = [¢)*, commuti con la
hamiltoniana che descrive il sistema di modo che gli stati |¢))* siano anch’essi stati
del sistema. Se U ¢ una trasformazione unitaria unimodulare con generatori Gy, i
generatori della trasformazione U* sono gli operatori Gy = —G,

|¢/>* _ U*|¢>* U* = e—i ZkO‘ZGZ _ ei Zkak(fG;;) _ ei Zkakék

Se rappresentiamo i generatori con matrici hermitiane n x n, Gj sono le matrici

trasposte -
Gl = -G " = -G

e per i generatori diagonali si ha G, = —Gj. Quindi gli autovalori degli stati
coniugati sono uguali a quelli degli stati di partenza con il segno cambiato.

Nel caso di SU(2) e semplice trovare una trasformazione per passare dalla rap-
presentazione 2 alla rappresentazione 2: questa & una rotazione di 7 nello spazio
dell’isospin. Per una rotazione si ha

R(0) =e % =3 ( ::'9) Gy = cosf/2 ( (1) ? > —isinf/2 ( 0 _OZ )

1
n

(0 -1 . (01
we(V3) ()

I generatori della simmetria degli stati coniugati, Gy = R,GyR;, sono G, = -Gy,
Gy = G, G3 = —(Gj5 e gli autostati sono

u=Ru=d d=R,d=—u

che hanno autovalori di G3: g3(u) = —1/2, g3(d) = +1/2.
Combinando un doppietto di 2 con uno di 2 si ottiene di nuovo un tripletto, ora
antisimmetrico, e un singoletto simmetrico, 2®2 =3 @1

ut — dd
V2

ui + dd
V2

Nel caso di SU(3) non esiste una semplice trasformazione Gy — Gj. 1 generatori
della simmetria degli stati coniugati sono G7 = —Gy, Gy = Gg, G3 = —G3, G4 =

11, +1) = —ud  [1,0) = 11, —1) = du

0,0) =
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—Gy, G5 = G5, Gg = —Gg, Gr = Gy, Gs = —Gg_. Gli autovalori dei generatori
diagonali G3 e Gy corrispondenti agli autostati (u, d, 5) sono rispettivamente

_<_1.+1.0> _<_1._1.+1>
g3 = 9 ) 9 ) gs = 2\/3 ) 2\/§ ) \/§
4.11 L’interazione elettromagnetica

4.11.1 Hamiltoniana di interazione

Per descrivere l'interazione tra particelle e campo elettromagnetico € opportuno
usare il formalismo invariante per trasformazioni di Lorentz. L’approssimazione
non relativistica € comunque adeguata per descrivere gran parte dei fenomeni in
fisica atomica e fisica nucleare.

Il principio di minima azione richiede che le equazioni che descrivono 1’evoluzione
del sistema nel tempo si ottengono minimizzando l'integrale [,, Ldt. Il principio di
relativita richiede che questo avvenga in ogni riferimento inerziale. L’intervallo di
tempo proprio, dt, = dt/v, & invariante. Quindi una lagrangiana espressa in termini
di invarianti e proporzionale a y~! assicura che sia rispettato il principio di relativita.

La lagrangiana funzione della massa, velocita, carica della particella e del campo
elettromagnetico si puo esprimere

mce*+qU- A
Y

Le componenti del momento coniugato sono

L 2 -
oL __ 0 (mc—qﬂA—iqu):m'yvi—l—in
g

L(m,z;, ;) = U=(yi,y¢) A=(AV/c)

Di
La hamiltoniana ¢
H:ﬁ-U—L:mCQ/v—I—ﬁ- (ﬁ—qﬁ)—l—q\/

La velocita in funzione del momento coniugato e

(my1)* = (5 — qA)? (mye)® = (me)® + (5 — g A)?
G p—qA 7:\/(7710)”(5—611‘?)2
Vimey? + (7 - gA)? me

Sostituendo i valori di v e v si ottiene la hamiltoniana

H = ¢\/(me)? + (5 — qA)? + qV
Se H; e py sono la hamiltoniana e 'impulso della particella libera, la hamiltoniana
della particella in interazione col campo elettromagnetico si ottiene con la trasfor-

mazione
pe— p—qA Hy— H—qV
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dove A e V sono definiti a meno di una trasformazione di gauge. In approssimazione
non relativistica p < me, gA < mec, si ha

5 aA)2 2 L 2 A2
M+qV:mc2+p——gA-p+qV+
2m m 2m

H = mc?
mes 2m

che rappresentano ’energia di riposo, I’energia cinetica e I’energia di interazione tra
una particella di massa m e carica elettrica ¢ e il campo elettromagnetico.

4.11.2 Quantizzazione del campo

In meccanica quantistica la hamiltoniana e espressa in termini di operatori. L’operatore
impulso e —ihV. L’operatore campo elettromagnetico viene definito in termini di
operatori di creazione e distruzione degli autostati che sono i modi normali di vi-
brazione del campo.

In assenza di cariche I’equazione del potenziale vettore e I’equazione di d’Alembert.
La soluzione si puo esprimere come serie di Fourier. La dipendenza dalle coordinate
spaziali ¢ definita in un volume V' dalle funzioni

V12 gs(/g> eiE-f’

dove éS(E) sono versori di polarizzazione ortogonali tra loro e ortogonali al vettore
k, (s =1,2). I modi normali di vibrazione sono definiti dalle condizione

kpy=—mn,... L,L,L,=V n=20,1,2...

La soluzione per il campo, a meno di un fattore di normalizzazione, &

A7) = S e (k) [ag(F.4)e™ + at(k,t)e ]
E S

L’ampiezza aS(E, t) soddisfa 1’equazione dell’oscillatore armonico

0? - - 7
pre] as(k,t) +wi as(k,t) =0 wi = clk|

In analogia con l'oscillatore armonico quantistico consideriamo le ampiezze come
operatori di creazione e distruzione dei modi normali di vibrazione del campo carat-
terizzati da impulso hk e energia hiw;

aln) = n'?n — 1) at|n) = (n+1)"%n + 1) la,at] =1
L’operatore campo elettromagnetico ¢ I'operatore vettoriale

A1) = A S e(k) [as(R)e 0 4 af (k)emiFren]
E S

385



dove A & un fattore di normalizzazione.

Gli autostati |n, s, lZ) sono caratterizzati da n fotoni con polarizzazione €4, im-
pulso hk e energia hwy = hck. L’operatore as(E) assorbe un fotone e 'operatore
aj(E) emette un fotone con le regole di commutazione [as(E), a;C(E’)] = 05 50k . Gl
operatori vettoriali campo elettrico e campo magnetico sono

oA

E=—2r = AR iwn &(R) [a (R — af (R )]
E S

I moduli quadri dei valori di aspettazione per stati di n fotoni sono
|(n| E|n)|? = 2nw? A [(n| B|n)|?* = 2nk?A>

Il fattore di normalizzazione ¢ definito dal valore dell’energia del campo nel volume
di normalizzazione V/

1/2
0 = V(B + 18P ) = nVer(? + @A = nho A= (1)
2 2Ve,w

4.12 Legge di decadimento

La probabilita di decadimento di un sistema nell’intervallo di tempo infinitesimo dt
e definita dalla costante di decadimento, X\, che ha le dimensioni dell’inverso di un
tempo ed ¢ una grandezza caratteristica del sistema e dell’interazione che produce

il decadimento
dP = )\ dt

Se si hanno N sistemi identici, se il numero N e sufficientemente grande da poterlo
considerare come una variabile continua e se i decadimenti sono indipendenti, la
variazione del numero N per effetto del decadimento e

—dN =\ N dt
Integrando I’equazione con la condizione N (¢t = 0) = N, si ha la legge di decadimento
N(t)= N, e !

Il numero di sistemi sopravvissuti al tempo t e caratterizzato dalla funzione di dis-
tribuzione

Fl8) = A et /Oof(t) dt = 1
0
11 valor medio della distribuzione ¢ la vita media di decadimento
00 1
¢:<t>=/ Ne Mt dt =<
0 A
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Il decadimento € un fenomeno statistico casuale che non trova spiegazione nella
meccanica classica deterministica. In meccanica quantistica un sistema e descritto
dagli autostati definiti ad un certo istante, ¢ = 0, e dalla loro evoluzione temporale.
Se Ej, sono gli autovalori di energia, e il sistema si trova al tempo ¢ = 0 nello stato
stazionario |1;), con autovalore Ej,, 'autostato al tempo ¢

;) = [1hjo) e Fit/h

conserva la densita di probabilita: (1;(t)]1;(t)) = (¥j0]1)j0), cioe il sistema & stabile.
Se il sistema ¢ soggetto ad una interazione dipendente dal tempo descritta dalla
hamiltoniana H; I'autovalore di energia viene modificato dall’interazione

‘k’HIU |2 25
E; — E; + (j|H;|5) +27 im > (k| Hil7)? 0(Ey — E;) +...
k#j By — Ej k#j

e lo stato non e piu stazionario per effetto del fattore immaginario nell’evoluzione
temporale. La grandezza

Ly =2m) [(k[Hj)* 6(Ex — Ej)
=

¢ chiamata larghezza di decadimento. L’evoluzione temporale dello stato diventa

1065(1)) = i) "Bt/ ¢~ Tst/20

e la densita di probabilita decresce in modo esponenziale nel tempo

(s (O3 () = (Doltio) €™1/"

La larghezza di decadimento rappresenta l'incertezza con cui ¢ nota l’energia dello
stato |1;) non stazionario ed e legata alla vita media dello stato dalla relazione di
indeterminazione

I'r=nh
Per ottenere la funzione di distribuzione dell’energia attorno al valor medio F; con-
sideriamo la trasformata di Fourier dell’evoluzione temporale dello stato [¢;)
E—-FE;+i/2

V(E) = & [ @Bty = i [ 1o eWMEEHTI gt — s,

La probabilita che il sistema abbia energia F e

hQ
(B — Ej)* + (I'/2)?

P(E) = [X(E)]* = &2 [ol”

dove la costante x ¢ definita dalla condizione di normalizzazione [ P(E)dE =1

1 I/2
™ (E— Ej?+(0/2)?

P(E) =
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Quindi uno stato instabile che ha vita media 7 ha una distribuzione in energia
attorno al valore E; che ¢ una funzione lorentziana con larghezza a meta altezza
pari a I'.

Se il sistema decade nello stato |¢f) per effetto della hamiltoniana di interazione
Hj, lalargezza di decadimento, al primo ordine dello sviluppo perturbativo, si calcola
con la regola d’oro di Fermi (appendice 777)

Uiy =2m [(ss| Hy |4;)° p(Ey)

Il sistema puo decadere in pil stati: in questo caso il decadimento |1);) — [iy) €
caratterizzato dalla larghezza parziale di decadimento T'y. La larghezza (totale) &
la somma delle larghezze parziali (la probabilita di decadimento ¢ la somma delle
probabilita dei diversi canali di decadimento) e la vita media dello stato |1);) &

" _royr
k

T

I1 rapporto I'y/T" € chiamato frazione di decadimento o branching ratio

r
BR, =2 S BRy =1
r k

4.13 Probabilita di transizione

Consideriano un sistema descritto dalla hamiltoniana H, indipendente dal tempo.
L’evoluzione temporale del sistema sistema si esprime

’wo(ﬁ t)> = Z Qp, |un(7?)> e*iEnt/h

n

dove u,(7) € un insieme completo di autostati stazionari di H,, (U |t,) = Omn, con
autovalori F,. Se il sistema e soggetto ad una interazione descritta dalla hamiltoni-
ana dipendente dal tempo H/(t), la soluzione dell’equazione del moto

ih gt (7, 1)) = [Hy + Hi(8)] [0(7 )

si puo approssimare con il metodo delle perturbazioni dipendenti dal tempo. Con-
sideriamo una soluzione sovrapposizione degli autostati della hamiltoniana imper-
turbata con coefficienti dipendenti dal tempo a,(t) che soddisfano la relazione di
normalizzazione 3,|a, (t)|? = 1

W7 1) =3 an(t) Jun (7)) e Bt/

n

an,(t) & Pampiezza dell’autostato |u,,) al tempo ¢. Introducendo questa soluzione
nell’equazione del moto

iR ay ug) e tEnt/h 4 > an |uy) E, et/ —
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= Zan H, |uy,) et/ 4 Zan Hy |uy,) e~ Ent/h
n n
e calcolando il prodotto scalare tra due stati

i (| )e N =5y (uy,| Hy [uy) et
n n

si ottiene l'equazione che descrive I'evoluzione dei coefficienti a,,(t)
ik am(t) =Y an(t) (um| Hr |un) g (Em—En)t/R
n
Supponiamo che la hamiltoniana di interazione sia spenta per t < 0, che all’istante
t = 0 il sistema si trovi nell’autostato |u;), a,(0) = d;,,, e che per ¢t > 0 l'azione

della hamiltoniana H;(t) possa considerarsi come una perturbazione, cio¢ che per gli
elementi di matrice si possa approssimare

HP™ (8) = Cun| Hi () [um) < (un| Holtm)

in un intervallo di tempo At sufficiente a permettere al sistema di evolvere nello
stato finale considerato. Sviluppando in serie i coefficienti a,(t) per n # j

i
an(t) = an(0) + an(0) t 4 ... = a,(0) — - > a(0) H" t+ ...
k
le ampiezze soddisfano 1’equazione differenziale

ih am(t) =3 |an(0) — %Zak(o) HEn | gt
k

n

— Zan(o) H}zm ezwnmt _ ﬁ Zak(o) H}cn H}zm ezwnmt t4 .. =
n nk
— Z (sjn H}lm eiwnmt o %Z 5jk H}m H}zm eiwnmt t4+ ... =
n nk
= H"™ ot — 23T HP Hp e

che ha la soluzione approssimata
it'm’vt’/ Lot jn iwnmt' 1) g1/
() :—ﬁ/ Him™ et g +?/ SO H HIT ety dt

Il primo termine dello sviluppo in serie e

jm
HI

hwjm

. Hi™ 4
(1 — ety = —L_ 9 ¢™imt/2gin ;. t/2

m(t) = =
an(t) o
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dove HJ™ ¢ il valor medio dell’elemento di matrice nell'intervallo di tempo 0 +¢. La
probabilita di trovare il sistema nello stato |u,,) al tempo ¢ &

2 sin?(E,, — E;)t/2h

Pjm(t) = |am(t)[* = 4 |H}m (B, — E;)?
m J

La probabilita di transizione dallo stato iniziale |u;) ad un qualunque stato finale

|us) si ottiene sommando sugli stati finali accessibile al sistema

(E; — E)t/2h
(Ef — E;)?

in 2
ifio SIN
Piy(t) =43 |H]?
f

Se si ha una distribuzione continua di stati con densita di energia p(Es) = dn/dEy,
la somma diventa un integrale sull’energia dello stato finale F

Pstt) = g [V SR ) ary

La funzione sin®wt/w? & oscillante con valori rapidamente decrescenti, cioe il con-
tributo all’integrale e limitato ad un intervallo di energia attorno a F; in cui AE t ~
27h. Se facciamo una osservazione del sistema dopo un tempo ¢t > 27h/AE ~
(4 1071 eV/AE) secondi, otteniamo

27 i
Pty S5t [ Y 0(By - E2) plEy) dEy

La probabilita di transizione nell’unita di tempo dallo stato iniziale |i) allo stato finale
| f), calcolalata al primo ordine dello sviluppo perturbativo in meccanica quantistica
non relativistica ¢ data dalla relazione

(fI Hy i) p(Ey

. 27
Py =1

nota comunemente come regola d’oro di Fermi.

4.14 Densita dello spazio delle fasi

Nell’appendice 777 abbiamo derivato la probabilita di transizione nell’unita di tempo
che dipende dal numero di stati finali per intervallo unitario di energia. Il numero
di stati di un sistema & definito nello spazio delle fasi delle variabili coniugate (7, p).
Il principio di indeterminazione stabilisce la condizione per cui si possano definire
simultaneamente due variabili coniugate

Ax Ap, > h
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per cui il numero di stati di un sistema in una dimensione e il rapporto tra il volume
dello spazio delle fasi accessibile al sistema e la dimensione della cella elementare

dx dp,
AxAp,

Per definire il fattore AzAp, consideriamo il moto di una particella in una dimen-
sione e le autofunzioni normalizzate su una distanza L

1
¢n<$) = m €

ipnx/h

La condizione al contorno
Yp(x) = Yp(z+ L) = pn = (27h/L)n

definisce gli autovalori degli stati stazionari e il numero di stati per intervallo unitario
nelle variabili coniugate

p L 2 dx dp,
A —_ ————— d p—
" 2mh " 2mh
Per un sistema in tre dimensioni si ha
5 dx dy dz dp, dp, dp, dr dp’
n = =
g (2rh)3 I 2rh)

dove il fattore g tiene conto della molteplicita di ciascuno stato dovuta a gradi di
liberta diversi dalle variabili coniugate, ad esempio i possibili stati di spin.

La regola d’oro di Fermi e usata di frequente per calcolare la costante di decadi-
mento oppure la sezione d’urto come funzioni di alcune particolari variabili. In
questo caso la densita degli stati si ottiene integrando d°n su tutte le altre variabili
e derivando rispetto all’energia totale

dn d
=" / d°
PE) =g =ag ] ®"

Esempio 1
Stati di una particella di massa m e spin 0 normalizzati in un volume V. Integrando
sulle variabili spaziali e esprimendo dp in coordinate polari

V. »dp
rhp U dE

p(E) dp dt = [ ] dp dS)

e in meccanica non relativistica, E = mc? + p?/2m, dE = pdp/m,




e in meccanica relativistica, E? = (mc?)? + (pc)?, EdE = pdpc?
%

p(E) = =

il caso precedente si ottiene nel limite p < me, E ~ mc?.
e per un fotone (F = pc = hr) con due stati di polarizzazione

oV E2 o,

Esempio 2

Per un sistema di due particelle, ad esempio la diffusione m, my — m mi, oppure il
decadimento M — mj mao, la conservazione dell’energia e dell’impulso costituisce un
vincolo per cui le variabili delle due particelle non sono indipendenti. Nel riferimento
del centro di massa P + pa = 0, p? = p3, pidp; = pa2dp;

e pc® . E1+E, ,

dE = dE{ + dFEy = — d = dpy = ——= d
1+ aLs 7, p1+E2 D2 BB, c” p1 apy

la densita degli stati in funzione delle variabile di una delle due particelle e

V. E\Es p
p(B) dp dl = o 5 A d

Nel limite F; < E, abbiamo il caso dell’esempio precedente.

Esempio 3

Per un sistema di tre particelle, E1+ Fs+ E3 = E, p1+ ps + p3 = 0, le variabili di
due particelle sono indipendenti e la densita dello spazio delle fasi in funzione delle
variabili di due particelle e

_dry dry dpy dps |

E)= /d* dp.
@) p3(E) p1 dps

d12 I
" (27h)S dE

Analogemte, per un sistema di n particelle la densita dello spazio delle fasi della
particella n—esima in funzione delle variabili delle particelle 1, 2,..., n—1¢

vl d

pn(E) = (2rh) D) E/dpl---dpnq

Introducendo esplicitamente nell’integrale il vincolo di conservazione di energia e
impulso

vl d

pn<E) = (27Th)3(n_l) ﬁ

/ 5% (S0f) 8 (SnEy — E) dpy ... dp,
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4.15 1l modello atomico di Thomas-Fermi

Il modello atomico di Thomas-Fermi e un modello statistico che descrive il sistema
costituito dal nucleo di carica +Ze e di N elettroni (V> 1) di carica —e confinati
in una regione di volume V' da un potenziale U (7). Il potenziale che agisce su un
elettrone ¢ il risultato dell’azione attrattiva del nucleo e di quella repulsiva degli altri
elettroni. Per atomi neutri N = Z. Per ioni positivi di carica ze si ha N = Z — z.
I potenziale U(r) soddisfa le seguenti ipotesi:

e ¢ a simmetria sferica con origine nel nucleo;
e U(r) — 0 per r — oo.

Il sistema ¢ trattato come un gas degenere di fermioni di spin 1/2. Il numero di

stati occupati e
dr dp’ 2V Ar
d*n= [ 2 - PN
/ "= )2 2rn)E T (2an)e 3 PP

dove pr e I'impulso di Fermi. La densita di elettroni e

N 1 3
P(T)—V—WPF

Poiché il sistema legato ed e in uno stato di equilibrio, il valore massimo dell’energia
totale di un elettrone non puo dipendere da r ed ¢ negativo nel volume V'

Jo— P L U®r) <0

2m
La funzione U B
r max
¢(r) = +
€ €
¢ legata alla densita dalla relazione
p(r) = [2me ¢(r)** ¢(r) >0 p(r)=0  o¢(r)<0

3m2h3

¢(r) si annulla sulla superficie che delimita il volume V' dove si ha U(r) = Eq..
Per un atomo neutro F,,,; = 0, per uno ione positivo E,,., < 0. La funzione ¢(r) &
il potenziale elettrostatico a meno di una costante e soddisfa I’equazione di Poisson

1 ré(r) = ep(r)

rodr? €

Vig(r) =

Dalle due relazioni precedenti si ottiene 1’equazione del potenziale

2 e me\>/?
o) = e () bt o(r) > 0

r dr? 3n2e, \ h2

con le condizioni al contorno
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e la densita di carica ¢ nulla all’esterno del volume V;

e il potenziale per » — 0 ¢ il potenziale coulombiano prodotto dalla carica del

nucleo;
1 d? Ze
S e o) =0 ¢(r)<0 lim o (r) e,

Possiamo esprimere ’equazione del potenziale in termini della variabile adimension-
ale x e della funzione adimensionale ®(x)

Ze

r=ax ro(r) = yroy d(x)
3/2
d2£ _ i 9213 71/2,5/2 me? P3/2 _ P3/2
dx? 3w dre,h? xl/2 xl/2

Il parametro a rappresenta la scala di estensione della densita di carica e del poten-
ziale. Ponendo f(Z) = 1, & definito dalla carica del nucleo e del raggio atomico di
Bohr (a, = 4me,h* me?):

2 1/3
a4 — (?gg) a, Z7 13 =0.885 a, Z~ /3

L’estensione spaziale della densita di elettroni nell’atomo diminuisce all’aumentare
della carica in modo proporzionale a ~ Z /3. La densita &

o(z) = -2 (@)3/2 O >0 pr) =0 <0

T 4mdd \z

Il potenziale soddisfa 1'equazione di Thomas-Ferm:
o P32
da?  z?

con le condizioni al contorno
d*®
dz?
Le condizioni sulla funzione ®(x) implicano che questa si annulli in un punto X
nell’intervallo 0 < x < oo. La distanza R = aX definisce il volume V in cui

p(r) # 0. 1 valori della funzione ® e della derivata ®’ nel punto x = X sono legati
dalla condizione di normalizzazione della densita, [ p(r)di = N

o >0

=0 d <0 ®(0) =1

X 7 /d\3? X X 20
/ p(r) dmridr = <> dra’rdr = Z/ 32 212 dx = Z/ — xdr =
% 0o 4ma® \z 0 0o dx?
N-—-Z
—Z [1® - By = Z [XP(X)+1]=N =  X¥X)= = = _%

L’andamento del potenziale ®(z) ¢ mostrato nella Fig.4.16 per atomi neutri e ioni
positivi
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[0} (X) neutral atom
o.8sr\ e positive ion b

0.6 h

5.0 6.0
Figure 4.16: Potenziale del modello di Thomas-Fermi

e per un atomo neutro, N = Z, la funzione e la derivata sono entrambe nulle nel
punto X e quindi risulta X = oo, cioe la densita di carica si annulla all’infinito;

e per uno ione di carica +ze si ha X®'(X) = —z/Z, il limite del volume
dell’atomo ¢ finito e la tangente ®'(X) interseca I’asse x = 0 nel punto +z/Z;

e [’equazione di Thomas-Fermi non ha soluzioni per ioni negativi.

Il modello statistico non e in grado di riprodurre I'andamento del potenziale del
singolo elettrone. Fornisce comunque informazioni sull’energia di ionizzazione media.
Il valor medio dell’energia cinetica degli elettroni e

PF p 8V, 3 pi 3
C d = —_ —_—— = -
N/ e PP T 5 9m " 5 eo(r)

Il valore medio dell’energia totale ¢ quindi

12 2 (X Ze2 Z H3/2
E)=——- ar = —— P Ara’xdr =
(E) N5 gb(r)p(r) " 5N Jo 4me,4mad  x3/? et

2 Z2 2
- P d
" 5N 4re,a / v

L’integrale non dipende dalla carica né dalle dimensioni dell’atomo. L’energia di
legame mediata su tutti gli elettroni ¢ proporzionale all’energia di legame dell’atomo
di idrogeno (e?/4me,a,) e, per N = Z, & proporzionale a Z4/3.

Queste considerazioni mettono in luce alcune differenze sostanziali tra i sistemi
atomici, in cui il potenziale e a distanza, e i sistemi nucleari in cui il potenziale e a
contatto:

e il raggio medio di un atomo con Z elettroni & proporzionale a Z~1/3;
e l'energia di legame media degli elettroni ¢ proporzionale a Z*/3;

e il raggio medio di un nucleo con A nucleoni & proporzionale a A'/3:;

I’energia di legame media dei nucleoni e costante.
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4.16 Equazioni quantistiche relativistiche

Richiamiamo brevemente le proprieta dell’equazione del moto di Schrodinger:

e |'equazione di evoluzione degli stati di un sistema

m7¢ H

e definita dall’operatore hamiltoniano che rappresenta 1’energia del sistema in
funzione delle variabili coniugate (7, p);

e l'energia e I'impulso sono rappresentati dagli operatori

0 . g
zhg p=—thV

e ¢li stati del sistema sono rappresentati dalla funzione d’onda (7, t);

e la densita di probabilita e la densita di corrente per una particella di massa m
soddisfano ’equazione di continuita

dp

p =1 J= g W Vi) — V") 5=V

Per una particella libera, H = (—ihﬁf /2m, 'equazione di Schrédinger non ¢ invari-
ante per trasformazioni di Lorentz. Cerchiamo di impostare un’equazione del moto
che conservi le proprieta dell’equazione di Schrodinger e che sia relativisticamente

invariante.

4.16.1 Equazione di Klein-Gordon

Il 4-vettore energia-impulso, P = (7, E/c) = (—ihV,ihd/dct), definisce un invari-
ante
P? = —p” + E?/c* = (mc)?

che possiamo utilizzare per impostare I'equazione del moto della particella libera
equazione di Klein-Gordon th v?— ] ¢ = (mc)* ¢
c

dove ¢(7,t) € una funzione scalare.

Nota: nel seguito usiamo la convenzione 7 = 1, ¢ = 1. Introducendo 'operatore
d’alembertiano A2 = —V?2 492 /Ot?, Iequazione di Klein-Gordon si esprime in modo
compatto

(A2 +m?) ¢=0

Questa equazione ha come soluzione una sovrapposizione di onde piane del tipo

o(F,t) = Ne'PT=E) = Ne~ipe
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dove N ¢ una costante di normalizzazione; p - x = X, 9,,PuTy; v = 1,2,3,4; g,
e il tensore metrico. Sostituendo la soluzione nell’equazione del moto si ottengono
autovalori dell’energia sia positivi che negativi: E = + [p?>+m?]"/2. Qui incontriamo
un serio problema poiché valori negativi dell’energia non corrispondono a stati di
una particella libera. Un secondo serio problema si incontra nella definizione della
densita di probabilita. Se consideriamo 'equazione di Klein-Gordon e 1’equazione
coniugata
(A2 +m?) ¢p=0 (A? +m?) ¢* =0

e moltiplichiamo la prima per ¢* e la seconda per ¢, otteniamo la relazione

NE RTINS

e possiamo verificare che esiste una equazione di continuita, dp/0t = ~V- ], sod-
disfatta dalle funzioni
. *8¢ 8¢* = NPTl = % —
p=ile" S —05) = INP2E = —i(¢"Ve - oVe") = [N[*2p

La densita di corrente ¢ definita come nel caso non relativistico, ma la densita di
probabilita dipende dalla variazione nel tempo della funzione d’onda. Inoltre la
densita di probabilita non & definita positiva.

La costante di normalizzazione viene fissata richiedendo che pdV sia invariante.
In una trasformazione di Lorentz il volume si contrae ~ v~! e quindi |N|*2EdV
¢ indipendente dal volume di normalizzazione. Nel seguito consideriamo la nor-
malizzazione in un volume unitario che corrisponde a normalizzare gli autostati
dell’equazione di Klein-Gordon con due particelle per unita di volume corrispon-
denti ai due autostati di energia.

L’equazione di Klein-Gordon ammette soluzioni con energia e densita di prob-
abilita negative e quindi non puo rappresentare l’equazione del moto di una par-
ticella con massa m # 0. Nel caso m = 0 si ha 'equazione di d’Alembert che
descrive il campo elettromagnetico e gli autovalori £ = +p rappresentano due stati
di propagazione del campo simmetrici per inversione della direzione del moto, o
simmetrici per inversione del tempo. Vedremo che la simmetria per inversione
temporale permette di interpretare le soluzioni a energia negativa dell’equazione
di Klein-Gordon come soluzioni a energia positiva che si propagano all’indietro nel
tempo.

4.16.2 Equazione di Dirac

Le difficolta incontrate nell’interpretazione dell’equazione di Klein-Gordon sono orig-
inate dal fatto che I’evoluzione degli stati dipende dalla derivata seconda 9%/9t?. Nel
1927 Dirac propose un’equazione relativisticamente invariante che descrive il moto
di fermioni. Dirac parte dall’ipotesi che l’evoluzione degli stati di fermioni deve
essere descritta dalla derivata prima 0/0t. Perché l'equazione del moto sia rela-
tivisticamente invariante, la hamiltoniana deve dipendere linearmente dall’impulso
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e dalla massa
equazione di Dirac th v=Hy= (Z a;p; + pm) ¢
J

dove (a;,3) sono quattro operatori hermitiani che non dipendono dalle variabili
coniugate (7,t). L’equazione del moto deve soddisfare la relazione tra massa, impulso
e energia E? = p? + m?

H* Y = (D ajp; + Bm) (O arpe + fm) ¢ = (p* +m?)
7 k

1

5 2 (ajan + aray)pipr + 3 (a8 + Bay)pym + F*m?| b = (p* +m?) ¥
Jk J

Questa relazione definisce le proprieta degli operatori «; e 3

[ 671877 + Qpo; = 25jk:
[} Oéjﬁ + BOéj =0

° 04]2- =1 B2 =1
Gli operatori ; e 8 hanno modulo unitario e le relazioni di anticommutazione sono
soddisfatte se sono quattro matrici linearmente indipendenti. La dimensione minima
per soddisfare le relazioni di anticommutazione ¢ quattro. Quindi gli operatori ay; (3
si possono rappresentare come quattro matrici hermitiane 4 x 4 e la funzione d’onda

1 € un vettore a 4 componenti

(5

o= | 2 ot = (v vs )

V4

La densita di probabilita e la densita di corrente si definiscono nel modo usuale
dall’equazione del moto e dall’equazione hermitiana coniugata

ii¢:—i&-ﬁw+ﬁm¢

g = i@ T ) (B ) = i@

Moltiplicando la prima per ¥ e la seconda per 1, e tenendo conto che a;L =qj e
BT = 3, otteniamo le relazioni

it aaf = —igpt & Vo + myt By Oy = i & b mut B

ot
Sommando queste due relazioni e definendo
o densita di probabilita p =T =34 >0
e densita di corrente j=ytan

si ottiene una densita di probabilita definita positiva che soddisfa 1'equazione di
continuita dp/dt+V -5 =0.
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4.16.3 Soluzioni di particella libera

Le matrici di Dirac sono quattro matrici hermitiane 4 x 4 linearmente indipendenti

e si possono rappresentare con le matrici di Pauli che costituiscono una base dello
. . . . . . N 2 _ _

spazio vettoriale a due dimensioni e hanno le proprieta o = 1, 001 = €107

0 o; I 0
w(n %) (o)

dove I ¢ la matrice identita 2 x 2. La soluzione dell’equazione di Dirac per la
particella libera si puo esprimere

wn(f'7 t) — un(];) ei(ﬁ'F—Et) n = 17 2’ 37 4

dove le ampiezze u,(p) descrivono un nuovo grado di liberta della particella. Sos-
tituendo la soluzione nell’equazione del moto

.0,
"ot

otteniamo un sistema di equazioni agli autovalori

L. (ml &-p us \ Ug
(a.p+ﬂm)U—<5_ﬁ —mI)(uB>_E<uB)

dove u(p), up(p) sono vettori a due componenti che rappresentano i quattro auto-
stati dell’equazione

= F 1, — i@ Vi =Py,

(E—m)Ius—3dpug=0
—0-pPus+(E+m)-Tug=0
Gli autovalori si ottengono annullando il determinante del sistema di equazioni

E-m &-§

m 2 02 (2. A2
G.§ E4m| T -m (@D

e Nota: se @ e b sono due vettori che commutano con le matrici o; si ha
(6-d) (d-b) Z 0;a;01b, = Zajakajbk =

7k 7k

—

Z J2CLJb +Zl€zk10'la]b b '_»' (6_7:/\5)
J Jj#k

quindi (7 - p)? = p?

Si ottengono due soluzioni con energia positiva e due con energia negativa che pos-
siamo associare in modo arbitrario ai due autostati

E. =+E, E_=—-F, E,=/p2+m2>0
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Associando E_ alla prima equazione e F, alla seconda equazione si ottiene

u
Yp<o = otm 1B VYEso = +3.13A

up FEo+m

Esplicitando la matrice

O—_» . ]7: p3. P1 — P2
p1+ P2 —Ps3

e definendo u4 e ug come vettori unitari abbiamo:

e dalla prima equazione

w=(4) = EImw

0 —(E, ) us = p1+ips
0 —(Es+m)ur = p1—ips
= =
“w ( 1 ) —(Eo+m)uy = —p3

e dalla seconda equazione

1 (E,+m) us = D3
— = .
“ < 0 ) +m)ug = p1+ips

(0 (E, +
“A_<1> = (E, +

Quindi le quattro soluzioni dell’equazione del moto, gli spinori u,(p), sono

m)us = p;—ipo
m)us = —ps3

1 0 _ _ D3 _ p1—ip2
|El+m [E[+m
0 1 __Pitipy P3
N . N _ N [E[+m N [E]+m
b3 D1—p2
E+m E+4+m 1 0
b1 +lp2 __Pp3 O 1
E+m E+m

dove |E| = +E, nelle soluzioni a energia negativa e N ¢ un fattore di normalizzazione
che si determina richiedendo che pdV | sia invariante

2

2|E|
=T = *:4N2 1 pi :4N27
PV =2 =4 |(+(|E|+m)2> M Em

Fissando un volume di normalizzazione unitario e |N|*> = (|E|+m)/4 siha la stessa
normalizzazione degli autostati dell’equazione di Klein-Gordon con due particelle per
unita di volume.

Dirac diede una interpretazione degli stati di energia negativa e dell’esistenza di
transizioni tra stati di energia positiva, £ > m, e energia negativa, £ < —m. Gli
elettroni, in base al principio di Pauli, occupano tutti gli stati con energia minore
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dell’energia di Fermi e quindi, se esistono elettroni liberi, tutti gli stati di energia
E < —m devono essere occupati. Se si cede energia AE > 2m ad un elettrone di
energia negativa, si produce un elettrone libero e una locazione vuota (Fig.4.17).
Poiché la transizione puo avvenire per interazione con il campo elettromagnetico
senza variazione di carica elettrica, la produzione di una locazione vuota con carica
—e corrisponde alla comparsa di una particella di carica +e con energia negativa.
Questa ¢ l'interpretazione della conversione di fotoni con energia £, > 2m nel
campo elettromagnetico dei nuclei. D’altra parte, se esistono locazioni vuote, un
elettrone libero tende a diminuire il suo stato di energia andando ad occupare uno
stato di energia ¥ < —m: scompare la carica dell’elettrone libero, —e e quella della
locazione vuota, +e e I'energia viene emessa sotto forma di fotoni £, > 2m. Con
questa interpretazione, Dirac previde l'esistenza di anti-elettroni con massa m, e
carica +e.

000 oo00®
ANAANAD AE =2m \ E=0
E> 2m
000000 000000
000000 000000
000000 000000

Figure 4.17: Interpretazione di Dirac degli stati a energia negativa

Costanti del moto

Le due coppie di soluzioni dell’equazione di Dirac sono funzioni dell'impulso p’ e
corrispondono a due autovalori dell’energia E_, E,. Perché le quattro soluzioni
siano indipendenti deve esistere un altro osservabile indipendente da p che commuta
con la hamiltoniana. L’operatore

elicita A= < %o U )

commuta con j e con la hamiltoniana, [A,p] = 0, [A;H] = 0, e quindi rappresenta
una costante del moto. Nella rappresentazione delle matrici di Pauli in cui o3 e
diagonale conviene scegliere il versore impulso p = (0,0,1) e cioe

. 03 0
=5 5)
Per le soluzioni si ha

E:—I—\/p2+m2 AU1:+U1 AUQZ—UQ

E=—\/p>+m? A uz = +ug Aug=—uy
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Quindi I'operatore elicita ha due autovalori, A = +£1, che distinguono gli autostati
con lo stesso autovalore di energia.

L’operatore costruito con le matrici di Pauli
L1
§=—
2
non commuta con la hamiltoniana. Infatti [§H] contiene il commutatore |7, - p]
che ha componenti

S Qy
QI ©

0 LporpPr — LkokDr 05 = L(0j0% — 010Dk = i 20 €jioipr = —2i (6 A D),

e quindi

[, H) = —idAp
Per interpretare il significato dell’operatore § consideriamo la particella in un campo
esterno in cui sia definito un centro di simmetria. L’operatore momento angolare
orbitale L = ¥ A p non commuta con la hamiltoniana. Infatti per una componente
si ha

[Ls, H] = [x1py — Top1, ¥joyps] = aq [1,p1] p2 — g [T, p2] pr = 1 (Q1py — aapr)
e quindi anche in questo caso il commutatore non si annulla
ILH =+idAp

L’operatore § € un vettore assiale che soddisfa le regole di commutazione del mo-
mento angolare e l'operatore

momento angolare totale J=L+5

commuta con la hamiltoniana, quindi possiamo interpretare § = & /2 come 'operatore
legato a un nuovo grado di liberta: il momento angolare intrinseco o spin del
fermione. Le autofunzioni dell’equazione del moto sono individuate dalle tre com-
ponenti dell’impulso, p, e dalla proiezione dello spin lungo la direzione del moto che
ha due autovalori s = +h/2

4.16.4 Limite non relativistico dell’equazione di Dirac

Le matrici di Pauli hanno le proprieta dell’operatore momento angolare nello spazio
vettoriale a due dimensioni e l'interpretazione dello spin come momento angolare
intrinseco comporta che un fermione con carica elettrica ¢ abbia un momento mag-
netico. L’equazione del moto in campo elettromagnetico si ottiene con la sostituzione
p—p— qff, E — FE — qV; 'equazione agli autovalori diventa

—,

(E—m—qV)-Tus—0-(p—qA) ug=0
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—5-(ﬁ—qﬁ) ua+(E4+m—qV)-Tug=0
e, sostituendo per una delle due soluzioni, si ha

> 1

5'(ﬁ—qA)E+m—_qV5'(ﬁ—q/T) u=(E-m-qV)u

Questa equazione ha una facile interpretazione nel limite non relativistico in cui
I'energia cinetica K = E —m, rappresentata dall’operatore p?/2m, e Uenergia poten-
ziale gV sono < m

E+m—qV =K~+2m—qV =2m E—m—-—qV =K-—qV

In questa approssimazione 1’equazione del moto diventa

G- (F—qA) - (7—qA)
2m

+qViu=Ku

Applicando la regola del prodotto ricavata in precedenza all’operatore —iV — qff
- (iV + qA) @ - (iV + ¢A)] u=[(iV + ¢A)? +iG - (iV + qA) A (iV + ¢A)] u

notiamo che il secondo termine contiene il prodotto scalare dell’ operatore di spin e
il vettore campo magnetico B=VAA Infatti VAVu=0, ANA=0, e

—. —,

(VAA+AAV)u=(VAA) u+VuANA+ANVu=(VAA) u

Quindi I'equazione del moto
(iV + gA)? q

V-G Blu=K
om U T ¢ B "

contiene la hamiltoniana di interazione elettromagnetica (appendice 77?7) e un ter-
mine di interazione di dipolo magnetico —fi- B. Si deduce che il momento magnetico
associato allo spin s = h/2 di un fermione con carica elettrica e & i = (eh/2m)d e
che il fermione ha fattore giromagnetico g = 2

eh

—»_ -4 :2
H 92m5 9

4.16.5 Matrici gamma

L’equazione di Dirac si esprime in forma covariante usando quattro matrici v, che
formano un 4-vettore: v, =B oy =0 v=(64d,0)

(10 0 0, \ (0 o (I 0
=0 -1 )\ e 0 )T\ =05 0 m=\o -1
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e le matrici v hanno le proprieta di anticommutazione
VY + Wy = BayBon + Barba; = = (ajon + aray) = =205

Viva + Y4y = Bay B+ BBa; =0
VYo + NV = 29w
dove g, ¢ il tensore metrico delle trasformazioni di Lorentz;
e le matrici hermitiane coniugate hanno le proprieta
Vi = (Ba;)T = a7 = ;8 =3 Pa; f =m0 Vi =
+ =

Vo = V4V

Moltiplicando per la matrice 3 I’equazione di Dirac

B . .
iﬁ;f:—iﬂ&-varmﬁQl/J 174040 + 17 - Vap = map
otteniamo la forma covariante dell’equazione

Z.’V#aul/} = mqu)

L’equazione hermitiana coniugata si esprime in modo covariante definendo 1) = 1",

(v = Py)

0Tt = =it = me Ty = it = my
La densita di probabilita e di corrente
p=1"Y =duy j=vtay =97y
sono le componenti di un 4-vettore a divergenza nulla, la corrente fermionica
Ju = P Oug" =0

Oltre alle quattro matrici ¢ utile introdurre la matrice antisimmetrica

- 1 K v
¥ = —i NV <75 = = O VY )

che ¢ hermitiana e anticommuta con le matrici v,

Y = Y5 Y + Yuys = 0

Nella rappresentazione usata per le matrice v, la matrice s ¢

— 0 010203 - 0 = . 0 I
V5= 010203 0 o 1 0 o I 0
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4.16.6 Trasformazioni degli autostati

Se 1 & una soluzione dell’equazione di Dirac che si trasforma nella funzione ¢’ per
azione della trasformazione U

v — Y =Uy
la funzione v’ & una soluzione dell’equazione trasformata, [M“@L —myY' =0, se
U_l[iv‘@; —m|U =iy"0, —m
e ¢/ ¢ una soluzione dell’equazione hermitiana coniugata se U~ = ~,U*,; infatti

O =y =T U Ty = Ty Uty = U™

Trasformazioni di Lorentz

L’equazione di Dirac ¢ invariante per costruzione. Consideriamo la trasformazione
delle coordinate e delle derivate

0 oxr, 0
/ -1 / / v
v, =Lz, r\ = Ly, 0

o Ox), Oz Oz,

L’invarianza dell’equazione per la trasformazione U implica che U~'~,U si trasformi
come le coordinate; infatti

U 0,U =U ", Lw0,U =70, U 'L,U=v  U'nU=Lyy
Possiamo quindi dedurre che

e ) &uno scalare, S P =pU U = b

° @%ﬂﬁ e un vettore polare, V v%@/z’ = @U’WNU@D = LW@%@/}

° E%ﬁ,,zﬁ e un tensore, T’ WW%W = EU_W#UU_WVUUJ = LWLV,\@%%\zﬁ

e 510 & uno pseudoscalare, P

e Uy, & un vettore assiale, A

dove le ultime due considerazione derivano dalla proprieta di antisimmetria della
matrice 75 rispetto all’inversione delle coordinate spaziali (cioe allo scambio di due
matrici o).
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Coniugazione di carica

In presenza di un campo elettromagnetico, ’equazione del moto si ottiene con la
trasformazione p, — p|, = p, — qA,,

V(i — qAu) —m] ¢ = [W'ﬁ‘FQ’?g*—i%@ — 714 —m} Y=0

Consideriamo la trasformazione che cambia il segno della carica elettrica della par-
ticella, I'equazione diventa

V(10 + qA,) —m] Y =0

La coniugazione di carica fa passare da stati di energia positiva a stati di energia
negativa e, poiché I’energia compare nella fase della funzione d’onda, I'operatore con-
tiene la coniugazione complessa C, C ePH/" = ¢!=E)t/h  Applicando la coniugazione
complessa l’equazione trasformata e

9 (=i 4 gA,) = m] b = [(~7")(i0, — gA,) — m] b = 0

Nella rappresentazione usata per le matrici gamma, v, ¢ immaginaria e ha la pro-
prieta 73 = —72, 127,72 = Yu- L'operatore C' = 1oC soddisfa le proprieta

C? =7C 7€ =727 CP = =y =1 ct=cC
e non cambia la forma dell’equazione del moto
C™H (") C =7 (—") 72 = 72 (—=7") (=72) =72 ¥ 72 ="
Quindi possiamo interpretare C' = v5,C come l'operatore coniugazione di carica che
agisce sugli spinori

C up(p)eP* = —juy(—p)et?® C uy(p)e™P* = +iug(—p)et??

C ug(@e—ip-x — —i—iuQ(—ﬁ)er'x C u4<ﬁ)e—ip-x — —iul(—ﬁ)eﬂp'x

trasformando stati a energia positiva con carica ¢ in stati di energia negativa con
carica —gq, cioe fermioni in anti-fermioni.

Inversione temporale

La trasformazione di inversione temporale, cambia 9, — —3;, A——A nell’equazione
del moto e lascia invariati 0; e il potenziale scalare Ay.

La matrice 71723 commuta con ¥ e anticommuta con «y4: rappresenta l'inversione
dell’asse del tempo (0y — —04). Questa agisce sulla fase della funzione d’onda
Bt B0/ — ei=El/h come la trasformazione coniugazione di carica. Con-
sideriamo la trasformazione

117273 Y2C = 1173C
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che ha le proprieta
~1
(M) =% (M C) " = —msC
Quindi possiamo interpretare 7' = 7,73C, che contiene la trasformazione ¢ — —t ed
e antiunitaria come 'operatore inversione temporale che agisce sugli spinori

T ui(p)e”P* = 4uy(—p)e™P* T uy(p)e”P* = —uy(—p)e™™*

T uz(p)e™ ™" = +us(—p)et?* T wg(P)e™* = —ug(—p)et®™
trasformando lo stato di spin e invertendo la direzione del moto.

Parita

La parita dei fermioni ¢ definita in modo convenzionale poiché il numero fermionico
si conserva. La trasformazione di inversione spaziale, PY(7,t) = (=7 t) = ¥p,
cambia 0; — —0;, A——A nell’equazione del moto e lascia invariati d, e il poten-
ziale scalare Ay

7V +q7 A+ inds — quds—m| v =0 =

= [=i7-V = ¢¥- A+ 70 — qraAs — m| vp = 0
La matrice 4 anticommuta con ¥ e quindi agisce come inversione delle coordinate

spaziali, inoltre ha la proprieta v4v, = I. Moltiplicando I’equazione trasformata per
74 osserviamo che v, (—7,t) & autofunzione dell’equazione di Dirac

Yal.] ¥p = [W-ﬁ+qf?-ff+ify484—q’y4A4—m]74wP:0

e possiamo interpretare 74 come 'operatore di parita che agisce suegli spinori

o (4 0) (1) - ()

e che ha autovalori +1 per le soluzioni a energia positiva e autovalori —1 per le
soluzioni a energia negativa. [ fermioni e i corrispondenti antifermioni hanno parita
opposta.

Stati a energia negativa

L’interpretazione di Dirac dei positroni come elettroni con energia negativa ha come
presupposto 'esistenza di un numero infinito di stati di energia negativa che sono
tutti occupati: e chiaramente insoddisfacente. Una interpretazione piu convincente
e quella proposta anni dopo da Stiickelberg e Feynman basata sulle simmetrie degli
autostati: elettroni di energia negativa con carica —e che si propagano in avanti nel
tempo sono equivalenti a elettroni con energia positiva e carica elettrica +e, che si
propagano indietro nel tempo

-, —, —,

—(p+ed)- T+ (E+eV)t=(p+eA) 7+ (—E—eV)(—t) = (p+ed) 7+ (E+eV)t

Questa interpretazione degli anti-fermioni soddisfa tutte le propieta di simmetria
dell’equazione di Dirac senza presupporre 'esistenza di stati con energia negativa.
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4.16.7 Autostati di elicita

Gli operatori costruiti con la matrice antisimmetrica ~s

A=y _2<1 1) A=y =

DO | —

sono hermitiani e hanno le proprieta di proiezione
A+ —|_ A_ — 1 A+A_ — A_A+ — O A+A+ — A_;’_ A_A_ — A_

Applicando i proiettori agli autostati otteniamo due ampiezze

Per gli stati a energia positiva

N(11 U N[ (14 Z8) uy
=Au="— L = Efm
e 2(11)(51%) 2<<1+;'p>uA

+m
N[{ 1 -1 U N [ (+1 = ZZ ) uy
ur, = Au=— -1 1 +5-p =5 - Eo—j_ﬁ
2 E+m ua 2 ( 1+ E+m) UA

Nel caso ultra-relativistico, E > m, p~ E, ¢-p/(E4+m)~d-p=A
e u ~ up per gli stati a elicita A = +1, right-handed,
e u =~ uy per gli stati a elicita A = —1, left-handed;
e la correlazione e invertita per gli stati a energia negativa.

ug € ur, sono gli autostati di elicita e gli operatori A, e A_ sono chiamati proiettor:
di elicita. Le probabilita degli autostati di elicita sono

2 N2
lug|? = e

D 2

E+m

p
E+m

N2
lupl® = Ve ‘1 +

e la polarizzazione dello stato e proporzionale alla velocita

_ \UR|2 — |UL|2 _ P —3
lup|®* + u|*  FE

Conservazione dell’elicita

A energia E > m le soluzioni dell’equazione di Dirac sono autostati dell’elicita. La
hamiltoniana di interazione di un fermione con un campo esterno si puo esprimere in
termini di combinazioni invarianti /Ot con 1'operatore O formato con le matrici +.
Una soluzione di particella libera si puo esprimere come sovrapposizione di autostati
left-handed e right-handed usando i proiettori di elicita

1= e Ity 1F 7
= u UR = u

9 9 2 5 U

ur
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e, per le proprietd 74 = s, V5Yu + Yu¥s = 0,

_ 11—~ 14 1+
u =ut 275’Y4:U+’}/4 2'75:u 2'75
B 14~ 1— 11—
o = ut 27574:11*74 2%:u 275

Il termine di interazione wQu conserva 1’elicita se si esprime come sovrapposizione
di autostati left-handed e right-handed

(EL +ER)O(UL -+ UR) = ﬂLOUL +ﬂRO’LLR

Nel caso di interazione scalare, pseudoscalare o tensoriale, gli operatori I, v, 7,7,
commutano con i proiettori e quindi I'interazione non conserva 1’elicita
L+ 1= 1= A1+
u (@) u=20 urOur =1 (@)
2 2 fe 2 2
Nel caso invece di interazione vettoriale o assial-vettoriale, gli operatori vy, e 7,75
anticommutano con 75 e si annullano i termini misti

1495 1 15 1
S0~ wOu, =20~

Quindi a energia elevata l'elicita dei fermioni si conserva in interazioni vettoriali o
assial-vettoriali.

ULOUL u=20

u=20

ﬂLOUR =u

4.16.8 Soluzioni per massa nulla

Il limite m — 0 dell’equazione di Dirac descrive gli stati dei fermioni di massa nulla,
i neutrini. L’equazione diventa v#0,1 = 0 e le equazioni agli autovalori diventano

(Y )-e() bevm - £
g-p 0 up up 0-pus=—pug
Gli autostati di queste equazioni coincidono con gli autostati di elicita, ma questo e
possibile solo per due soluzioni e non per quattro. Infatti le equazioni agli autovalori
sono degeneri per m = 0 e I’equazione di Dirac si riduce ad una equazione a due sole
componenti. Le due equazioni, corrispondenti ai due valori di energia, si ottengono
I'una dall’altra con la trasformazione di parita, P ¢ -p= —a7 - p.

L’equazione a due componenti era stata originariamente introdotta da Weyl nel
1929, ma non aveva avuto molto seguito appunto perché non e invariante per trasfor-
mazione di parita. Infatti, se il vettore a due componenti ¥ (7, t) soddisfa I’equazione
di Weyl

(i -V +id) = 0

non esiste una matrice 2 x 2 che trasformi I'equazione in modo che (—rt) =
P1)(7,t) sia una soluzione

P Y—iG -V +i0,)P #id -V + i,
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Molti anni dopo si e osservato che le interazioni dei neutrini non conservano la parita.

Gli stati possibili per i neutrini sono due, u = ug e u = uy, e non sono possibili
transizioni tra i due stati mediante una trasformazione di Lorentz. D’altra parte
le coppie di soluzioni dell’equazione di Dirac si ottengono 'una dall’altra con la
trasformazione di coniugazione di carica. Quindi, delle quattro combinazioni, solo
due sono possibili

neutrino right-handed e anti-neutrino left-handed
oppure neutrino left-handed e anti-neutrino right-handed

La misura dell’elicita del neutrino mostra che la seconda e la combinazione corretta:
i possibili stati sono | v, L ) e |7, R ). Con un ragionamento simile al precedente pos-
siamo convincerci che I'equazione di Weyl non € neppure invariante per coniugazione
di carica. Quindi

Plv,L)=0 C|v,L)=0 P|V,R)=0 C|7,R)=0

La trasformazione Coniugazione di carica X Parita non cambia la forma dell’equazione
di Weyl che ¢ quindi invariante per trasformazione C'P e gli autostati si trasformano
I'uno nell’altro

CP|v,L)=|7R) CP|7,R)=|vL)

4.17 'Teoria delle perturbazioni

L’ampiezza di transizione dallo stato iniziale 1); allo stato finale ¢ per effetto di
una hamiltoniana di interazione H dipendente dal tempo si ottiene come sviluppo
in serie (appendice 777)

1 , /
mﬁzﬁé/me@wMWd@wmmﬁﬁ“h”

In teoria quantistica relativistica dei campi si deriva una forma analoga dove ¢} e
¥; sono operatori di assorbimento e di emissione (ripettivamente dello stato |i) e
dello stato |f)) in analogia con quelli introdotti per rappresentare il campo elettro-
magnetico (appendice 777).

4.17.1 1l propagatore

Per calcolare I'evoluzione degli stati di particelle soggette a mutua interazione per
effetto di una hamiltoniana dipendente dal tempo H (7, t) facciamo l'ipotesi che la
soluzione per t — +o0o sia autofunzione della hamiltoniana della particella libera,
cioe H(r,t) — 0 per t — £o00. Se 1,(7,t) & una soluzione della hamitoniana H, nel
punto (7, t), I'equazione del moto

[ih 88 — HO] W(ryt) = H(rt) (r,t)



si puo risolvere sotto forma di equazione integrale

Y1) = (7 0) [ Gl 1 7,0) H, ) () dia
7

dove G, (7, t;: 7, t) ¢ la soluzione per una sorgente di interazione puntiforme
) b )

lm gt - HO] Go(F. ¥ 7,t) = ih 6(F — 7) 6(t — t')

La funzione di Green G,(7,t';7,t) & il propagatore della particella libera dal punto
(7,t) al punto (i”,t'). Se 'equazione & invariante per traslazioni nello spazio-tempo

il propagatore G,(z, 2") ¢ funzione della differenza z — ', dove x ¢ il 4-vettore (7, ct).
Si ottiene la soluzione come sviluppo in serie

/G ' —x),(x x+—//G o' —x1)H(21)Go(21— 7)o (7) d*zyd o+

+ (ihlc)z///Go($/—$2)H($1)Go($2—:E1)H(;1:1) o1 — ) (x )d4x2d4x1d4x+,_,

che rappresenta la propagazione della particella libera tra i punti x; in cui avviene
I'interazione e l'integrale va calcolato sul prodotto tempo-ordinato t, > ... >ty > ty.
Nel limite ¢ — —o0, t' — 400, ¥,(z) e (2') sono soluzioni di particella libera.
Questa condizione e ben verificata se ’osservazione dello stato iniziale e dello stato
finale avvengono molto prima e molto dopo l'interazione.

L’ampiezza di transizione dallo stato iniziale allo stato finale si ottiene come
sviluppo in serie

Ay = / Vi) [ ] wie) dedis’ = 30 Ak,
k
con .
A?% =0y A}%’ = %/Tﬂ}(%) H(x1) ¥i(z1) d'z
1
(thc)?

Per derivare la forma esplicita del propagatore di una particella con 4-impulso ¢,
consideriamo la anti-trasformata di Fourier

=l [ i) Ha)Gon ) () o) diardia,

G(fL’Q — £L‘1

—zq~(1’2—a:1) d4q

e Per I'equazione di Klein-Gordon abbiamo

1 4
guu82H82y -+ mﬂ GO(JIQ — 'Tl) = (27T)4 /g(q) [_q2 + mﬂ e*’LQ'({Eszl) d4q
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e Per 'equazione di Dirac il propagatore ¢ una matrice 4 x 4

1 .
78 = ] Golaa — 22) = 5 [ G(a) P = m] o) g

Esprimendo la funzione di Dirac, §*(zy — ;) = [e @272 g%q/(27)*, otteniamo
la forma del propagatore nello spazio degli impulsi per un bosone e per un fermione

o 1 unu) o 1 _ fy'uq# +m
gB(q>_q2—m2 <gMV+ mQ gF(q)_ﬁyuqu_m_ q2_m2

Nota: ¢*> = m? per la particella libera, ma ¢? # m? per il propagatore della particella
virtuale nel percorso tra l'interazione H(z;) e l'interazione H(x2).

4.17.2 1 grafici di Feynman

I grafici di Feynman rappresentano in modo grafico il metodo di calcolo dell’ampiezza
di transizione dei processi di interazione in teoria dei campi. Diamo alcune definizioni:

e per il processo 1+ 2 — 34 ...+ n gli stati iniziali e finali sono autostati di
particella libera

¥(z) = u(p) P EON

dove la funzione u(p) caratterizza il tipo di particella, bosone o fermione;

e l'ampiezza di transizione dallo stato iniziale ¢;(z) allo stato finale ¢;(z’) per
azione della hamiltoniana di interazione H ¢ espressa dallo sviluppo in serie

Ay = mlc/wf(ﬂfl)H(iﬂl)wi(xl) d'z+

_@16)2//¢f($2)H(:B2)G0(;c2 - xl)H(iUl)wi(xl) d4331 d4332 + ...

e i campi dei fermioni e dei bosoni si esprimono in funzione degli operatori di
emissione e assorbimento:
¥,y (r) emette una particella con 4-impulso p nel punto x dello spazio tempo,
Yy (2") assorbe una particella con 4-impulso p’ nel punto 2';

e lo spazio-tempo e rappresentato nel piano 7 — t; per ciascun punto nel piano
il cono di luce, r = *ct, definisce passato, presente e futuro;

e una particella con 4-impulso p e rappresentata da una linea nel piano; linee
con p? = m? rappresentano particelle libere, con p*> > m? rappresentano prop-
agatori di tipo tempo, con p? < —m? propagatori di tipo spazio;

e particelle con 4-impulso p che si propagano nel verso -+t sono equivalenti a
anti-particelle che si propagano nel verso —t;
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e l'emissione di una particella con 4-impulso p nel punto x dello spazio-tempo
e equivalente all’assorbimento nello stesso punto di una anti-particella con lo
stesso valore di 4-impulso;

e in una interazione nel punto z, rappresentata dal fattore H(x), si conservano
tutte le grandezze che commutano con H.

Consideriamo come esempio l'interazione elettromagnetica dei fermioni. La hamil-
toniana di interazione e il prodotto scalare della densita di corrente per il potenziale
elettromagnetico

H(z) =e J(x)- Alz) J(x)=(j,pe) A= (AV]e)

Nota: nel seguito usiamo la convenzione h = 1, ¢ = 1.
Esprimendo le correnti e i campi in funzione degli operatori di emissione e assorbi-
mento, il primo termine dello sviluppo in serie & proporzionale all’integrale di

Y e (@) yba(r) Au()

I

con
Uy(z) = E) 2w (pr,si)ya e ho(x) = (2B2) T2 u(pa, s2) e

Au(z) = (2w) % ¢, {a(k’) etk ot (k) e—ik-x}

I grafici al primo ordine (Fig.4.18) sono rappresentati da un vertice in cui con-
fluiscono tre linee e le ampiezze di transizione sono proporzionali alla carica elettrica

e
SR
&
=p-p' j() A(X)
a=p-p )q=p+p.
A(X) p

Figure 4.18: Grafici di Feynman al primo ordine

emissione di un fotone da un elettrone (positrone): e~ — e~ v (et — et 7);

assorbimento di un fotone da un elettrone (positrone): ye~ — e~ (ye™ — et);

annichilazione elettrone-positrone in un fotone e~ et — ~;

e conversione di un fotone in elettrone-positrone v — e~ e™.
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Figure 4.19: Esempi di grafici di Feynman al secondo ordine

Nota: l'integrale della funzione e'®2=P1#k)= implica la conservazione del 4-impulso
nel vertice; nessuno di questi processi rappresenta un fenomeno fisico perché non si
conserva il 4-impulso. Nella trattazione nel capitolo 777 dell’emissione e assorbi-
mento di fotoni da elettroni abbiamo fatto 'ipotesi che il nucleo atomico con massa
M > m, bilanciasse I'impulso senza acquistare energia cinetica.

Nei grafici al secondo ordine (Fig.4.19) una particella emessa (assorbita) nel
vertice 1 viene assorbita (emessa) nel vertice 2 e si somma su tutti i possibili percorsi
dallo stato iniziale allo stato finale: |[i) — 1 — 2 — |f), i) — 2 — 1 — |f).
L’interazione in ogni vertice ¢ proporzionale alla carica elettrica. L’ampiezza di
transizione & proporzionale a e? e al propagatore della particella con 4-impulso ¢
scambiata nel percorso 1 < 2.

I processi al secondo ordine sono:

e scattering e"e” — e e, etet —efet efe” —efe™: ¢=p —pj;
o effetto Compton e~ — ve™ (yet — ve™): ¢ = p1 + po;

e annichilazione ete™ — vy (yy — ete™): ¢=p —pl;

e annichilazione ete™ — efe™: ¢g=p; + po.

Nota: nei processi di scattering e annichilazione ee™ — ete™ gli stati iniziali e

finali sono uguali e quindi 'ampiezza ¢ la somma delle due ampiezze.

Esempi di processi al terzo ordine (Fig.4.20) con ampiezza di transizione pro-

porzionale a e3:

e irraggiamento ee — eevy;
e produzione di coppie ve — etee;

e annichilazione ete™ — v77.
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Figure 4.20: Esempi di grafici di Feynman al terzo ordine

Per un processo elettromagnetico con stato iniziale 1; e stato finale 1y la sezione
d'urto ¢ proporzionale al modulo quadro dell’ampiezza di transizione A,_,; che si
esprime come serie di potenze della costante di accoppiamento « (?7?

0o |ady + oA+ .. P = a?|Ag)? + aP(AJAL + A AY) F ot (JAufP + . )+

La serie converge rapidamente poiché o < 1 e di solito il calcolo all’ordine o? &

sufficientemente accurato.

2
cQd I+ g +I+j:{+
aA aA a’A a?A

2 41 42 43

Figure 4.21: Sezione d’urto come somma di grafici di Feynman

4.18 Calcolo di alcuni processi elementari

4.18.1 Spazio delle fasi invariante

Il fattore drdp/(2m)? introdotto nella densita degli stati non ¢ invariante per trasfor-
mazioni di Lorentz. Introducendo la condizione di normalizzazione della densita di
probabilita con 2F particelle per unita di volume, il fattore per una singola particella
diventa

dr dp

6, _
n =528
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e per k particelle nello stato finale con 4-impulso totale P

. LV dp;
d%n = (27)2 54 P _p A
n=(2m)" ¢ (; J ) H (27)3 2E;

dove la funzione §%(...) tiene conto della conservazione del 4-impulso. Se V=2 ¢
il fattore di normalizzazione delle funzioni d’onda, I'ampiezza di transizione Ay;
del processo a b — a [ ... k viene moltiplicata per il fattore V-GtF/2 Ta
sezione d'urto differenziale si ottiene mediando |A;|? sugli stati di spin delle parti-
celle iniziali, a b, sommando sugli stati finali, integrando la densita degli stati finali
nell’intervallo delle variabili e dividendo per il flusso dello stato iniziale

1 VE ko dp;
do_ = — —— / Apl? (2 P,—P 1y
Ti—f P, VHk [Agil? (2m)* (Z ) ]1—[1 (2m)32E;
Il flusso iniziale, con la stessa condizione di normalizzazione, e

o, — Nl
' V/2E, V/2E,

Nell’espressione della sezione d’urto

k

dp;
Aplr ot Y p—-P || —
|Uab| °F, 2E/| d ( ) (27)32E;

non compare il volume di normalizzazione che quindi nel seguito assumiamo unitario.
[ termini dp/E sono invarianti. Anche il termine |ti,|E,E, ¢ invariante. Infatti,
per 7, || Up:

_)a — — — — 1/2
pi — | Euby = |paEb - pra| = ’pa|Eb + |pb|Ea = [(Pa ) Pb)2 - (mamb)ﬂ
Ea Eb

Analogamente, per la larghezza di decadimento del processo a — a ( ... k. Nel

riferimento della particella a la probabilita di decadimento ¢

[AL2 6 f:P-—P ﬁ _dp;
e / (2m)32E;

Ty =

Esempio: decadimento M — m; mao

Il decadimento e descritto da 6 variabili con 4 condizioni, quindi 2 variabili libere
che sono i due angoli di decadimento, 6 ¢, nel riferimento della particella M

dpl dp2 -

1oL
P(E)dQ—/m 6° (P + p2) 0(Ey + Ey — M) 5B, 2B,

:/ SME, E, / SME, E,
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15)
o f(p)=@+m)'P+ @ +m3) - M; G =L+ k=B

1 E\E, 2 y4!
/ SMEE, Mp, P10~ garz @4

e quindi otteniamo la largezza di decadimento in funzione dell’'impulso e dell’angolo
delle due particelle nel centro di massa

P_ 0

dF(M — MM m2) = |Af1|2 8M2

Esempio: decadimento M — m; mo mg3

In questo caso ci sono 9 variabili con 4 condizioni, quindi 5 variabili libere

1 ) dpy dp> dp;
o Dy + P3) O(Ey + By + By — M) o o oo =
onp O PPt ps) O(B 4 B o By = M) o o o

1
:/W S(Ey + By + By — M) p? dpy S p3 dps dS2y =

possiamo integrare nella direzione di una particella, d€);, e nell’angolo azimutale
della seconda particella rispetto alla direzione della prima, d¢s, e rimangono 2 vari-
abili libere

2

8T
:/16ME1EQE3 0(Er + By + B3 — M) pi p3 dpy dps dcos§ =

2

7r
- /2]\4E1EzEg O[f (pi, P2, cos 8)] pt p3 dpy dpy dcos =
o (91,2, €096) = (5-4m3) -+ (B2 (54 2oy cos6--p ) V2 M,
Of/0cost = p1py/Es

2 E 2
3
p? pg dp1 dp

™ ™
= = | ———— FE3 Ey Fy dE, dFE
/2ME1E2E3 P1P2 /2ME1E2E3 8 ! 2

Risulta che la densita degli stati di tre particelle e costante

7T2

IO(E)dEldEQ = m dEldEQ

e la larghezza di decadimento in funzione delle energie di due particelle e

7T2

dQP(M — 11 My m3) = |Afz|2 m dEldEQ
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4.18.2 Processia b—cd

Questi processi sono rappresentati da grafici di Feynman al secondo ordine. I 4-
impulsi delle quattro particelle sono legati dalla relazione P, + P, = P. + P; e
possiamo costruire due invarianti relativistici indipendenti. E comodo introdurre gli
wnvariantt di Mandelstam

s= (P, + B) t=(P,—P)’ u= (P, — Py)?
che sono legati dalla relazione

s+t+u=P>+2P,-Py+ P +P>—2P,-P.+ P>+ P> 2P, - Py+ P; =

4
=P+ P}+P+Pj+2P,- (Pa+ P, —P.— P) =Y m]
k=1

s ¢ il quadrato dell’energia totale, ¢ e u sono il quadrato del 4-impulso trasfer-
ito a — ¢, a — d. Per la proprieta di simmetria dei grafici di Feynman rispetto
all’assorbimento e emissione di particelle e anti-particelle, I'ampiezza dei processi
ac — bd e db — ca si ottengono dall’ampiezza del processo ab — cd con oppor-
tuno scambio delle variabili di Mandelstam. Questa proprieta e detta simmetria di
1ncrocio.
Calcoliamo la sezione d'urto differenziale
1 1 dpe dpy

do(ab — cd) = /Ai264Pa P—P.—P
U(a _>C) G472 yﬁab|EaEb fl f| ( + I d) E, y

nel riferimento del centro di massa
Pat Do =Pc+Pa=0  pi=|pa|l = |Db| Py = |pe| = |Pdl s=(E, + E)?

Uap| Ea By = |Pu| Eb + |Pb| Ea = piv's

le variabili libere sono gli angoli di diffusione 6, ¢

chchchc by
—— = —= d)
EcEd \/g

dp. dp,
/64(Pa+Pb—Pc—Pd)g %:/5(I—E6_Ed)
d

c

Scattering e u™ — e pu’

Il grafico di Feynman ¢ mostrato in figura 4.22: nel punto x; viene assorbito
I'elettrone di 4-impulso p,, emesso 'elettrone di 4-impulso p. e emesso (assorbito)
un fotone virtuale di 4-impulso ¢ = p, — p. (¢ = —pa + pe); nel punto x, viene
assorbito il 77 di 4-impulso py, emesso il 7z di 4-impulso py e assorbito (emesso) il
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fotone virtuale di 4-impulso ¢ = —py, + pg (¢ = Py — pa). L’ampiezza di transizione
e l'integrale

A = /]2‘(1’1) G(l’l — ZEQ) ju/\(l'g) d4$1d4$2
Jx = ey ¢ =1u(p,s) e ¥ =u(p,s) P”
e G(ry — x9) ¢ il propagatore del campo elettromagnetico

e—iq-(aq—zg)

A= /eﬂcf}/\u(z ei(pa—pc)'xl (27T>4q2

EUgYAUp eiPo—pa) @2 Ao o,

[\

1 . |
= o / Ty g 3 T gilpa—peaya gilp—pata)ze gy gy

2
e
= U Mg — Tanaty (27)* 8 (P + Po — Pe — Pa)

Q

p X1 p
a C
pa pC
q p >Mq“< p
pb X2 pd b d

Figure 4.22: Grafici di Feynman ab — cd al secondo ordine: scattering e annichi-
lazione

La media sugli spin dello stato iniziale e la somma sugli spin dello stato finale e
un calcolo complesso che non riportiamo; il risultato e

8et
|Ayil* = F [(pa - ) (Pe * Pa) + (Pa - Pa) (Pe " Pb) — mi Po - Pa — m,f Da * De + 2m2mﬂ

e Consideriamo I'urto nel riferimento in cui la particella b & inizialmente in quiete

pa=@E) pp=0M) p.=0.E) q¢q=(qv)=F-p,E—-E)

e supponiamo che E > m,, E' > m,, cio¢ p> = p> ~ 0, ¢* ~ —2p, - p.. Con
queste ipotesi

¢ = —2EFE +25-p ~ —2FEE'(1 — cosf) = —4EE'sin” §/2 = —Q?
i = (p +q)° M? = M?+¢" +2py - g Q* =2Mv
Sostituendo pg = p, + py — pe € trascurando i termini in m?

8e?
[Agil* = Q* (P Pe) (Pa - b — Pe - 1) + 2(pa - o) (e - ) — M pa - e
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Q? Q°
(EM — E'M)+2 EM E'M — M=
Q4 2 2
86 Q? Q? M(E —E')
—— 2M?EE' |1 —
Q4 l AEE’ + 4M? EE
16¢*
a sezione d’'urto, con |U,| ~ ¢ = 1, s1 ottlene Integrando sulle variabili di stato
L i d’ U, 1, si i i d 11 iabili di
finale

2 | o2 Q°
M*EFE [cos 0/2+4M2

2 sin’ 0/21

! dp. dp;
= — [ TAL? 6 o
do 6412 EM ‘ fl‘ 0 (pa + Pb — De pd) E. L,
! s
= — | TA.I2 5% _ E.dE.dQ
642 EM/’ 5il* 0°(a + po = pa) EcdEcdSd B,
1 1/\A T %= ) 6 + M — Ey) E.dE.dQ,
64n2 EM ) OO d ;
11
=2 maf Al 57 L 5 — @2 2m) BB a

Introducendo I’espressione dell’ampiezza di transizione e « = €2 /47

d*c 11 16et L, 9 Q* . ., FE’ 5
<dE,dQ,>lb— 642 EM O M*EFE' |cos 6/2+4M2 2sin” 6/2 M&(V—Q /2M)

2

5 2sin® 6/2] S(v—Q*/2M)

Se la particella b non ha struttura, come abbiamo supposto, ci sono solo due variabili
libere, gli angoli ¥ = (¢, ¢'). La funzione §(v — Q*/2M) esprime la conservazione
dell’energia per una particella bersaglio puntiforme

Q’ . 4EE , E
¥ _E_E 6/2=0 B =
Y sin” 6/ 1+ (2E/M)sin? /2

IM oM

Integrando sull’energia E’

jg, = /a(E’,Q2) S[F — E'— (2EE'/M)sin® /2] dE' =
. 7B Q) LLs on B
R ‘GE/ E—F — 2£E gip 9/2‘ 29/2 (. Q) E

otteniamo la sezione d’urto di Dirac

do a2 1% ) 0
), 4E%sin’0/2 E 0/2 25in? 02
<d9> wp  AE?sin’6/2 E lCOS /2+ o 2sin /
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Se possiamo trascurare anche la massa della particella b, I’espressione dell’ampiezza
di transizione si semplifica ulteriormente

|Apil* = 8;4 [(Pa - Po)(Pe * Da) + (Pa - Pa)(Pe - Db)]

In questo caso i prodotti scalari dei 4-impulsi si esprimono direttamente in funzione
degli invarianti di Mandelstam

5= (Pa+15)° = (e + Pa)* = 2P0 Db = 2Pc - Pu

t=(Pa—0) = Pa—Dp)>=—2Da Pp=—2Dp DPa=¢q
8= (pa—Ppa)> = Pe — Pb)* = —2Pa - Pa = —2Dc * Do
Set % + u? L St u?

= 2° _get 20
q4 4 t2

|Ayil?

e Nel riferimento del centro di massa, p, + pp = pe + pg = 0,

5 = 4p? t = —2p*(1—cosb) u = —2p*(1—cos(m—0)) = —2p*(1+cosb)

e la sezione d’urto differenziale, con |Uy,| = c =1, p; = py, €

do\ 1 2 4w’ o 1+cos'd)2
dQ cm_647r2 s 2 2s  sin*6/2

Annnichilazione e et — pput

Nel processo di scattering e~ ut — e~ u™ il fotone virtuale & di tipo spazio (¢* =t <
0): & un processo nel canale t. 1l processo di annichilazione e"e™ — p~pu™ si ottiene
dal precedente per simmetria di incrocio

e —epn = ee— un

scambiando i 4-impulsi p, < —p.. Questo corrisponde allo scambio s « t. 1l
fotone virtuale ¢ di tipo tempo (¢* = s > 0): ¢ un processo nel canale s (Fig.4.22).
L’ampiezza di diffusione diventa

8e? et t? + u? 4 u?
[Agil” =~ (=P ) =Py pa) & (P pa) (pe - )] =~ 7= = 2et —5—

e Nel riferimento del centro di massa

(1 —cos)? + (1 + cosb)?
4

|[Afil? = 2¢"

dove 6 e I'angolo e A u =€ A Ji.
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Al primo ordine dello sviluppo perturbativo I'annichilazione e € — u i avviene
in uno stato JX = 17, fermione e anti-fermione hanno nello stato iniziale e nello
stato finale elicita opposta. W risulta dalla somma di due ampiezze che non
interferiscono e che corrispondono ai quattro casi

er €r — HL [p er €1, — UR [y, A~ (14 cosf)/2
er, Er — LR Uy, €r €1, — U1, Up AN(l—COSQ)/Q
Per la conservazione dell’elicita, la prima si annulla per diffusione indietro, 6 = m,

la seconda per diffusione in avanti, § = 0.
La sezione d’urto differenziale e, con le solite ipotesi,

do 1 2e¢* 1+4cos?f a?
_ — - - 7/ 7 _ 1 2 9
<dQ>cm 64m? s 2 4s (14 cos™0)
e, integrando sull’angolo solido
2 4 2
Oem(e”e™ — ppt) = /Z—S (1 +cos*6) dcosf dop = g %

Scattering e e™ — e"e™

Questo processo pud avvenire sia come diffusione nel canale ¢, con ¢* = (p,—p.)* < 0,
che come annichilazione nel canale s, con ¢*> = (p, + py)> > 0. L’ampiezza di
transizione € la somma dei due contributi e |Af;|? contiene i termini di scattering,
di annichilazione e il termine di interferenza

2 2 2 42 2
|Aﬁ|2:264[$ +u 2u t+u]

12 st 52
La sezione d’urto nel riferimento del centro di massa ¢ la sezione d’urto di Bhabha

(da) o? [1—|—COS49/2 cos’0/2 1

— = — (1 20
Q) 25 | stz T2 smre T (e >1

Scattering e"e”™ — e"e”
Questo processo avviene nel canale ¢, con ¢* = (p, — p.)*> < 0. Poiché si tratta di
due particelle indentiche, 'ampiezza di transizione ¢ la somma di due contributi
€162 — €162+ €1y — €267
Il processo e e — e e si ottiene dallo scattering Bhabha per simmetria di incrocio
ee—ee & ee—ee
scambiando i 4-impulsi p, <> —py. Questo corrisponde allo scambio s < u.
s2+u? 282 2452
t2 ut u? ]

La sezione d’urto nel riferimento del centro di massa ¢ la sezione d’urto di Mpller

AT =2t |

do\ o[ 1 2 L1
dQv)  2s |[sin*6/2  sin®6/2cos20/2  cos’ /2
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Compton scattering ve™ — e~

Lo scattering Compton e rappresentato da due grafici di Feynman (Fig.4.23). Nel
primo, nel punto x; viene assorbito il fotone di 4-impulso k,, assorbito I’elettrone
di 4-impulso p, e emesso l'elettrone virtuale di 4-impulso ¢ = k, + pp; nel punto
xo viene assorbito l'elettrone virtuale di 4-impulso ¢ = k. + pg, emesso il fotone
di 4-impulso k. e emesso l'elettrone di 4-impulso py. Il propagatore ha 4-impulso
¢ = (ko +pp)* = m?+ 2k, - pp. 1l secondo grafico (k, ¢ assorbito in x, e k. & emesso
in x1) si ottiene dal primo per simmetria di incrocio con lo scambio k, < —k,, cioe
s < u. Il propagatore ha 4-impulso ¢* = (—k. + py)? = m? — 2k, - pp.

k k

a C

X1 X2 X1 X2

p R

R d b

A P

d
Figure 4.23: Grafici di Feynman dell’effetto Compton

L’ampiezza di transizione e la somma di due contributi

o o /y . o .
Aﬁ _ /eudEZc’Y“ e~ (ketpa)ze ela(x1—=2) eV’ €ally eikatpp)z1 d4x1d4x2

1 A . ’
62 A 4 ¢4
= q2 —m2 [ﬂdefwryu] [’7 qx+ ’ITL] h/yeuaub] (27T> 0 (ka + Py — kc - pd)

con q = kg +pp = ke + pa, ¢ — m? = 2k, - pp = 2k, - pg. 1l secondo contributo si
ottiene in modo analogo

62

A = Tacuar®] 0+ m) el (200 84 (ka + o — ke — pa)

¢ — m2
con g = —ke+py = —ko +pa, ¢> —m* = =2ke - py = —2kq - pa.

Introducendo le variabili § = 2k, - pp = 2k, - pg, © = —2k. - pp = —2k, - pg, che
approssimano gli invarianti di Mandelstam nel limite m? — 0, sommando sugli stati
di polarizzazione dei fotoni e di spin degli elettroni, si ottiene

S i a 11 1 1\2
| Apil? = 2¢* [—f — 2 pam? (+) + 4m* (+> 1
u S S u S u

Nel riferimento in cui 'elettrone e inizialmente in quiete la cinematica e la stessa
del processo eu — ey dove abbiamo trascurato m.

mw
ke = (k = ke = (K, =
a ( aw) Do (O’m) ¢ ( ’w) w m—{—w(l—COSe)
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2m* | 2m? 11 11
cosf = —(Wf—m>—l+< TIL + 7?) Si1129——4mQ<~—i-~)—4m4<~+~
Wwoow 5 U 5 a 5 u
. /
|Api]?2 = 2¢* [w + ﬁ, — sin? 9]
Wwoow
e, integrando come nel processo ey — e,
L1 (s dk, dpy
— [ A2 8*(ka — ke ==
6472 mw /’ gil” O (ka + 1y +pa) w. FEy

otteniamo la sezione d’urto di Klein-Nishina
do o Wl LY an?e
— =—— — |—4+ — —sin
v /), . 2m? w? |w W
Scattering ete™ — vy

Anche in questo caso il processo ¢ descritto da due grafici di Feynman poiché i fotoni
nello stato finale sono indistinguibili (Fig.4.24).

pa X kC pa X
1 1 kc
X2 X2 kd
pb kd pb
Figure 4.24: Grafici di Feynman dell’annichilazione ete™ — v

Il processo si ottiene dallo scattering Compton per simmetria di incrocio
ye — e & ete” — Yy
scambiando i 4-impulsi p, <> —py che corrisponde allo scambio s <+ —t. Nel limite

[t| > m?, Ju| > m?, che ¢l caso di interesse negli anelli di collisione eTe™, I'elemento

di matrice e
U

_ t

A i 2 = 2 4 [ ]

e
Nel riferimento del centro di massa, s = 4p?, t = —2p?(1—cosf), u = —2p*(1+cos ),

|Af;|? & simmetrica rispetto all’angolo € tra la direzione ete™ e la direzione vy

1—C086+1+0086 4 1+cos?d
1+cosf 1—cosf 1 —cos?6

AT =2t |

e la sezione d'urto, con |Ue| =c=1, py =p;, =p, €

do 1 |A-|2—a—21+00820
dS) Cm_647r23 P e T —cos2 6

Nota: Papprossimazione [t| > m?, |u| > m? non ¢ valida nel limite cos — =+1.
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Scattering v.e” — e 1,

Il grafico di Feynman nel canale t &€ mostrato in figura 4.25: nel punto x; viene
assorbito il neutrino di 4-impulso p,, emesso 'elettrone di 4-impulso p. e emesso un
bosone W virtuale di 4-impulso ¢ = p, — p.; nel punto x5 viene assorbito 1’elettrone
di 4-impulso py, emesso il neutrino di 4-impulso py e assorbito il bosone virtuale di
4-impulso ¢ = —py + pg- L’ampiezza di transizione ¢ 'integrale

A= [ ialen) G w1 = w2) Ln(wa)]* d'wd's
dove jy, (jx)T sono le correnti deboli cariche con AQ = +1

g - 1=y g [z 1=y 7T g o 1
I \/5 Q/}er)\ 2 1/}2 [j)\] \/5 Q/}fry)\ 2 1/12 2 1/}1’}/)\ 2 ¢f

e Gu(z1 — x2) € il propagatore del campo debole

e~iwr@=z) gy — qyq,/M?
(2m)* ¢* — M?

Gku(xl —T) =

2 1 — . 1-— 4
A= % /ﬂc’yA 275 U € PP G (1 — ) Ty 2% we TP dlnd'e,
Nella maggior parte dei casi di interesse ¢*> < M? (M ~ 80 GeV) e, introducendo

\Y e \Y v

Figure 4.25: Grafici di Feynman dello scattering v.e™ — e~ v, per corrente carica e
neutra

la costante universale di Fermi, G //2 = ¢*/8M?,

A= ﬁ {UC’V/\(l - 75)164 [Taya(1 — v5)up] (27)*6* (pa + Do — Pe — Pa)

Mediando sugli spin dello stato iniziale e sommando sugli spin dello stato finale

|Api2 = 64G* (pa - pe) (Db - Pa)

La cinematica e la stessa di processi gia studiati. Nel riferimento del centro di massa
abbiamo p o
1
@ = 16G?s* = — s
) . =~ 64r?s 472
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cioe la sezione d’urto differenziale del processo v.e~ — e~ 1, non dipende dall’angolo

di diffusione, e
GQ
o(vee” — e 1) =—35
s

Nota: non e stato considerato lo scattering v.e™ — 1.~ mediato dal campo debole
neutro.

Scattering v.e” — e 7,

[’ampiezza di questo processo si ottiene dal precedente per simmetria di incrocio
scambiando p, <> —pg, cioe s <« t, ed € un processo di annichilazione nel canale s
(Fig.4.26).

<|
<|

0
+ z
e e

Figure 4.26: Grafici di Feynman dello scattering v.e™ — e~ 7, per corrente carica e
neutra

Trattando, come sopra, solo lo scattering per corrente debole carica:

|Ayil? = 64G? (—pa - pe) (—py - pa) = 64G* t* = 64G* s* (1 — cos)?

dove 6 & 'angolo 7y, A e,y (se 0% & Pangolo Uy, A Ugyy: cos0* = — cosf).
do G? (1 —cosf)?
- = —
Q) dr? 4
o L G? o(e” —ev) 1
o(Ve™ — e V)=—5 S
3 o(vee- —e1v,) 3

La dipendenza delle sezioni d'urto dall’angolo di diffusione si spiega con la conser-
vazione dell’elicita dei fermioni ad alta energia.

e Nella diffusione v.e™ — e v, (T.e™ — e™7,.) fermione e antifermione hanno
elicita uguale e il momento angolare ¢ J = 0: la distribuzione angolare nel
centro di massa ¢ isotropa.

vrer — eV URER — €RrVR A ~ costante

e Nell’annichilazione v.e~ — e 7, (v.e™ — etv,) fermione e antifermione hanno
elicita opposta e il momento angolare ¢ J = 1 con J, = +1 (J, = —1):
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la distribuzione angolare nel centro di massa corrisponde alla rotazione del
momento angolare J = 1 attorno ad un asse L z

VRrer, — eLVR VLER — ERV[, A~ (1 — COS 0)/2

Nello stato finale, per la conservazione dell’elicita si ha J,, = —1 (J,, = +1)
lungo l'asse 2/, cio¢ una sola proiezione su 2.J + 1 = 3.
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4.19 Premi Nobel citati nel testo

1901
1902

1903

1904
1905
1906
1907
1908
1911
1911
1914
1915

1917
1918
1921
1921
1922
1922
1923
1924
1925

1927
1929
1930
1932
1933
1934
1935
1935
1936

1938

Wilhelm Rongten
Hendrik Lorentz
Pieter Zeeman
Henri Becquerel

Pierre Curie, Marie Curie

Lord Rayleigh
Philipp Lenard
Joseph Thonson
Albert Michelson
Ernest Rutherford *
Wilhelm Wien
Marie Curie *
Max von Laue
William Bragg
Lawrence Bragg
Charles Barkla
Max Planck
Albert Einstein
Frederick Soddy *
Niels Bohr
Francis Aston *
Robert Millikan
Manne Siegbahn
James Franck
Gustav Hertz
Arthur Compton
Charles Wilson
Louis de Broglie
Venkata Raman
Werner Heisenberg
Erwin Schrodinger
Paul Dirac
Harold Urey *
James Chadwick
Frédéric Joliot *
Iréne Curie *
Victor Hess

Carl Anderson

Enrico Fermi

scoperta dei raggi X
influenza del magnetismo sull’emissione di radiazione

scoperta della radioattivita

studio dell’emissione di sostanze radioattive
studio della densita dei gas

ricerche sui raggi catodici

studio della conducibilita nei gas
realizzazione dello spettrometro di Michelson
studio delle proprieta di sostanze radioattive
leggi della radiazione termica

scoperta del radio e del polonio

scoperta della diffrazione dei raggi X dai cristalli
studio della struttura cristallina con raggi X

scoperta dell’emissione di raggi X atomici
scoperta dei quanti di energia

scoperta delle leggi dell’effetto fotoelettrico
ricerche sulla natura degli isotopi

teoria della struttura atomica

sviluppo dello spettrometro di massa

carica elettrica elementare e studio dell’effetto fotoelettrico

ricerche sulla spettroscopia a raggi X
studio della diffusione di elettroni dagli atomi

scoperta dell’effetto Compton

invenzione della camera di Wilson

scoperta della natura ondulatoria dell’elettrone
scattering della luce e effetto Raman

creazione della meccanica quantistica

teoria quantistica dell’atomo

scoperta del deuterio
scoperta del neutrone
scoperta di nuovi elementi radioattivi

scoperta della radiazione cosmica
scoperta del positrone
studio di reazioni indotte da neutroni lenti

* premio Nobel per la Chimica
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1939
1943
1944
1944
1945
1948
1949
1950
1951

1951

1952
1954

1955

1957
1958

1959
1960
1960
1961
1963
1965
1967
1968
1969
1975
1976

1978

Ernest Lawrence

Otto Stern

Isidor Rabi

Otto Hahn *

Wolfgang Pauli

Patrick Blackett

Hideki Yukawa

Cecil Powell

John Cockeroft

Ernest Walton

Edwin McMillan *

Glenn Seaborg *

Felix Bloch, Edward Purcell
Max Born

Walter Bothe

Willis Lamb

Polykarp Kusch

Chen Yang, Tsung-Dao Lee
Pavel Cherenkov

II'ja Frank, Igor Tamm
Emilio Segre

Owen Chamberlaim
Donald Glaser

Willard Libby *

Robert Hofstadter

Rudolf Mdossbauer

Eugene Wigner

Maria Mayer, Hans Jensen
Julian Schwinger

Richard Feynman
Sin-Itiro Tomonaga

Hans Bethe

Luis Alvarez

Murray Gell-Mann

Aage Bohr, Ben Mottelson
Leo Rainwater

Burton Richter

Samuel Ting

Arno Penzias

Robert Wilson

invenzione del ciclotrone e produzione di elementi radioattivi
metodo dei raggi molecolari e momento magnetico del protone

metodo della risonanza magnetica nucleare
scoperta della fissione dei nuclei pesanti
scoperta del principio di esclusione

metodi di osservazione della radiazione cosmica

studio delle forze nucleari e previsione dell’esistenza dei mesoni
sviluppo delle emulsioni nucleari e scoperta dei mesoni
metodi di accelerazione di particelle e studio di reazioni nuleari

studio di elementi transuranici

risonanza magnetica nucleare

interpretazione statistca della funzione d’onda
metodo della coincidenza temporale

struttura fine dello spettro dell’idrogeno

misura del momento magnetico dell’elettrone
studio dell’invarianza per trasformazione di parita
scoperta e interpretazione dell’effetto Cherenkov

scoperta dell’antiprotone

invenzione della camera a bolle

metodo di datazione con il Carbonio-14
ricerche sullo scattering di elettroni da nuclei
ricerche sull’assorbimento di risonanza di fotoni
studi sulle leggi di simmetria delle particelle
studi sulle leggi di simmetria dei nuclei
sviluppo dell’elettrodinamica quantistica

teoria delle reazioni nucleari
scoperta di stati risonanti delle particelle

scoperta delle leggi di simmetria delle interazioni adroniche

modelli collettivi dei nuclei
scoperta della risonanza J /v

scoperta della radiazione cosmica di fondo

* premio Nobel per la Chimica

429



1979
1980
1983
1984
1988
1990

1992
1994

1995

1999

2002

Sheldon Glashow, Abdus Salam
Steven Weinberg

James Cronin, Val Fitch
William Fowler

Carlo Rubbia

Simon van der Meer

Leon Lederman, Melvin Schwartz
Jack Steinberger

Jerome Friedman

Henry Kendall, Richard Taylor
Georges Charpak

Bertran Brockhouse

Clifford Shull

Frederick Reines

Martin Perl

Gerardus 't Hooft

Martinus Veltman

Raymond Davis

Masatoshi Koshiba

teoria elettro-debole delle interazioni fondamentali

scoperta della violazione della simmetria CP
studio delle reazioni nucleari e formazione degli elementi
scoperta dei bosoni vettori W e Z

scoperta del neutrino p
studio della struttura a quark del nucleone

sviluppo dei rivelatori di particelle ionizzanti
sviluppo della spettroscopia neutronica

sviluppo della diffrazione di neutroni

scoperta del neutrino

scoperta del leptone 7

consistenza quantistica della teoria elettro-debole

osservazione dei neutrini solari
osservazione dei neutrini di origine cosmica
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4.20 Esercizi

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 27 aprile 1995

1. Nell’anello di collisione protone-antiprotone del CERN si fanno circolare pro-
toni di impulso p = 300 GeV/c. L’anello ha raggio R = 1 km. La camera a
vuoto contiene aria (azoto, Z = 7, A = 14, densita NTP p = 1.25 1073 g em™3)
a pressione P = 107! atmosfere. Calcolare:

- il campo magnetico nell’anello;

- il periodo di rivoluzione dei protoni;

- il coefficiente di assorbimento dei protoni se la sezione d’urto di interazione
con i nuclei del gas ¢ o = 300 mb (mb = 10727 cm?);

- la vita media del fascio, cioe I'intervallo di tempo in cui l'intensita del fascio
si riduce al valore e~! di quella iniziale.

2. Nell’articolo Possible Ezistence of a Neutron J.Chadwick sostiene che, per sp-
iegare l'emissione di protoni con velocita v, ~ 3 10° em/s mediante effetto
Compton, e necessario che nel processo vengano emessi fotoni con energia di
almeno 50 MeV. Giustificare questa affermazione: calcolare I'impulso mas-
simo ceduto da un fotone di energia F, = 50 Mel” ad un protone per effetto
Compton, I’energia cinetica del protone e la sua velocita.

3. Un canale magnetico seleziona particelle di impulso p = 0.5 GeV/c. Le par-
ticelle hanno massa m, = 0.14 GeV/c2 e myg = 0.50 GeV/cQ. Per selezionare
le particelle si usa il tempo di volo tra due rivelatori a scintillatore plastico
(densita p =1 g em™3, dE/dx = 2 MeV/g em™2, X, = 40 c¢m) che hanno
spessore di 2 cm e sono ad una distanza di 3 m uno dall’altro. Calcolare:

- la velocita dei due tipi di particelle;

- il tempo di volo tra i due rivelatori per i due tipi di particelle;

- la risoluzione temporale di ciascun rivelatore (si assuma uguale) necessaria
per selezionare le particelle entro almeno 4 deviazioni standard;

- I’energia perduta nel primo rivelatore;

- ’angolo medio di deflessione coulombiana multipla, per i due tipi di particelle,
dopo aver attraversato il primo rivelatore.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 16 maggio 1995

1. Usando la formula di Bethe-Weizsacker calcolare 'energia di legame dei nuclei
isobari con A = 27: 2TMg, 2TAl, #7Si. Determinare quale ¢ il nucleo pil
stabile e indicare quali sono i contributi all’energia di legame che rendono gli
altri meno stabili.

[Coefficienti: termine di volume = 15.7, di superficie = 17.2, coulombiano =
0.71, di pairing = 23.3, di simmetria = + 12 MeV].

2. Il nucleo di §L7 ha momento magnetico p = 0.82 py. I momenti magnetici del
protone e del neutrone sono rispettivamente 1, = +2.79 uy e p, = —1.91 pn.
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Quale informazione si ricava sullo spin del nucleo $Li ? Sulla base di quali
argomenti spiegate che il nucleo SHe ha spin 0 ? Scrivere la reazione del
decadimento 3 del nucleo $He. Stimare, sulla base dei contributi all’energia
di legame, se sia energeticamente possibile e indicare che tipo di transizione si
ha nel decadimento.

3. Tl nucleo di deuterio, 2H, ha energia di legame 2.23 MeV. 1l nucleo di trizio,
3H, ha energia di legame 8.48 MeV. Calcolare I’energia che occorre per portare
due nuclei 2H alla distanza di 1.4 107! ¢m e la temperatura corrispondente.
Se in queste condizioni avviene la reazione di fusione

H+ 1H— 3H+ X
indicare quale particella viene prodotta nello stato finale e calcolare 1’energia

prodotta nella reazione di fusione.

[k =8610"" MeV/K |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 19 giugno 1995

1. Nell’annichilazione di antiprotoni di impulso p = 2.2 GeV//c¢ con protoni a
riposo vengono prodotte coppie AA. Considerare il caso di produzione sim-
metrica in cui le particelle A e A sono prodotte, nel riferimento del centro di
massa, a 90° rispetto alla direzione dell’antiprotone. Calcolare, nel riferimento
del laboratorio, 'impulso delle particelle A, I’angolo di produzione rispetto alla
direzione dell’antiprotone e il cammino medio di decadimento.

[ m, =0.938, my =1.116 GeV/c*; 71y =2.610"" s].
2. Le frazioni di decadimento dei mesoni K° in coppie di pioni sono:
BR(KS — 7777) =0.686  BR(K) — ntn~) =203 107"

BR(K§ — 7°7°) =0.314  BR(K} — 7°7°) = 0.91 107°
Spiegare in base a quale legge di simmetria il decadimento K7 — 77 € sop-
presso rispetto al decadimento K — mm. Spiegare in base a quale regola di
selezione si giustifica il rapporto
BR(K® — m°n°) 1

BR(K° — ntr=) ~ 2

3. Il valore della vita media del leptone p ¢ legato alla costante di Fermi dalla

relazione
G2 (mﬂ 02)5
192 73

Il leptone 7 decade in elettrone o muone con frazioni di decadimento:

— == I,=T(p—v,ev.) =

BR(T — v, e U,) = 0.177 £ 0.002 BR(t — v, p7,) = 0.180 £ 0.002
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Spiegare perché le probabilita di decadimento del leptone 7 in elettrone e
muone sono, entro gli errori di misura, uguali. Calcolare la vita media del
leptone 7.

[7,=2210"%s; m, =0.106, m, = 1.78 GeV/c?* 1927% = 6.0 10° |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 11 aprile 1996

1. Una particella neutra di massa M = 0.5 GeV/c? decade in due particelle di
carica opposta e di massa m; = my = 0.14 GeV/c?. Calcolare I'impulso e la
velocita delle particelle nel riferimento della particella M e la velocita di una
rispetto all’altra.

2. Una sorgente della potenza di 107* W emette in modo isotropo raggi X di
energia 10 keV. La sorgente e schermata da un involucro che ha un foro di
raggio r = 0.5 ¢m a distanza d = 10 cm dalla sorgente. All’esterno vi € un
rivelatore dello spessore di 2 ¢m riempito con gas di densita 2 1073 g em™3. 1l
coefficiente di assorbimento dei raggi X nel gas ¢ = 20 g~ 'em?. 11 materiale
tra la sorgente e il rivelatore assorbe la meta dei raggi X. Calcolare il flusso di
energia che investe il rivelatore, il flusso di raggi X e la frequenza di conteggio
del rivelatore.

3. In un esperimento presso un anello di collisione le traiettorie delle particelle
cariche sono ricostruite in un rivelatore cilindrico di raggio » = 1 m riempito
con gas a pressione di 4 atmosfere e immerso nel campo magnetico uniforme
di un solenoide B, = 0.4 T. Nel centro del rivelatore viene prodotta una
particella di carica e con componente longitudinale e trasversa dell’impulso
p. = 3, pr = 4 GeV/c. La particella ha massa m < p/ec. Calcolare il
raggio di curvatura della traiettoria, I’angolo di deflessione nel piano trasverso
all'uscita del rivelatore, I'angolo r.m.s. di diffusione coulombiana nel piano
trasverso all’uscita del rivelatore e ’energia perduta nel rivelatore. Verificare
che (0rms) < Oeurv, AE K E.

y y
I ~bobina_
—— 7 X

[ Per il gas, a condizioni NTP,
p=210"3gem™3; X,=40g cm ™2 (dE/dx) =2 MeV gtem? |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 16 maggio 1996

1. 11 nucleo $°Ra decade a con periodo di dimezzamento ¢/, = 1602 anni.
L'unita di misura di attivita (1 Curie = 1 C4i) ¢ definita come il numero
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di disintegrazioni al secondo di un grammo di radio. Scrivere la reazione del
decadimento. Calcolare il numero di nuclei presenti in un grammo di 22°Ra e
il numero di disintegrazioni al secondo corrispondenti all’attivita di 1 C'.

[ 1 anno ~ 7 107 secondi |

2. 1l nucleo 2H decade (3 nel nucleo 3He. Nel decadimento l’energia cinetica
massima dell’elettrone e 19 keV'. Indicare la configurazione di decadimento
in cui l'energia cinetica dell’elettrone ¢ massima. Calcolare la differenza di
energia di legame tra i due nuclei. Nell’ipotesi che la differenza di energia di
legame sia dovuta alla repulsione coulombiana dei due protoni nel nucleo 3He,
calcolare la distanza media dei protoni.

3. Nell’esperimento Measurement of the helicity of the neutrino si sfrutta la flu-
orescenza di risonanza nucleare nel decadimento v del nucleo (52Sm* che ha
vita media 7 = 3 107" s. Il nucleo {3?Fu, a seguito di cattura elettronica,
decade nello stato eccitato §3>Sm* e in un neutrino di energia E, = 0.84 MeV.
La differenza di massa tra i nuclei $3°Eu e §52Sm ¢ 1.3 MeV/c?. L'energia di

legame dell’elettrone catturato ¢ trascurabile. La massa del nucleo §52Sm ¢

142 GeV/c?. Calcolare:

- la larghezza di riga nel decadimento {32Sm* — §52Sm +;

- la differenza di energia nella transizione;

- la differenza tra ’energia del fotone in assorbimento e ’energia del fotone in
emissione.

Spiegare quale e il meccanismo per cui si ha nell’esperimento 1’assorbimento

di risonanza v + §52Sm — §52Sm*.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 12 giugno 1996

1. Un fascio di mesoni 7~ e inviato su un bersaglio di idrogeno liquido per studiare
la produzione di barioni ¥. Indicare gli stati finali a due particelle in cui
vengono prodotti barioni ¥ e la composizione in autostati di isospin. Calcolare
I’energia di soglia dei mesoni 7.

2. La reazione ete” — ¢ — KK~ viene prodotta in un anello di collisione

che ha luminosita L = 10%? em™2s7!. La sezione d'urto & o(ete™ — ¢) =

4 1073 em?  La frazione di decadimento ¢ BR(¢ — KTK~) = 0.5. La

distribuzione angolare e
d*n 3
dp dcos @ 8

sin’0

Calcolare 'impulso dei mesoni K e il numero di eventi al secondo in cui en-
trambe i mesoni decadono in un rivelatore che ha accettanza 0 < ¢ < 2,
/4 < 0 < 3r/4, 10 em < r < 100 c¢m, dove r ¢ la distanza dal punto di
incrocio dei fasci.

[ my =1.019, mg = 0.494 GeV/c?, 7 = 1.24 1078 s ]
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3. Il barione ¥ decade ¥t — p 7° e ¥F — n mF con vita media 7 = 0.80 10719 5

e con frazioni di decadimento
BR(Z+ — p ) =0.516 £+ 0.003 BR(ZJr —n 7r+) = 0.483 £+ 0.003

Verificare, sulla base della legge Al = 1/2, che gli elementi di matrice dei
decadimenti sono uguali e giustificare perché BR(XT — p n°) > BR(XT —
n 7). Indicare i decadimenti piu probabili del barione ¥~ e dare una stima
della vita media del barione ™.

masse in GeV/c?
° Tt  K* K° P n A° )Ins ye ¥
0.135 0.140 0.494 0.497 0.938 0.939 1.116 1.189 1.193 1.197

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 3 aprile 1997

1. Il muone ¢ una particella instabile di massa 105 MeV/c? e vita media 2.2 107 s.
Un fascio di muoni viene fatto circolare in un anello di raggio R = 14 m con
un campo magnetico uniforme B = 0.5 T normale al piano dell’anello. Calco-
lare I'impulso dei muoni, il periodo di rivoluzione e la frazione di muoni che
decadono in un periodo.

2. Una particella a (m, = 3.7 GeV/c?, z = 2) di energia cinetica E, = 7.4 MeV
viene inviata su un bersaglio costituito da un sottile foglio di rame dello spes-
sore di 5 104 em. Calcolare la perdita di energia per ionizzazione nel foglio di
rame, l'energia cinetica e I’angolo di diffusione coulombiana multipla all’uscita
del foglio.

Rame: Z = 29, A = 64, densita = 9.0 g/cm?, X, = 1.4 cm
(%)mm = <%)Bv=3 =1.4 MeV/g cm™

3. Nella positron-emission tomography (PET) si sfrutta il decadimento del positro-
nio (stato legato ete™) in due fotoni. Il positronio si forma fissando una
sorgente radioattiva S nel campione da analizzare, i positroni emessi dalla
sorgente vengono catturati dagli elettroni del campione con probabilita inver-
samente proporzionale alla velocita relativa e si assume che il positronio decada
a riposo. I fotoni emessi nel decadimento vengono diffusi per effetto Compton
nel materiale che circonda il campione. Un rivelatore registra i fotoni se hanno
energia maggiore di una soglia E pari a 80% dell’energia dei fotoni emessi.
Calcolare il valore minimo e massimo dell’energia dei fotoni diffusi per effetto
Compton, il coefficiente di assorbimento per fotoni diffusi con energia E' < E,
e la probabilita che il rivelatore registri la coincidenza di due fotoni.

Il materiale che circonda il campione € acqua e lo spessore ¢ 10 cm. La sezione
d’urto differenziale di diffusione Compton e

do 2E/2E’+E -
=71, | —= — + = —sin
dcost °\ FE E F
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Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 15 maggio 1997

1. Si vuole misurare la distribuzione di carica elettrica del nucleo 39Ca con dif-
fusione elastica di elettroni di impulso 400 MeV /c. Si fa l'ipotesi che la dis-
tribuzione sia uniforme per » < R e nulla per » > R dove R e il raggio medio
del nucleo: R =1.25 10713 em - A3,

Calcolare per quali valori dell’angolo di diffusione si hanno i primi due massimi
della sezione d’'urto differenziale e il valore della sezione d’'urto differenziale in
queste condizioni di misura.

2. Gli isotopi del Torio (Z = 90) decadono per emissione « in isotopi del Radio
(Z = 88). Le catteristiche di alcuni isotopi sono:

Z A BE(Mev) J” 1(s) Z A BE MeV) JP
90 230 1755.22 0t 3.410%2 88 226 1731.69 0t
90 229 174843  5/2T 3.3 10 88 225 172530  3/2°T
90 228 1743.19 0t 87107 88 224 1720.41 0t

Calcolare I'energia cinetica, 'impulso e lo stato di momento angolare delle
particelle o emesse nei decadimenti del Torio. Riportare le energie e le vite
medie nel grafico. Il decadimento 22°Th — 22°Ra + « ha vita media circa
due ordini di grandezza maggiore rispetto all’estrapolazione degli altri dati.

Spiegare qualitativamente perché.
[ m, = 938.27, m,, = 939.57, m, = 0.51, m, = 3727.38 MeV/c* |

3. Tl nucleo $9Co(5T) decade 3 nello stato eccitato SaNi*(4™) del nucleo di Nichel.
Questo decade v nello stato eccitato $9Ni*(21) che, a sua volta, decade ~y nello
stato fondamentale S3Ni(0T). La differenza di massa & M (53C0o) — M (5INi) =
3.33 MeV. L’energia dei fotoni emessi e 1.17 e 1.33 MeV. Indicare che tipo di
transizione si ha nel decadimento 3 e calcolare il valore massimo dell’energia
cinetica dell’elettrone. Indicare quali tipi di transizione si hanno nei decadi-
menti v e dare una stima della vita media del decadimento 2 — 0" nel nucleo
SN

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 6 giugno 1997

1. In un esperimento in cui si e misurata la massa del pione neutro, i mesoni 7°
vengono prodotti con la reazione 7~ p — 7° m in cui i mesoni 7~ vengono
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catturati a riposo in un bersaglio di idrogeno. Calcolare 'impulso dei mesoni
7, 1 valori minimo e massimo dell’energia dei fotoni emessi nel decadimento
m° — 7 v e la distribuzione di energia dei fotoni, dn/dE,. Calcolare i valori
minimo e massimo dell’angolo tra i fotoni.

2. 11 mesone pseudoscalare 7° ha numeri quantici J7¢ = 0=+ e decade per inter-
azione elettromagnetica con vita media 7 = 5.6 1071 s. I modi di decadimento
piu probabili e le relative frazioni di decadimento sono elencati nelle prime
due colonne. Calcolare le larghezze parziali dei decadimenti del mesone 7°. 1
decadimenti nella terza colonna non sono mai stati osservati. Spiegare perché
questi decadimenti non si osservano indicando quali leggi di conservazione sono

violate.
decadimento BR decadimento ?
n =y 0.392 =y
7n° — % 7w 0.321 n° — m° w°
n° —7at 7 0.232 n° — w0y

3. Descrivere nel modello a quark il decadimento semileptonico del pione carico,
m~ — 7w e~ 7, e il decadimento 3 del neutrone. Disegnare i diagrammi di
Feynman. Calcolare la frazione di decadimento BR(m~ — 7° e~ 7) dal valore
della vita media del pione carico (7, = 2.60 107 s) e del neutrone (7, = 887 s).
Approssimare per 'elettrone: ppez & Enae > me in entrambe i casi.

[ M+ = 139.6, myo = 135.0, m, = 938.3, m,, = 939.6 MeV/c* ]

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 8 aprile 1998

1. Un acceleratore lineare LINAC-RF accelera elettroni da 10 MeV a 20 GeV
con una differenza di potenziale alternata di ampiezza 100 kV a frequenza
di 20 GHz. Calcolare il gradiente di energia, la lunghezza dell’acceleratore
e la distanza percorsa da un elettrone misurata nel sistema di riferimento
dell’elettrone.

2. La radiazione cosmica primaria e costituita prevalentemente di protoni che
interagiscono negli strati esterni dell’atmosfera terrestre. Consideriamo un
modello semplificato dell’atmosfera composta da azoto, di spessore 100 km e
densita media pari a 1/10 della densita p, sulla superficie terrestre. La sezione
d’urto di assorbimento e pari alla sezione del nucleo di azoto di raggio R =
R,AY3. Calcolare il coefficiente di assorbimento dei protoni, la probabilita che
un protone diretto lungo la verticale raggiunga la superficie terrestre e ’energia
perduta per ionizzazione in una lunghezza di attenuazione considerando che
la velocita ¢ tale che (dE/dx);,n = costante = 2.5 MeV/g cm™2.

[A=14; R, =125 107" c¢m; p, = 1.25 1073 g cm ™3 |

3. Elettroni di energia 1 GeV vengono inviati su un bersaglio di idrogeno e si
osserva la diffusione elastica ad angolo polare § = 60°. Calcolare il valore del
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4-impulso trasferito. I fattori di forma del protone sono parametrizzati con la
funzione

F(¢* = 0)
(1+¢%/g2)’
con g2 = 0.71 GeV?2. Calcolare il valore dei fattori di forma elettrico e mag-

netico e la sezione d’urto misurata con un rivelatore di accettanza A¢ = 27,
A0 = 20 mrad.

[ 7. =2.82 107" e¢m; me = 0.51 MeV/c?; m, = 0.938 GeV/c%; p, = 2.79 py |

F(¢?) =

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 12 maggio 1998

1. 11 nucleo 27Si decade 3T mel nucleo stabile ?ZAl che ha energia di legame
22495 MeV. L’energia cinetica massima del positrone e 3.79 MeV. Calco-
lare I'energia di legame del nucleo 27Si. Facciamo l'ipotesi che la differenza di
energia di legame dei nuclei sia dovuta alla differenza di energia elettrostatica
- giustificare questa ipotesi;

- dimostrare che, nell'ipotesi che la densita di carica del nucleo sia rappresen-
tata da una distribuzione uniforme in una sfera di raggio R, ’energia elettro-
statica ¢ E = 3Z%ahc/5R;

- calcolare, in questa ipotesi, il raggio dei nuclei con A = 27.

2. Trraggiando nuclei §Be con particelle a si formano nuclei (2C. Completare la
reazione. Calcolare I'energia cinetica minima delle particelle o per superare la
barriera di potenziale. Calcolare, sulla base del modello a strati a particelle
indipendenti, lo spin e la parita dei nuclei coinvolti nella reazione. Nell'ipotesi
che il momento angolare orbitale nello stato iniziale sia L = 0, calcolare il
momento angolare orbitale nello stato finale.

3. Il carbonio naturale contiene 98.89% di {*C' e 1.11% di {>C' che hanno massa
atomica M (2C) = 12.000 u, M($3C) = 13.003 u. Calcolare la massa atom-
ica del carbonio naturale. Un organismo vivente contiene anche una pic-
cola frazione, 1.3 107'2, di {*C radioattivo che decade 5~ con vita media
7 = 8270 anni. Calcolare I'attivita di un grammo di carbonio in un organismo
vivente. Si misura 'attivita di un fossile di massa 5+ 0.005 g e si registrano
3600 decadimenti in 2 ore di misura. Calcolare 'eta del fossile e I'errore di
misura.

[ m, = 938.27, m,, = 939.56, m, = 0.51 MeV/c?; Rouceo ~ 1.25 fm - AY3 ]

[ 1 anno ~ 7 107 secondi |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 12 giugno 1998

1. Le frazioni di decadimento del barione A° in stati pione-nucleone sono

BR(A° — 7~ p) = 0.639 BR(A° — m° n) = 0.358
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Descrivere i decadimenti nel modello a quark. Spiegare quantitativamente il
rapporto tra i valori misurati.

2. Il barione Q™ (stranezza S = - 3) ¢ prodotto in interazioni di mesoni K~ con
bersaglio di idrogeno. Indicare lo stato finale (con il valore minimo di massa)
della reazione e calcolare I’energia cinetica minima dei mesoni K~ per produrre
lo stato finale. Q= & I'unico componente del decupletto di barioni di spin 3/2
che non decada per interazione nucleare. Spiegare il motivo.

masse in MeV/c?

0 nt K+ K° P n A° = = Q-
135.0 139.6 493.7 497.7 938.3 939.6 1115.6 1314.9 1321.3 1672.5

3. La risonanza 1 e uno stato legato ¢c del quarto quark ”¢” e ha massa m =
3.1 GeV/c* e spin 1. In anelli a fasci collidenti eTe™ si osserva un grande au-
mento della sezione d’urto di annichilazione ete™ — adroni in corrispondenza
della risonanza. Calcolare il valore della sezione d'urto o(ete™ — adroni) per
energia dei fasci minore della soglia di produzione del quark ¢ (2E ~ 3.0 GeV)
e al picco della risonanza. Le frazioni di decadimento sono BR(¢) — ete™) =
0.060 BR(¢ — adroni) = 0.878.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 12 aprile 1999

1. Un muone (carica e, massa 0.105 GeV/c?) di impulso 10 GeV /c attraversa una
lastra di spessore 70 cm di ferro magnetizzato, B = 2.0 T. La direzione del
muone e perpendicolare alla lastra; la direzione del campo € perpendicolare
all'impulso. Per p ~ 10 GeV/c, la perdita media di energia per unita di per-
corso di un muone in ferro ¢ (dF/dx) = 14 MeV /cm. Il cammino di radiazione
in ferro e 1.8 cm.

Calcolare I'impulso all’uscita della lastra, ’angolo di deflessione e la disper-
sione in angolo per diffusione multipla. Calcolare la risoluzione in impulso,
dp/p, se il rivelatore ha una risoluzione angolare §¢ = 1 mrad.

2. Il mesone 7° ¢ stato scoperto studiando la fotoproduzione su protoni a riposo
Tp—=Tp

Calcolare la minima energia del fotone nel laboratorio per produrre la reazione.
Calcolare in queste condizioni la velocita del centro di massa nel laboratorio e
I’energia del fotone nel centro di massa.

[ Mo = 0.135, m, = 0.938 GeV/c? |

3. Un fascio di elettroni di intensita 10® s=! e impulso 100 MeV /c viene inviato
su un bersaglio di Berillio (Z = 4, A = 9) di densita 1.8 g cm ™3 e spessore 0.5
cm. Si osserva la diffusione elastica con angolo polare # = 90° con un rivelatore
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di accettanza A¢ = 2w, Af = 100 mrad. Se assumiamo una distribuzione di
carica gaussiana, il fattore di forma elettrico si puo parametrizzare

F(¢?) = @ (r*)/6

Il raggio medio della distribuzione di carica del nucleo & (r?)!/2 = 2.8 fm.
Calcolare il valore del 4-impulso trasferito, la sezione d’urto differenziale e il
numero di elettroni registrati al secondo dal rivelatore.

[7.=2.8210"1 cm, m, = 0.5 MeV/c*, mp. = 8.4 GeV/c? ]

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 17 maggio 1999

1. Alcuni nuclei instabili sono formati in catene radioattive, ad esempio
U — 23°Th — 2°Ra — ...

Le vite medie per decadimento « sono 7 (23*U) = 3.5 10°, 7 (3°T'h) = 1.0 10° anni.
Nell’ipotesi che inizialmente siano presenti solo nuclei 9§4U verificare che per

t — oo le attivita a sono in equilibrio e calcolare il valore asintotico del
rapporto delle attivita A (231U) /A (33°Th). Calcolare dopo quanto tempo &
massima l'attivita del 23°Th e il numero di nuclei 22 Ra prodotti nell'unita di
tempo a partire da 1 mgrammo di 23'U.

2. Indicare, sulla base del modello a strati a particelle indipendenti, gli stati degli
isotopi del carbonio 'C, 2C, 13C', 1C. Calcolare lo spin, la parita, il momento
di dipolo magnetico e di quadrupolo elettrico dei nuclei.

[ pp = 4279, p,=-191 pn |

3. La reazione iniziale del ciclo di combustione del sole ¢ la fusione p p — d e* v
L’energia di legame del deutone e 2.22 MeV. Alla temperatura media del sole il
picco di Gamow corrisponde a 7' = 0.5 108 K. Calcolare in queste condizioni lo
stato di momento angolare e parita in cui avviene la fusione protone-protone.
Indicare se la transizione ¢ di tipo Fermi o Gamow-Teller. Calcolare il valore
massimo dell'impulso del neutrino e la forma della distribuzione di impulso del
neutrino, dn/dp,.

[k =8.610"" MeV/K; m,=938.27, m, = 939.56, m, =0.51 MeV/c*]

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 4 giugno 1999

1. II mesone p° ha massa 770 MeV, larghezza 150 MeV e numeri quantici [ =
1, JP® = 17—, Viene prodotto nell’annichilazione elettrone-positrone e le
frazioni di decadimento in stati di due particelle sono

ThrT Ty n°y efe”  ptpT
1.00 7107* 2.4107* 45107 4.5107°
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Calcolare il valore della sezione d’urto di produzione ete™ — p° al massimo
della risonanza. Discutere che tipo di interazione si ha nei decadimenti. Non
si osservano i decadimenti p® — 7%, p® — n°n°; spiegare il motivo.

2. In un esperimento per dimostrare la violazione della parita nell’interazione
debole si invia un fascio di mesoni 7+ di bassa energia su un assorbitore di
carbonio C'. T mesoni 77" sono rivelati in A e si arrestano nell’assorbitore. I lep-
toni put emessi nel decadimento sono rivelati in D e si arrestano nel bersaglio
B dove decadono. La coincidenza FE x F' segnala I’emissione di positroni con
energia F, > 2E7* /3. Calcolare 'energia massima E** dei positroni, in-
dicare in quale direzione vengono emessi con maggiore probabilita e spiegare
perché. Indicare cosa cambia se si usa un fascio di mesoni 7.

[ m, =106; m.=0.5 MeV/c*]

A
L S N R Co

3. I barioni ¥ hanno vita media 7(X7) = 0.80 10710 s, 7(X7) = 148 107 s e
decadono in modo semileptonico con frazioni di decadimento

YT Snetv YT ANetv Y- —one v Y- —ANe v
- 2.0 107° 1.03 1073 0.57 10~*

Rappresentare i decadimenti con i grafici di Feynman nel modello a quark e
spiegare perché non si osserva il decadimento X* — n e* v. Verificare la
validita della legge di Sargent (valore dell’angolo di Cabibbo: 6. = 0.22 rad).

[ m, = 0.940; mpo = 1.116; myg+ = 1.189; myg- = 1.197 GeV/c* |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 3 aprile 2000

1. In un anello di collisione asimmetrico vengono fatti collidere fasci di elet-
troni e positroni di energia rispettivamente 9 e 3 GeV. Calcolare ’energia
totale nel centro di massa e la velocita del centro di massa nel laboratorio.
Nell’interazione viene prodotta una coppia particella-antiparticella, ciascuna
di massa 5 GeV/c?, a 90° nel centro di massa. Calcolare 'impulso trasverso e
longitudinale nel laboratorio.

2. Lasezione d’urto di assorbimento di fotoni di energia &~ 100 kel in carbonio (A
= 12) e in piombo (A = 207) ¢ rispettivamente 2 b e 3 10 b (1 b = 1072* cm?).
Calcolare la frazione di fotoni assorbita in uno spessore di 10 cm di materiale
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organico a base di carbonio con densita 1 g em™3. Calcolare lo spessore di

piombo (densita = 11.3 g ¢cm™3) per ridurre l'intensita della sorgente di un
fattore 10°.

3. Il nucleo di elio ha massa 3.7 GeV/c?, spin zero e distribuzione di carica elet-
trica gaussiana con o = 1.1 107** em. Calcolare il raggio medio del nucleo di
elio. Elettroni di impulso 0.1 GeV/c vengono inviati su un bersaglio di elio e
si osserva la diffusione elastica ad angolo polare 8 = 90°. Calcolare il valore
del 4-impulso trasferito e della sezione d’urto differenziale.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 15 maggio 2000

1. Verificare con la formula delle masse di Bethe-Weizsicker che il nucleo $eCu
pud decadere sia 3% che 3. Indicare le reazioni di decadimento e calcolare
il valore massimo dell’energia cinetica del positrone e dell’elettrone. Quale
decadimento avviene con probabilita maggiore ?

2. L’energia di legame dei nuclei 3He e ILi ¢ rispettivamente 28.3 e 39.3 MeV.
Verificare se la reazione p ILi — 3He jHe ¢ esotermica o endotermica.
Indicare lo stato di spin-parita nel nucleo Li. Calcolare I’energia necessaria
perché la distanza tra protone e litio sia pari al raggio del nucleo % Li e i possibili
valori del momento angolare orbitale nello stato iniziale e finale.

3. L’energia irraggiata al secondo dal Sole & 3.8 10%° W. Nell’ipotesi che questa
sia prodotta nelle reazioni del ciclo protone-protone, calcolare il numero di
protoni consumati al secondo e il flusso di neutrini sulla Terra.

[ Distanza Terra-Sole = 1.5 10'* m ]
[m, =938.27 m, =939.56 MeV/c* |

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 5 giugno 2000

1. Il fascio primario di un protosincrotrone viene inviato su un bersaglio e a
valle del bersaglio si seleziona un fascio di mesoni 7 di impulso 200 GeV /c.
Calcolare il valore minimo e massimo dell’impulso dei leptoni p prodotti nel
decadimento e indicare i rispettivi stati di polarizzazione. Cosa cambia se si
seleziona un fascio di mesoni 7~ 7

2. Spiegare per quali interazioni avvengono i seguenti decadimenti

p° =t p° =t K° -t o~
Indicare spin, parita e momento angolare orbitale dello stato finale.
3. Le frazioni di decadimento semileptonico del barione ¥~ sono

BR(Y™ —ne v)=10210""° BR(YX™ — A°e p)=0.5710"*
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Rappresentare i decadimenti nel modello a quark e determinare il valore dell’
angolo di Cabibbo.

[m, =105.6 m; =139.6 my =1197.4 my = 11157 m, =939.6 MeV/c?|

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 2 aprile 2001

1. Nell’interazione di protoni in un bersaglio sottile vengono prodotte parti-
celle che hanno massa 1.1 GeV/c? e vita media 2.6 107'° s con valor medio
dell’impulso (p) = 10 GeV/c.

Calcolare il percorso medio delle particelle nel laboratorio e la frazione di
decadimenti in un rivelatore che inizia 10 cm a valle del bersaglio ed e lungo
100 e¢m.

2. Una sorgente emette raggi X di energia 100 kel in modo isotropo con potenza
1073 W. La sorgente ¢ schermata e i raggi X attraversano un foro di raggio 0.2
cm posto a 10 e¢m dalla sorgente e investono una lastra di Silicio posta dopo
il foro (Z = 14, A = 28, densita 2.3 g cm ™2, spessore 1 cm).

Calcolare il flusso di raggi X incidente sul bersaglio.

Un rivelatore di accettanza A¢ = 27, Af = 0.05 rad rivela i raggi X diffusi
per effetto Compton dagli elettroni del bersaglio ad angolo polare § = 60°.

Calcolare I'energia media dei raggi X diffusi e il numero medio di conteggi al
secondo registrati dal rivelatore.

3. Facendo collidere un fascio di protoni con un bersaglio di idrogeno si misura un
valore della sezione d’urto di assorbimento pari a 1.21 volte il valore asintotico
(p — o0) calcolato assumendo che il protone sia un disco completamente
assorbente di raggio R =1 fm.

Calcolare il valore dell'impulso nel riferimento del centro di massa, 'impulso
e la velocita del fascio di protoni nel laboratorio.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 14 maggio 2001

1. Calcolare I'impulso e 'energia di Fermi dei nucleoni nel nucleo (°O assumendo
una distribuzione a simmetria sferica con raggio R = 1.25 fm A'/3. L’energia
di legame del nucleo e 128 MeV'. Calcolare la profondita della buca di poten-
ziale nel modello a gas di Fermi. (Si trascuri la differenza di massa tra protone
e neutrone: m, = m, = 939 MeV/c?).

2. Tl nucleo $2Co, I” = 5%, decade 3 con vita media T = 7.5 anni nello stato
eccitato del nucleo $SN7*, I” = 47 Questo a sua volta decade nel nucleo
S9N, I” = 2% emettendo raggi v di energia E, = 1.2 MeV.

Scrivere la reazione del decadimento (3 e indicare il tipo di transizione. Indicare
il tipo di transizione radiativa e stimare la vita media del decadimento ~.
Calcolare le attivita 3 e v di una sorgente di 1 ug di $2Co0.
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1 anno=7 107 s

3. Nella fusione deuterio-deuterio si formano i nuclei $H e 3He. Scrivere le
reazioni. Calcolare ’energia prodotta in ciascuna reazione e il rapporto tra
le sezioni d’urto.

Le energie di legame sono BE(3H) = 2.22 MeV; BE(3H) = 8.48 MeV;
BE(GHe) = 7.72 MeV.

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 7 giugno 2001

1. I decadimenti piu probabili dei barioni ¥ carichi hanno larghezze approssima-
tivamente uguali

T(EF —pr®) TSt - nrt) = T(E” —nr ) 2 4.2107° eV

Spiegare il perché sulla base del modello a quark.

Il barione ¥ neutro decade ¥° — A°y. Calcolare ’energia del fotone emesso nel
decadimento, indicare il tipo di transizione e valutare la larghezza di decadi-
mento. Indicare se sono possibili i decadimenti del barione >° in stati nucleone-
mesone 7 e spiegare perché e difficile osservarli.

[my =939 my = 1193 my = 1116 MeV/c?]

2. Il mesone p ha spin 1, esiste in tre stati di carica elettrica e decade per inter-
azione adronica in stati di due mesoni 7.

Indicare la decomposizione in autostati di isospin, se sono simmetrici o an-
tisimmetrici, quali sono i modi di decadimento e gli autovalori di parita e
coniugazione di carica del mesone p.

3. In un esperimento per misurare la sezione durto di interazione inelastica di
neutrini su nucleone, v, N — p~ X, sirichiede £, > 4 GeV, Ex > 6 GeV/
(Ex ¢ lenergia cinetica dei frammenti del nucleone).

Definire, per neutrini di energia 100 GeV, i limiti di accettanza nell’energia
ceduta, v, e calcolare il valore della sezione d'urto che si misura assumendo
che le funzioni di struttura relative a quark e antiquark siano

F(z)=8z (1 -x)* Fy(z) =08 (1—2)"

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 8 aprile 2002

1. Due osservatori partono dallo stesso punto nello stesso istante e viaggiano di
moto rettilineo uniforme in direzioni diverse. Dopo 15 miliardi di anni (stima
dell’eta dell’Universo) quale ¢ il valore del rapporto tra la velocita relativa dei
due osservatori e la loro distanza (costante di Hubble) 7 Se i due osservatori
sono a distanza 10%° m e il primo invia un segnale luminoso di frequenza v
quale ¢ la frequenza misurata dal secondo ?
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2. Un rivelatore di raggi X & costituito da una giunzione di semiconduttore (Si-
licio, A = 28, densita = 2.2 g em™3) di spessore 0.05 cm. Per raggi X di
10 keV la sezione d’urto di assorbimento per effetto fotoelettrico in silicio
¢ 6 10722 ¢cm?/atomo. Gli elettroni prodotti sono assorbiti nel materiale e
I’energia per produrre una coppia elettrone-ione in silicio ¢ 4 eV/. Calcolare la
probabilita di assorbimento di raggi X di 10 keV nel rivelatore, il numero di
elettroni prodotti per ionizzazione e la quantita di carica corrispondente.

3. Un fascio di protoni viene accelerato da una macchina elettrostatica con una
differenza di potenziale AV = 20 MV e inviato su un bersaglio di Carbonio
(nuclei di spin zero - si assuma me > m,). Osservando la diffusione elastica
ad angolo polare # = 0.2 rad si misura una sezione d’urto pari al 90% di quella
calcolata per nuclei puntiformi. Calcolare il valore dell’impulso trasferito e il
raggio medio del nucleo nell’ipotesi che la distribuzione di carica sia gaussiana
e a simmetria sferica.

c=3.010%m s ! 1 anno =7 107 s h=0.66 1072 MeV s my, =
938 MeV/c?

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 13 maggio 2002

1. L’idrogeno naturale e una miscela di due isotopi stabili, idrogeno e deuterio.
Il nucleo di deuterio ha energia di legame 2.23 MeV. La massa atomica
dell’idrogeno naturale e 940.19 MeV'. Calcolare ’abbondanza relativa dei due
isotopi nell’idrogeno naturale.

2. Nella reazione n *N — *C p vengono prodotti 0.63 MeV. Il nucleo §*C
decade 3~. Scrivere la reazione di decadimento e calcolare la massima energia
cinetica dell’elettrone. Indicare lo stato di spin-parita dei nuclei e il tipo di
transizione che si ha nel decadimento.

3. Una soluzione contenente 0.01 g di !B viene esposta per alcune ore ad un
fascio di protoni di flusso costante ® = 10® em2s7!. La sezione durto di
produzione dell'isotopo §!C ¢ o = 2 10725 em?. Questo decade 3 con vita
media 7 = 28 minuti. Alla fine dell’attivazione la soluzione viene iniettata
nell’organo di un paziente che, dopo 14 minuti, viene sottoposto a tomografia

al positronio. La tomografia dura 14 minuti.

Indicare le reazioni di attivazione e decadimento. Calcolare il numero di nuclei
$1C formati alla fine dell’attivazione e il numero di reazioni e*e™ — 7 durante
la tomografia.

m, = 938.27 my, = 939.56 me = 0.51 MeV/c?

Prova di esonero dalla prova scritta di esame - 14 giugno 2002

1. Indicare le reazioni di mesoni 7+ su bersaglio di idrogeno in cui si producono
mesoni K° oppure K° (77p — K°...; n7p — K°...) e gli stati finali hanno
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il minimo valore della massa. Calcolare la minima energia cinetica dei mesoni
7+ per produrre le reazioni.

Masse in GeV/c%:

Yid Tt K* K° P n A° »t 30 -
0.135 0.140 0.494 0.497 0.938 0.939 1.116 1.189 1.193 1.197

2. In un anello di collisione elettrone-positrone si producono mesoni ¢ e si os-
servano i decadimenti ¢ — 7y. L’energia dei fasci ¢ m,/2, la luminosita e
3-103 em™2s7!. Calcolare il numero di decadimenti ¢ — 77y prodotti al
secondo. Indicare il tipo di transizione che si ha nel decadimento ¢ — 7y e
calcolare I'energia del fotone emesso.

Numeri quantici ¢ : JZ =17, n:J =0~
Masse: my = 1.02,m,, = 0.55 GeV/c?
Frazioni di decadimento: BR(¢ — eTe™) =2.9 107*, BR(¢ — ny) = 1.3 1072

3. Studiando la produzione di coppie p*u~ in collisioni di mesoni 7 e 7~ su
bersaglio di idrogeno si misura

o(rp—pipX) 1

o(r p— ptp=X) 8

al limite in cui si puo trascurare il contributo di anti-quark nel protone. In-
terpretare questo risultato sulla base del modello a quark. Che rapporto si
ottiene con un bersaglio di deuterio ?

4.21 Risposte

27 aprile 1995

1. campo magnetico: B = 1 T periodo di rivoluzione: T = 2.1 107° s; coeffi-
ciente di assorbimento: p = 1.6 1071¢ em™1; vita media del fascio: 7 = 58 ore

2. impulso massimo: p'** = 95 MeV/c; energia cinetica: K'* = 5 MeV;
velocita: v = 3 10° ems™

3. velocita: B, = 0.96, Bx = 0.71; tempo do volo T = 1.04 1078 s, Ty =
1.41 107% s; risoluzione temporale: o, = 0.66 1072 s; perdita di energia:
AE, ~ AEx = 4 MeV; angolo di diffusione coulombiana multipla: 6, =
6.5 mrad; 0 = 8.6 mrad
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16 maggio 1995

1. Energia di legame: BEy;, = 227.2, BEy = 228.2, BEg; = 221.8 MeV
il nucleo 25 Al ¢ il pit stabile; il nucleo %5 M g ha repulsione coulombiana minore
ma la differenza neutroni-protoni ¢ maggiore; il nucleo #7Si ¢ il meno stabile
perche la repulsione coulombiana e maggiore

2. $Li: un protone e un neutrone nello stato 1ps s2; il momento magnetico ¢ ~
My + pin =088 un: I =1, L =0, P = +1;
SHe: due neutroni nello stato 1p3/2, spin S = 0, isospin T" = 1, L = pari:
L=0,I7 =07
mye—mrp; = 4.9 MeV, decadimento 3 §He — $Lie™ v possibile; transizione
Gamow-Teller.

3. Energia: E = 1.0 MeV; temperatura: T = 1.2 101 K
reazione: *H + *H — 3H + [H; Q=4.02 MeV

19 giugno 1995

1. impulso trasverso pr = 0.56 GeV'; impulso longitudinale p;, = 1.1 GeV'; angolo
di produzione: 6 = 0.47 rad = 27°; cammino medio di decadimento: A =
8.7 cm

2. se la simmetria C'P fosse esatta i decadimenti K? — 77 sarebbero vietati; nei
decadimenti deboli con AS = 1 vale la regola di selezione AI = 1/2; lo stato
ar e |l =0,13=0) e [{x°7° | 0,0)]*/|(zF7~ | 0,0)]* = 1/2

3. l'accoppiamento del campo debole con i leptoni e universale e le masse sono
Me < My my < my; 7 =3.01071 5
11 aprile 1996
1. impulso: p = 0.21 GeV/c; velocita: [ = 0.83; (. = 0.98

2. flusso di energia: ®x = 5.0 101 eVem 2571 flusso diraggi X: ®x = 5.0 107 em 2571
frequenza di conteggio: ny = 1.6 M Hz

3. raggio di curvatura: R = 33 m; angolo di deflessione: Af,, = 0.03 rad
angolo rms di diffusione coulombiana: 6,,,, = 4.4 10~* rad; perdita di energia:
AE =20 MeV

16 maggio 1996
1. Decadimento: 33°Ra — 32Rn + 3He; numero di nuclei in un grammo:

N = 2.7 10*'; attivitd di un grammo di Ra: A = 3.7 1019 s7!

2. 'impulso dell’elettrone massimo quando p, = 0; BEy — BEy, = 0.76 MeV;
d=1.9 fm

447



3. larghezza diriga: ' = 0.022 eV; differenza di energia: AE = 0.97 MeV'; B3 —
EZ™ = 6.6 eV < T'; nell’esperimento si osserva 'assorbimento di risonanza
quando il nucleo Sm* € emesso nella direzione del diffusore e ’energia del
fotone ¢ aumentata per effetto Doppler

12 giugno 1996
1. le reazioni sono 7 p — L-KT, 77 p — LOKY; gli stati di isospin sono
YK = \[1/313/2,-1/2) — /2/3 [1/2,-1/2)
YOKO = /2/313/2,-1/2) + \/1/3 [1/2,-1/2)
energia cinetica: K, > 0.90 GeV

2. impulso dei mesoni K: p = 0.125 GeV/c; numero di eventi al secondo: 1 =
53 st

3. barione X*: stato di isospin |I, I3) = |1, +1); possibili stati pione-nucleone

wn = \J1/3 [3/2,41/2) + /2/311/2,4+1/2)
™ = \/2/313/2,+1/2) — J1/3 [1/2,+1/2)
{rtn|H|ST)? = [(7%|H|XT)|> = 1; energia nello stato finale: Am(Xt —

p) > Am(XT — 7tn)
decadimento: ¥~ — 7 n; - = 1510719 s

3 aprile 1997

1. impulso: p = 2.1 GeV/¢; periodo di rivoluzione: T = 2.9 1077 s; probabilita
di decadimento in un periodo = 6.7 1073

2. perdita di energia per ionizzazione: AFE = 1.7 MeV; energia cinetica: K' =
5.7 MeV; angolo di diffusione coulombiana: 6,,,, = 60 mrad

3. B, = 017 MeV; E/ . = 0.51 MeV; coefliciente di assorbimento: p =

0.066 cm~!; probabilita per i due fotoni = 0.27

15 maggio 1997

1. |F(q)|* ha i valori di massimo per ¢R ~ nm; sinf/2 = n x 0.18;
doy/dQ=1.110"%" cm? doy/dQ) = 3.7 10730 cm?

K, Pa 14
20T, 226 Ry 469 187 0
29Th 2% Rg <508 <195 2, 4
28T 224 Ry 542 201 0

448



nel caso di emissione « in stato di momento angolare ¢ # 0 la differenza di
massa si divide in energia cinetica di traslazione e di rotazione e il fattore di
Gamow ¢ piu grande (la probabilita di decadimento & piu piccola)

3. Decadimento 3: elettrone e antineutrino sono emessi con spin paralleli, tran-
sizione Gamow-Teller; K** = 0.32 MeV;
transizioni radiative di quadrupolo elettrico; vita media: 7 = 3.2 10712 s
6 giugno 1997

1. impulso: p =28 MeV/c; E;m" =55 MeV; EJ'" = 83 MeV; con distribuzione
dn/dE. = costante; angolo tra i fotoni nel laboratorio: 6,,, = 2.73 = 156°;
Orae = ™ = 180°

2. larghezza di decadimento parziale: I'y = 1.2 keV BRy,
n° — 4yy non conserva C; n° — 7°7° non conserva P; n° — 7% non
conserva il momento angolare e non conserva C

3. 77 = (ud — uwuW ™) + (ud — ddW~) = 7%~ 0y; n = udd — uduW = = pe~ v,
BR(m~ — Woe_ﬂe) =1610"8
4 aprile 1998

1. gradiente di energia: AE/AL = 20/3 MeV m™!; lunghezza dell’acceleratore:
L = 3 km; distanza percorsa dall’elettrone = 0.57 m

2. coefficiente di assorbimento: p = 1.5 10~* m~!; probabilita = 3 10~7; perdita
di energia in una lunghezza di attenuazione: AE = 220 MeV

3. 4-impulso trasferito: ¢® = 0.65 GeV?; fattore di forma: Gg = 0.27; Gy = 0.76;
sezione d'urto: o = 1.0 10733 em?

12 maggio 1998

1. energia di legame: BFg; = 219.36 MeV; per una coppia di nuclei isobari
speculari I'unico termine diverso e quello relativo all’energia elettrostatica
JEV(r) p(r) dF; raggio dei nuclei: R = 4.2 fm

2. reazione: 3He + {Be — [*C + n; energia cinetica minima: K = 2.5 MeV

3sHe $Be *C n
F ot 3/2 0t 1/2°

momento angolare orbitale: Ly =1

3. massa atomica: 12.011 u; attivitd misurata oggi A, = 0.25 Hz g '; eta del
fossile: T'= 7610 £ 140 anni
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12 giugno 1998

1. decadimento A — 7%n, A° — 77 p; transizioni uds — udd wu, uds — udu ud;
quadrati degli elementi di matrice in rapporto |(7°n|1/2, —1/2)|*/|(m~p|1/2, —1/2)|> =
1 : 2; fattori di spazio delle fasi in rapporto pro, : pr—, = 105 : 101

2. reazione: K p — Q- KYK™; energia cinetica: Kx > 2.7 GeV; Q™ ¢ lo stato
barionico di energia piu bassa con stranezza S = —3, puo decadere solo per
interazione debole

3. sezione d’urto di annichilazione: o(eTe™ — adroni)s gey = 19 10733 cm?

o(ete™ — ¢ — adroni) = 8.0 1072 cm?

12 aprile 1999

1. energia finale: By = 9 GeV; angolo di deflessione: 6 = 44 mrad; dispersione
angolare: 00,,s = 9.2 mrad; risoluzione nella misura dell'impulso dp/p = 0.21

2. energia di soglia: E = 0.145 GeV; velocita del centro di massa: § = 0.133;
energia del fotone nel centro di massa: E* = 0.127 GeV

3. 4-impulso trasferito: @ = 0.14 GeV; sezione d’urto differenziale: do/dQ) =
4.3 1073 ¢m?; numero di eventi al secondo: 7 = 16 s+

17 maggio 1999

1. attivita del 23°Th massima per t,,q, = 1.75 10° anni
attivita a t,,4, di 1 mgrammo: 1.4 10° s7!

110 120 130 140
Ir 3/2= 0t 1/2= o0f
L -1.91 0 +064 0
Q 0 0 0 0

3. reazione pp — detv avviene con £ = 0, S = 0, J¥ = 0T: transizione nucleare
0t — 11 (Gamow-Teller); energia totale: W = 0.94 MeV'; impulso massimo
del neutrino: p;'** = 0.43 MeV

dn = costante x [(W —p,)* — mg]l/Q W —p,) p
Pv
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4 giugno 1999

1. sezione d'urto: e = 1072 em?; decadimento p® — 7F7~: interazione
adronica; decadimenti p® — 7%y, — n%y, — eTe™, — puTu~: interazione
elettromagnetica

decadimento p — 7%7% non conserva il momento angolare; decadimento p° —

n°7® non conserva la coniugazione di carica

2. decadimento yu — v,ev.: p*** =53 MeV/c
decadimento 7t — pFw,: p* ha spin opposto alla direzione di volo; decadi-
mento ut — 7,etv,: elettrone ha spin s, = s, e tende ad essere emesso in
direzione opposta alla direzione di volo del p*
decadimento 7~ — p~ v, p~ ha spin lungo la direzione di volo; decadimento
- — vue” Ue: lelettrone ha spin s, = s, e tende ad essere emesso in direzione
opposta alla direzione di volo del p~

3. ¥t — AYty: transizione suu — sudW—; ¥~ — A%~ v: transizione sdd —
sduW =
Y7 — ne” : transizione dds — dduW~; ¥t — netv: transizione AS # AQ
2

h BR(E — Xen) G2 | P

rz ~ 6078

I'(S — Xei) = (my — mx)°

sin? 6,
3 aprile 2000

1. energia totale: /s = 10.4 GeV; 3 = 0.5; impulso trasverso: pr = /2 GeV;
impulso longitudinale: p;, = 3 GeV

2. frazione di fotoni assorbiti = 0.63; spessore di piombo = 0.14 cm
3. raggio quadratico medio: (r?) = 1.9 fm; 4-impulso trasferito: Q = 0.14 GeV;

sezione d'urto: do/d2 = 2.2 10730 cm?

15 maggio 2000

1. decadimento 8*: $5Cu — S$iNi et v; decadimento 37: $3Cu — $3Zn e v
g K =0.93 MeV; (7 KM = 0.67 MeV; il decadimento S+ & pil
probabile

2. reazione p + (Li — 3He + 3He: Q = 17.3 MeV > 0; E > 1.8 MeV;
momento angolare orbitale: ¢; = dispari e £y = pari

3. numero di protoni consumati: 3.7 1038 s7!
flusso di neutrini sulla Terra: ®, = 6.5 10'* m =251
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5 giugno 2000
1. pPm = 0.57 pr = 114 GeV; pP* = p, = 200 GeV

mazxr min

. + + . . . . . .
decadimento 7" — pTv,: per pT'** polarizzazione negativa, per p7*" positiva

maxr min

decadimento 7~ — p~v,: per p7** polarizzazione positiva, per p7"" negativa

2. decadimento p — 777~ interazione adronica; Sy = 0, L = 1, J = 1,
P.=-1
decadimento p° — ptp~ interazione elettromagnetica; S,, = 1, L,, = 0,
J=1,P,, =-1
decadimento K° — #t7~ interazione debole; S, = 0, L., = 0, J = 0,
P =+1

3. X7 =dds — ddulW ™ — ddu e" v, = ne” 1,
Y~ =dds — uW~ds — uds e v, = Ne™ 1, tanf, = 0.24

2 aprile 2001

1. percorso medio di decadimento: A\ = 71 em; frazione di decadimenti nel rive-
latore = 0.66

2. flusso di raggi X: ®x = 0.5 10® cm 257 !; energia dei fotoni: E’ = 91 keV;
numero di fotoni diffusi al secondo: n = 4.9 10* s—!

3. impulso nel centro di massa: p* = 2.0 GeV/c; energia del fascio: F =
9.45 GeV; velocita: f = 0.995; impulso: p = 9.4 GeV/c

14 maggio 2001

1. impulso di Fermi: pp = 240 MeV/c; energia di Fermi: Kp = 30 MeV;
profondita della buca di potenziale: U = 38 MeV

2. decadimento 3: $9Co — S$YNi* e~ v; transizione Gamow-Teller
decadimento radiativo S9Ni* — $9Ni ~; transizione di quadrupolo elettrico
vita media v: 7, = 5.3 10712 s; vita media §: 75 = 2.4 10° s
attivita della sorgente: Ag =4.2 107 s7% A, = Ay

3.a) JH+?H — 3H+p;, Q, = 404 MeV ; b) 2H +3 H — 3He+n;
Qy = 3.28 MeV
ga)op = (Qu/Qp)* = 1.1

7 giugno 2001

1. decadimento X — A%y: transizione di dipolo magnetico; E, = 74 MeV;
larghezza di decadimento: T'(X° — A%y) = 2.4 10? eV
decadimento X° — 7N ha larghezza I'(3° — 7N) ~I'(3* — 7N) < ['(X° —

A%)

452



2. tre stati di isospin p*, p°, p~, antisimmetrici: p® = [(T(Cﬂ'b — Wbﬂc)/\/g}

decadimenti adronici: p* — 777% p° — xt7™, pm — 707~

parita: P, = —1; coniugazione di carica: Cpt = —p~, Cp~ = —p*, Cp® =
0
—pP

3. v=FE, — E,; Upin =6 GeV; Ve = 96 GeV'; 0 = 0.7 10735 em?

8 aprile 2002

1. H = velocita relativa/distanza = 2.1 1078 s7% / = 0.93 v

2. probabilita di assorbimento = 0.75; numero di elettroni: N = 2500; carica
elettrica: Q = 4.0 1076 C

3. impulso trasferito: Ap = 39 MeV/c; raggio quadratico medio: /(r?) = 2.8 fm

13 maggio 2002
1. abbondanza(} H) = 0.9985; abbondanza(?H) = 0.0015

2. decadimento: }*C' — N e~ U; energia cinetica: K™ = (0.15 MeV
C=0% MN =17, transizione Gamow-Teller.

3. reazione di attivazione: p+ }'B — {!C' +n; decadimento: §'C — i'Bet v;
numero di nuclei prodotti: ne = 1.8 107; numero di reazioni ete™ — vy =
4.4 106
14 giugno 2002

1. reazioni: 7tp — K'7t¥+: ntp — KOK+p
energia di soglia: 1.16 GeV; 1.37 GeV

2. decadimenti al secondo: n = 1.6 s~'; energia del fotone E, = 0.36 GeV;
transizione di dipolo magnetico

3. bersaglio di idrogeno: o(7%p)/o (7 p) x o(du uud)/o(ud uud) o €3/2e2 =1/8
bersaglio di deuterio: o(ntd)/o(n~d) = 1/4
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