CAPITOLO 12

ESTRAZIONE DI UN SEGNALE ANNEGATO NEL RUMORE

121 INTRODUZIONE

S considerano in questo capitolo acune applicazioni dellafunzione di corrdazione. E owvio che, per
il teorema di Wiener-Kintchine, le consderazioni che seguono possono essere trasferite nd dominio

delle frequenze operando sulla densita spettrae.

Nel capitolo precedente s € consderato il caso di un segnale S(t) di forma nota, rumoroso, dd quale
S vuole misurare un parametro dl'istante t,. S € visto come cogtruire un filtro ottimo, o sub-ottimo,

per massmizzareil rapporto segnae-rumore.

Tuttavia, ci sono cas in cui lateoria dd filtro ottimo finora vista non € gpplicabile perché non e nota
lag(t), masolo acune proprieta statistiche del segnae. In questo capitolo considereremo lateoria del

filtraggio ottimo per queste Stuazioni.

S e anche vigto nd capitolo 9 che affinché un parametro del segnde sia misurabile, € necessario che
sa SNR>1. Questo limite in redta vale quando occorre effettuare la misura sul singolo segnale, cioé
quando il vaore del parametro e diverso da segnde a segnde. Ci sono del cas in cui il segnde
dl'uscita dell'apparato € sempre egude a se stesso. Quedti cas vengono consderati in questo
capitolo, e s fain particolare vedere che il problema della misura é risolubile anche quando SNR<1.
Per es, la Fig. 12.1 rappresenta |'output di un apparato sperimentae ed il segnae nascosto dal
noise, edtratto con i metodi che vengono di seguito illudrati (le due fotografie non sono in scada, ma s

riferiscono ad un caso in cui SNR=0.1).
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122 RIVELAZIONE DELLA PRESENZA DI UN SEGNALE PERIODICO, DI

PERIODO IGNOTO, ANNEGATO NEL RUMORE

Sa

(12.2) x(0) = t) + bo)

l'output di un esperimento, ove t) da un segnae periodico di periodo T, ignoto, e b(t) Sa un
rumore additivo, cioé indipendente da S(t), gaussiano, stazionario a |1 ordine, ergodico. S suppone

anche, ora e nel seguito, che segnae e rumore Siano centrati.

Poiché cio che osserviamo, x(t), € in genere dd tipo di Fig. 12.1a, la domanda cui cerchiamo

rigpodta € la seguentes c'é o non c'é in x(t) un segnale s(t) delle caratteristiche richieste?

(periodico). S cerca quindi una risposta sulla presenza 0 meno di un t) periodico, non sulla sua

forma

S ottiene larisposta misurando la funzione di autocorrelazione di x(t):

o lim T
(12.2) Cull) = 1. 7 OISO+ BOIISE+ O+ B+ 1)
Per |a proprieta distributiva
(123) = Css(t) + Cbb(t)+ Csb(t) + Cbs(t)

Avendo suppogto S(t) indipendente da b(t), s ha
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(12.4) = Cs(t) + Cun(t)
Poiché, per segndi destori centrati, &

lim

212.5) L@ v

Ctb(t) =0

assumendo Cyp(t) ~ 0 per |t|>t, S avra

(12.6) Cu{t) ~ Cxf(t)

Si é detto nel par. 8.4 che C(t) contiene tutte, e sole, le armoniche di (t): dlora, la presenzadi una
periodicita in Gy(t), per t sufficientemente grande, rivelera la presenza di un segnae periodico in
X(1).

Ossarvazioni:

Occorre osservare la funzione di autocorrelazione dopo un t; grande, quando cioe s € sicuri che

I'autocorrelazione del noise é decaduta a zero. |l vaore di t; dipende dalle caratteristiche spettrdi del

noise: piu e bianco, piu rapidamente Cy,(t) vaa zero.

Il risultato (12.6) € rigorosamente vero solo per T® ¥. Poiché operiamo sempre su un T finito, le
autocorrelazioni sono solo simate, per cui la (12.6) € veraameno degli errori di sima; S noti chec

0no tre termini che concorrono a dare errore: Cyp, Chs, Csp.

L'effetto di questi errori gppare chiaro se s cacola quae miglioramento nel rgpporto segnae rumore

viene ottenuto col metodo su esposto, cioe ses cacolalafiguradi rumore dd corrdatore.

Per fare il cacolo, supponiamo per semplicita che gt) Ssasnusoidde

(22.7) = acos wit wy = 2p/T,

La potenza del segnde aliingresso del correlatore sard pertanto (ricordando che @os’xdx =

1/2(senxxe0sx+x))
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2
(12.8) Ps = = dp2cos'witdt = Cs(0) = a?

1
=

~|

Allora, essendo s? la potenza dd noise per la (8.18), il rapporto segnale rumore prima ddla

correlazione sara
(12.9) SNR = re= a/2s?

All'uscitadd correlatore s digpone di

(12.10) & ()= %Z‘jacoswlt +b(t)] [acos(wat + t )+ b(t+ t)] dt

0

cioé una gima della autocorrdlazione ddl'entrata. La stima € in generde dffetta da errore; essa €

quindi unavariabile deatoriail cui vaor medio
(21.12) E{C,.(t )}

(quindi, cio che ¢i aspettiamo di misurare dl'uscita del corrdatore) cogtituisceil "segnale” dl'uscita

dd corrdatore stesso.

Il "rumore" di uscitasaradloradovuto dl'errore di stima, che su unasingolamisuraé
(21.12) Cu(t) - EC, ()}

mentrein media quadraticae

(12.13) E{1C,.(t) - E{C, (ORI} = var &,(t)

cioe lavarianzadi Cy(t ), che codtituisce la potenza del “rumore" di uscita
Cdcoliamoiil "segnae’

(12.14) E{Cot = E{C}+ E{Cy}+ E{Cii}+ E{Cy}

E facile verificare, col teoremadi Fubini, che
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(12.15) E{C.}=ECy}=0
poiché b(t) é centrato. Inoltre
(12.16) E{Cy} = Cu(t)

poiché b(t) e supposto stazionario d |1 ordine. Pertanto

(12.17) E{Cu(t)} = E{Cy(t )} + Cun(t )
Ma
A 1T
(12.18) E{Css(t )] = E.’—(p COSW ,t xcosw (t+t)dt
iTo %
(12.19) _I_igal cosw;t xcosw, (t +t )dt

poiché{.} non e unavaricbile deatoria S ha

2

sinw, T
(12.20) = %coswlt a Sinwy

W1

SWl(T +t )

Se T>>T; (quindi, anche w; T>>1), il che e ragionevole se s fa una buona sima

(12.22) = (a’/2)coswit
Quindi
(12.22) E{C.} = —coswlt + Cp(t)

e seossarviamo il risultato per ft|>>t
(12.23) = (&/2)cos wyt

Questo el segnde dl'uscitade corrdlatore. La sua poterza e
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T1
172 a a*
12.24 = O -cofwitdt = =
( ) T 914 W 8

N

Il cacolo dellavarianza [1] conduce a

2+ 2 2
(12.25) var &, = %
essendo 2B = (-B, B) labanda passante dell'apparato di misuraprimade corrdatore. Questa banda
passante € verosmilmente grande, poiché non e nota la frequenza del segnae cercato. Questo
dgnificacheil noise s 2 sara grande.
Allora, il rapporto segnale rumore al'uscitadd correlatore sara

a*/8

24 g 2)g 2 1
12.26 = o= (@*s9s® _ gy
( ) S\IRO u 2BT E

2+ -
e

[l guadagno in rapporto segnae rumore, che e l'inverso ddlafiguradi rumore, &

(12.27) G= -t =

Comed vede, dipende da rapporto segnae-rumore di entrata.

Serg>>1, 9 haG ~ BT. In redta, questo caso non interessa, poiché ser >>1 non c'e problemaa

rivdlareil segnde, cherisultadi per sevishile Seinvecer g<<1
(12.28) G~BTreg

esaaG>1, cioe s avramiglioramento, se

(12.29) BT> 1re

La dtuazione diventa piu favorevole, ma a spese della complessita dell'gpparato, se s fraziona la

banda passante del segnde di entrata x(t) in n parti, mediante i filtri F,F,,...F, e s invialusitadi
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ciascun filtro ad un corrdatore, Fig. 12.2.

Se la potenza del noise di entrata & s sulla banda passante

X(t F CcC —»

B, la potenza del rumore al‘ingresso di ciascun correlatore

F cC —»

sara  s?n, supponendo che i filtri abbiano it la stessa

larghezza di banda. Poiché la frequenza dd segnde cercato

F cC —»
Fig.12.2 (se esste) cadra ndlla banda di un solo filtro, F, dlingresso

dd corrispondente correlatore, Cy, il rgpporto segnale-rumore sara
(12.30) re=nre

E chiaro che s osservera componente periodica solo al'uscitadi Cy.

E anche chiaro che la soluzione esposta & fattibile solo per n piccolo.

12.3 RIVELAZIONE DELLA PRESENZA DI UN SEGNALE PERIODICO, DI

PERIODO NOTO, ANNEGATO NEL RUMORE.

Il metodo congiste ndl correlare x(t) con un segnde audliario S(t), di periodo T; eguaeaquelo dd
segnale cercato:

(1231)  Ce(t) = Tg)mﬁds(twb(t)]saﬂ)dt = Cus(t )+ Cus(t)

Poiché b(t) e gtatisticamente indipendente da S(t) ed hamedia nulla:

(12.32) = Css(t)
che presentera la stessa periodicita T;.

In questo caso, la Stuazione gppare piu favorevole rispetto a quella de caso precedente; infatti:
a)non compare Cy,(t), quindi non occorre esaminare Css(t) dopo un t grande inoltre, b) al'errore

di stima contribuisce un solo termine Cy,s, anziché tre come nel caso precedente.

Va tuttavia sottolinesto che il metodo va bene se il periodo T, dd segnae cercato € noto con

precisione.
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Congderiamo ora il miglioramento nel rapporto segnae-rumore nd caso che la funzione di
correlazione venga solo simata su un T finito. Supponiamo, per semplicita, che il segnale cercato Sa

monocromatico
S(t) = acosw;t
S(t) = Acosw;t w; = 2p/T;

Anaogamente a caso precedente, dl'ingresso del correlatore s avra

(12.33) re=al2s?

essendo s ? lapotenzade noise. Seil rumore & bianco di densita So, sara s *=2BSo, essendo (-B,B)
la larghezza di banda dédl'apparato sperimentale di misura prima del corrdatore. All'uscita del
correlatore, il "segnd€’ e

(12.34) E{Cs} = Cs = AacosW—2lt
lacui potenza é
o 2
17 Wi §
(12.35) — OgeAacos—lg dt = A*a°
T: 7€ 2 g
2

La potenzade "rumore" di uscitarisulta[1]

. AZs?
12.36 var =
(12.36) Cs = BT
per cui

_ Na
(12.37) r, = Ns?/2BT 4BTr
einfine
(12.38) G=rre=4BT

S noti che 2B élalarghezza di banda primade correlatore.

La (12.31) pud essere interpretata come la convoluzione trail segnae x(t) e S(-t), potendos pensare
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questultima come larispogtaimpulsvadi un filtro. Se d integra per un tempo infinito (ne qua caso la
rigposta impulsiva S(-t) dd filtro e una vera snusoide) il filtro risulta monocromatico, vedi par. 4.5.

Sed integrasu un T finito, il corrdatore s comporta come un filtro di larghezza di banda equivaente
(12.39) Df ~UT

vedi Fig. 4.18. Df risulta essere quindi la banda dd sstema complessivo (apparato sperimentale +

filtro acorrdazione) e puo essere resa <<B.

124 ESTRAZIONE DI UN SEGNALE PERIODICO, DI PERIODO NOTO,

ANNEGATO NEL RUMORE

S parlaorad "edtrazione", s vuole cioe recuperare anche laformadd segnde S(t).

Il metodo consste nel correlare il segnde rumoroso x(t) con una sequenza di delta dello stesso

periodo T; del segnale cercato

(1240) N = Skd(t- le)
S ha
(12.41) Cer (t) =Co (1) + Cin ()

Cacoliamo separatamente le due corrdlazioni incrociate

1" ¥
(12.42) Ce(t) = — Os(t)q,d(t- KT:- t )dt
nT: 0 ¥

Poiché s considerano n periodi, i humero di ddta che "vedono” il segnde (e quindi il numero di

prodotti da considerare sotto integrale) én

n 1" s 1
12.43 = 8,— Os)A(t- KT:- t)dt = &, ——S(KT1+t
(12.43) alknTlOoS()( - 1) i, KTt )

ed essendo S(t) periodico di periodo T,
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12.44 —if; t) = NSt )
(1244 = FAst) =

_n
= _I_s(t)

1245 )= M L g deo kn- e £ ™ 1N g d
1249 C(1) = g yTOOAIC- KT A= dup o\ T B0 kTi- O

oy limo o K ~
(12.46) = 4y Y NT, (KT:+t) =0
Quindi
_n _ ()
(12.47) Co(t) = Ts(t) = T

Quindi, il segnale viene effettivamente edtratto.

Cdcoliamo il guadagno in rgpporto segnale-rumore facendo una stima su n periodi. |l rapporto

segnde-rumore prima della corrdazione &

(12.48) re=vya(t) ¥4/s?

Dopo la corrdazione, il "segnd€’ &

(12.49) =ng(t)/T

Il "rumore" dopo la corrdazione incrociata é

(12.50) var G, (t) = E{IC [} IE[CIF

Usando lalinearita dell'operatore E, s trova agevolmente

(12.51) EIC. [} = Z59(t) + E(IG, P}

(12.52) |E{C, }f = %sz(t )

Sostituendo ndlla (12.50)
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A

(1253)  varC..(t)= E{|Cu (t )|2}:E_1.':%§n1 Yt -t )d(t- KT)ct 5
T k=1_y b
(m%:iiamb *‘%é%{mmmmmmréééquwmn

Seil rumore € incorrelato d di ladi un periodo (cioe Cy,=0 per kt m):
1255 A (t) = —2C,(0)=—Ls?
(12.55) var €, (1) = 7Gx (0) =755

Allorail rgpporto segnae-rumore dopo la correlazione e

n? »
e E 0] 2
_ T _onsiFf
(12.56) r, = 132 = 42 =nl;
TZ

Il guadagno in potenza € pertanto
(12.57) G=ryJreg=n
mentre il guadagno in anpiezzae

(11.58) G=0G6=0

125 ESTRAZIONE DAL RUMORE DI UN SEGNALE RIPETITIVO ANCORATO

AD UN TRIGGER NOTO

S parladi segnde ripetitivo, quindi non necessariamente periodico.
Lagtuazione eilludratain Fig. 12.3.

[l metodo di estrazione e noto come "averaging”; la sua vaidita e affidata ale seguenti ipotes:

A - q ecostante
Eccitazione
I
A :R|spost i :
I\ﬁ/}gdlll, AppOnti ¢ d FHScae DISpOS|tIVI Elettronici
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- il segnale ha sampre la stessaforma

Un averager accumula delle risposte, facendone man mano la media; pertanto, la hon periodicita e
inessenzide. Per semplicita anditica, poniamoci nell'ipotes di eccitazione periodicadi periodo To:
(12.59) t-kTo) = S(t)

Sax(t) = g(t)+o(t) il segnde osservato. Lamedia z(t), simata su n misure sara

nl

(12.60) 2At) = %éKX(t- KTo)

0

[In pratica, come 9 vedra piu avanti, un averager sima le medie di | punti dd segnde, z(t),
(i=1,2,...l). Per semplicitaqui S omette lI'indice.]

(1261) = Hléks(t- KTo) + %ékb(t- KTo) = s(t) + %ékb(t- KTo)

Il valore atteso di tdle tima e

(12.62) E{Z}= &) + %ék E{b(t - KTo)}
ed essendo il rumore centrato

(12.63) =4t)

Quindi, una buona stima (n grande) estrae Ht).

Lavaianzaddlagima

(12.64) varz = E{|z - 3|3}
C)()((t
risulta, usando le (12.60) - (12.63)
> 111 0 20
T o1’ (1265 = E,[Hakb(t- KT,) g
[
Fia. 12.4

Sviluppando il quadrato, per lalinearita dell'operatore E sui ha
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1

(12.66) = nzékémcbb[(k- M)To]

Supponendo il rumore incorrelato d di ladi T, Fig. 12.4 (Cy,= 0 per k! m), d hainfine

(7))

(12.67) var 2 = —

[ rapporto segnale-rumore prima ddl'averaging era

(12.68) re=|s(t)s?
Dopo l'averaging
Eccitaziole EsperimentC Rivelatore (12-69) = |S(t) |2/ (S 2/n) =Mre
Start dacui
Averager x(t)
(12.70) G=n
Display
Fig. 125 In redta, n non pud sempre essere

arbitrariamente grande, o per motivi oggettivi (per es. in medicing, nd caso di EEG, ECG,...) o per la
non sabilita a lungo termine dell'gpparato sperimentale, che porta ad invdidare le due ipotes di
parternza. In questi cad,

M AMANA_ T|>0ut I'unico modo per miglio-
_Lﬁ+ _Lﬁ‘ _ﬁ‘ rare il rapporto segnale

\ \ \
I\‘ I\‘ I\‘ rumore e intervenire su

\ \

\ \

\ \
\ \

le, cercando di

Start
— Clock Shift ReCllﬁel‘ ajme’]taflo con un
sopt —‘ fil o adatt a
Iitraggio ao
Fia. 12.6 0
segnale.
Eccitazione Lo schemaablocchi di un setup sperimentae che
T ) T » Usaun averager e mosdrato in Fig. 12.5.
| X(IN | N
1 Clodk ! T i

5. Mol AFi o Fisicail Fispbetl Betroni

Fia. 12.7




Lo schemaablocchi di un averager €in Fig. 12.6.
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L 'eccitazione sgancia un dlamped clock che genera un treno di impuls, ognuno dei qudi fa avanzare

di unaposizione un 1 nello shift regigter. L'1 che avanza chiude in sequenza uno degli interruttori, per

un breve Dt, cosicché ogni condensatore, che agisce come un integratore, acquisisce un Dq propor-

zionale dl'ampiezza dd segnde in quell'istante.

Seil processo e ripetuto molte volte, latensione su ogni C tende a quelladd punto campionato.

A
S(t

e

La fig. 12.7 illugra il diagramma temporde. Il
proceso di averaging Su un generico
condensatore G dela betteria e illugtratoin Fig.
12.8, ove s € separato I'effetto della carica
dovutaa segnde daquello della caricadovutad
noise, entro la finestra di sampling dell'i-mo
punto.

E chiaro che per n sufficientemente grande, latensone del segnale tende as (t;), valore dd campione

i-mo, mertre latensone di rumore sarazero 2l rumore e centrato.

L'averager nella versone illustrata in Fig. 12.6 porta avanti le medie su | punti del segnale, essendol|

in | out
|

Ia
14

\
\
\

1

Eccitazione

—>

Ritardo

Fia. 12.9

convenientemente grande per disegnare bene la
forma del segnde. Se per es, il numero di punti
campionai (= d numero dei condensatori) €
|=100 ed il segnale dura 100 neec., la durata di
un campione (= a tempo di chiusura ddl'inter-

ruttore) et =.1 neec.

Seil segnae e molto breve, per es. di durata 10-

100 nsec, non € possibile mediare contemporaneamente su un numero sufficientemente grande di

punti, per limiti tecnologici. In questi cas, s pud mediare un punto per volta, facendo una finestra t

dell'ordine del nsec. In questa versione l'averager € noto come "boxcar integrator”. Lo schema a

blocchi eillugratoin Fig.

12.9.

Stabilito un vaore t, del ritardo rispetto d trigger, S fanno n acquisizioni la cui media genera un punto
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del segnde (quello digante ty  sec. dd trigger). Quindi § cambia il ritardo e 9 fanno dtre n
acquisizioni, ottenendo un secondo punto; e cosi via fino ad ottenere un numero | sufficiente di punti.
Nel boxcar occorrono quindi In acquiszioni, a fronte delle n sufficienti nell'averager: € chiaro quindi

chei problemi di instabilita ddll'apparato s aggravano.

126 ESTRAZIONE OTTIMA DI UN SEGNALE DI FORMA IGNOTA, NON
RIPETITIVO, ANNEGATO NEL RUMORE
Condderiamo il caso che nd segnde rumoroso X(t) S debba cercare un segnade S(t) di formaignota

(per cui non € possibile usare un filtro adattato) e che non sa locdizzabile sull'asse de tempi, cice il

segnae non € ancorato ad un trigger (pertanto, non € possibile usare un averager).

Supponiamo che il segnae x(t) Sa digponibile per -¥<t<¥, e che i due process x(t) e St) siano

stazionari e ne silano note le statistiche congiunte fino al Il ordine.
Vogliamo cercare il filtro lineare hyy(t) che, in risposta a x(t), redtituisca t) con la massma

verosmiglianza, rispetto ad un assegnato criterio. Piu precisamente, detta s () I'uscitadd filtro

(12.72) S(tm) = z‘)x(tm- a)hy: (@ )da

(coe lagima cheil filtro fa dd segnale dl'igarte t,, della misura) 9 vuole che I'errore gm. di gima
dligante ddlamisura

(12.72) s? = E{|S(tm) - Htw) |’}

saminimo. Il filtro cercato sara quindi ottimo nel senso dei minimi quadrati.
S é giavigo nd par. 21 che, in generde, vae il principio di ortogondita la "pesierd’ h(t) che,
basandos sui "dati" x(t), da la migliore gima S (t) nd senso del minimi quadrati (cioé che minimizza

la(12.72)) deve essere tale che gli scarti

(12.73) ) - s(0)
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sSano ortogondi a deti; cioe
(12.74) E{[s(tw - Stw]X(X)} = 0 "x T (-¥¥)

Dalla (12.74), tenendo conto della (12.71), s ha

N é ¥ l:I .ln
(12.75) E} &s(t,)- O, - a)h,(@)da gx(x)_"J =0
te ¥ a fv)

Sviluppando il prodotto

(12.76) E{s(tm)X(X)} - z‘)E{X(X)X(tm- a)tho(a)da = 0
e quindi
(1277) Csx(tm' X )' ¥d:xx (tm -a- X)hopt (a )da =0

0 anche, ponendo ty,-x=t
¥

(12.78) Colt )= (Fult - a)hy(@)da =C, () * hyy (t) "t
¥

Questa € I'equazione integrae di Wiener che deve essere soddisfatta dalla h(t) dd filtro ottimo.

La soluzione ddlla (12.78) e semplice, poiché per ipotes Cy € Cix Sono note; infatti, passando nel
dominio delle frequenze, poiché i due membri della (12.78) $no egudi per ogni t, anche le loro

trasformate devono esserlo per ogni w

(12.79) Sad(W) = Se(W) Hopr(W)

dacui
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_ Sx(w)
(12.80) Ho (W) = —SXX(W)
equind infine
12.81 hopt (1) = i¥‘sy W " dw
( . ) Opt() - 2p v Sxx(W)

Se segnale e rumore sono incorrelati sara, per 1a (8.36) e seg.

A
W Noise Segnde (12.82b) Six(W) = S(W) + Spp(w)
, , . > equindi la (12.80) diventa
Al | | pW
.l B Sa(w)
i /_ = W - e (W) = 5 W)+ Su(w)
Fia. 12.10

Pertanto, il filtro, Fig. 12.10:

- pesa 1 le zone spettrali ove c'é solo segnae (S,,=0);

- pesa 0 le zone ove c'é solo rumore (Ss=0);

- dapes intermedi, proporziondi d segnde, dle zone ove C' € Sa segnale che rumore;
- ha andamento arbitrario ove non c'é né segnale né rumore.

Se gli spettri sono nettamente separati, Fig. 12.11, il filtraggio € perfetto.

5 )A S ossvi, tuttavia, che il filtro ottimo (12.83) non é
W
Noise Segnde causale: esso, infatti, € ricavato dal principio di ortogona-
/\ > lita (12.74) che, cosi come espresso, S riferisce ad una
i i i W
H(W)Ai L i Stuazione non fisica. Infat, impone che lo scarto
I b T
! :/// ! | dligante t,, Sa ortogonale a tutti i deti, cioe a qudli
I} - 1 | >
Fia. 12.11 W passati, presenti e futuri (la (12.74) vale per ogni x). La

causdita, invece, implica che I'ortogondita pud essere impostaal dati disponibili, cioe per X £ . Di
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conseguenza, essendo t=t-X, la (12.78) e validasolo pert 3 0. Di conseguerza, le trasformate dei
due membri non sono piu eguali (perché dla potenzain (wWo,Wo+dw) contribuisce tuttala C(t ), quindi

anche la porzione per t <0).

La soluzione della (12.78) con questo limite (equazione di Wiener-Hopf) non & cosi semplice come
nel caso non causde. Per essa, 9 rimanda ala letteratura [2]. Osserviamo tuttavia che sei dati

utilizzati x(x) assumono vaori sgnificativi in iganti che cadono in un intervalo finito (a,b) (e questo &
per es. il caso di un segnde impulsvo), una soluzione numerica della (12.78) e sempre possbile

ottenerla[2], approssmando l'integrade nella (12.77) con una somma.

Infatti, dividendo (ab) in nintervdli (ai,ai.1) di lunghezza
(12.84) Da = (b-@/n=ai.; - a;

S puo riscrivere la (12.77) come segue

(12.85) Calty- X) » & Culty - X- ai)hop(ai)Da
1
Questa relazione deve essere soddisfatta per ogni X in (ab), quindi in paticolaredax = aj,as,...an.

Sodtituendo ciascuno di questi vaori nella (12.85), S ottiene un sstema di n equazioni nelle n

incognite hy(ai), che sono n vaori della funzione cercata

Csx(tm‘ al) = éi Cxx(tm' ai- a|) hopt(ai)Da
1

Csx(tm' aZ): é.|Cxx(tm -az- ai)hopt(ai)Da
1

(1286) .

Csx(tm' an) = é-i Cxx(tm' an' a|) hopt (a|)Da
1

Se gpprossmiamo la (12.71) con una sommatoria
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(12.87) §(tn) = &, X(tm-a ) hope(a;) D2

e sodituiamo in essai valori ottenuti hy(ai), 9 ottieneil valore della stima cercata dl'istante ty.

Naturdmente, cambiando t,, occorre risolvere di nuovo il sstema approssmante (12.86), per
ottenere il nuovo set di vaori di hy(a;) e ricacolare con un nuovo vaore dela sima con la

(12.87).

127 ESTRAZIONE SINCRONA DI UN SEGNALE ANNEGATO NEL RUMORE

In molti esperimenti, Fig. 12.12, la rigpogta gt) di un campione ad una eccitazione continua € un
segnae piccolo e a bassssma frequenza. La sua edtrazione da segnade x(t), osservato con un

gpparao sperimentae A, € problematica

Eccitazione > Esperimento sl X“/ 7~ | conletecniche esaminate finorg; infatti, la

banda (bilaterde) dd segnde, 2b, cadein

Fia. 12.12
una zona molto rumorosa dello spettro,

ove predomina il rumore 1/f. Poiché la banda del noise copre quella dd segnde, nemmeno il filtro

ottimo di Wiener aiuta, vedi Fig. 12.10.
SW)* dw-wo)

T :> m Il problema viene risolto con la tecnica dd
>

p lock-in, che pud essere sinteticamente

Sw)

20 w W _ o -
Fia. 12.13 descritta come segue. L'eccitazione viene

modulata con legge nota, cosw,t, We>>2phb, cosicché il segnae diventa S(t)cosw,t: 1o spettro del
segnde viene spogtato intorno ad
w108 ASW) w10 A Wo, Fig. 12.13 (in fig. € modrata

a b
\ \“L/K solo la pate postiva ddlo

> . p Spettro). 1l segnae osservato é
1 2y n HZ
A A ora
x1 c d
A I
n Hz Hz

Fiag 12 14
o514
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(12.88) X(t) = s(t)cosw,t + b(t)
quindi §(t) codtituisce lamodulazione di ampiezza della " portante” aws.

Il segnde x(t) viene quindi "demodulato sncronamente’, moltiplicandolo con un segnde snusoidde
della stessa pulsazione w, e con relazione di fase definita; questo, come fra poco s fa vedere, ha

I'effetto di filtrare (idemente) Ht).

I principio del lock-in eillugrato in Fig. 12.14 a-d: in @) € mostrato |o spettro del segnde §(t) (3 noti
la scala verticale, che variferita dlafig. ). In b) € mostrato lo spettro di x(t) dopo la modulazione
(uscita dd rivelatore): € chiaro ddla fig. che S pud scegliere w, in modo che il segnde venga
spostato in una regione tranquilla dello spettro del noise. Lafig. ) mostralo spettro dopo opportuno
filtraggio (che halo scopo di limitare la banda del noise, per non sovraccaricare il demodulatore) e
amplificazione di x(t). Questo € cio che viene inviato nel demodulatore sincrono dala cui uscita,

dopo un ulteriore filtraggio passa-basso, s isolalo spettro del segnde cercato, fig. d).

Lo schema a blocchi ddll'apparato di Fig. 12.12 s modifica come in Fig. 12.15 con l'introduzione
dellatecnicadd lock-in.

Il cuore dd lock-in € il demodulatore sncrono, la cui azione viene oraandizzata

s(t)Coswpt
Eccitazione Eperimento PN |A /—i\ Demod.
= — |
o Cos(wet-f)
/\/\/\/\ A W T

Coswgt

Fig. 12.15
Come detto, il ssgndedi ingresso d demodulatore sincrono &

(12.89) x(t) = S()coswt + b(t)

Nel demodulatore questo segnale € maltiplicato per il segnde di riferimento cos(w,t-j ), essendo |
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la differenza di fase (costante) rispetto d segnde di modulazione (€ dovuta dla differenza di
percorso). Il prodotto viene quindi mediato dall'integratore, ottenendo ideamente

lim T
(12.90) V) = g ¥?1(‘)X(t)cos(w0t- £t
0

che puo essere viso come un integrae di convoluzione: il sstema demodulatore-integratore agisce
sul segnde x(t) come un filtro lineare di rigposta impulsiva cosw,t. Come visto ndl cap. 4, questo
equivale a un filtro ideale monocromatico, avente cioe banda 2B* infinitamente dretta La

potenza de rumore di uscita (s >=2B* So, vedi par. 8.3) saraquindi idedlmente nulla

Per laverificaanditica, eplicitiamo x(t) ndla (12.90)

lim é1

12.91 - -
(12.91) T® ¥ g

T 1 T U
Cp(t) coswotcos(wot - f )dt + ?c‘p(t)cos(wot - fdtg
0 0 u

Per lardlazione trigonometrica

1 1
(12.92) cosa cosb = Ecos(a +b)+ Ecos(a - b)
s haanche

(12.93)

m 17 11 17
= — p(t) cosf dt + — p(t) cos(2wiot - f)dt + = () cos(w,t - T )dt
T® ¥[2Tgﬁ() 2T?() (2wot - 1) Tg)b() (wot - f)dt]

Integrando per parti, S pud vedere cheil Il elll integrae tendono a0, per cui
1-
(12.94) = > S(t)cosf

Agendo sul controllo di fase Dj , S pud ottenerej =0 (uscitamassima) e quindi

(12.95) = %E(t)
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[l lock-in redtituisce il vaor medio dd segnde.

Una semplificazione tecnologica dd lock-in la 9

redizza usando, Sa come modulazione che come

riferimento, unonda quadra, Fig. 12.16, anziché un

Fia. 12.16 segnde snusoidde. Allora il segnde x(t) deve essere
semplicemente moltiplicato per +1 o0 -1 dternativamerte, per cui il demodulatore € come in Fig.
12.17.

Fia. 12.17

Per comprendere il risultato, S consderi lo sviluppo in serie di F. dell'onda quadra

1)

4é 1 1 u
12.96 — &L0SWot - =00S 3wt + = cosbwt+...+———cos(2n+ 1)wot+...y,
(12.96) p§ 3 *'5 ° 2n+1 (2n+ Dwo u

Pertanto, la modulazione-demodulazione con un‘onda quadra € equivadente ad una somma di

modul atori-demodulatori Snusoiddi aventi guadagno

(12.97) ACD n=0,12,....
p 2n+1
Spettro del segnale e pulsazione di aggancio
A l &A A (12.98) (2n+1)w,
filtro | 1 : |
i N i : > In dtri termini, § modula qt) a w,, 3W,, 5SW,... € S
znbo Mo S demodulax(t) awo, 3w, SW,...
e . . . Y
Fig. 12.18 Se il filtro passabanda che precede il demodulatore é

abbastanza ripido da rendere trascurabile cio che e d di fuori di (n, = b), € come se agisse solo il

demodulatore an,, Fig. 12.18.
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In pratica, questo principio viene redizzato facendo passare I'eccitazione (che spesso e data dauna
sorgente luminosa) attraverso un chopper, Fig. 12.19.

Consderiamo, infine, il guadagno in rapporto segnae-rumore redizzato col lock-in. Diciamo subito
che, poiché il tempo di integrazione T nella (12.90) e finito, il lock-in non S comportera come un
filtro idedle monocromatico, ma la sua larghezza di banda equivaente (bilaterde) sara 2B* ~2/T, e

guesta sara anche lalarghezza di banda ddll'intero apparato.

Detta a |'ampiezza (~costante) di s(t) e s? (=2BS,, samo nella regione del rumore bianco) la
potenza del noise entro la banda 2B dd filtro, Fig. 12.15, il rgpporto segnale-rumore al'entrata del

demodulatore risulta

(12.99) re=als?

PHOTOMULTIPLIER
TUBE
OUTPUT LOCK “iN-AMPLIFIER

. [ k-2 i
B g e e
%//7 .”\ \

LIGHT CHOPPER TUBE AND HOUSING

REFERENCE

Fig. 4. Block diagram of a test setup that uses a light source and a rotating-disc chopper
te provide a stimulus, and a photomultiplier tube as a detector.

Fu'g. (., 18

All'uscita dd demodulatore la cui banda passante equivaente € 2B* ~ 2/T, s ha

a2

(12.100) r,= VT =BTr
S —_—
2B
ed il guadagno risulta
(12.101) G=ryre=BT

S noti nella (12.101) che G sembra aumentare adlargando B, la banda dd noise. In redta la
(12.101) & equivoca, poiché occorre tener presente che al'aumentare di B peggiorar g (aumentas?
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=2BS,). Una espressione operativa di G dovrebbe dire, partendo da un rg assegnato, cosa

occorre fare per aumentarer ,. Per questo € meglio riferirsg dladensitadi potenzadd noise, S

& _Ta

(12.102) r, = BT = BT =
s? $2B 25

Quindi, poiché ae S, sono assegnati, S puod agiresolosu T.
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