CAPITOLO 10

IL FILTRAGGIO OTTIMO PER MISURE DI ENERGIA

101 MISURA OTTIMA DELLA CARICA

Ne capitolo 9 abbiamo studiato le sorgenti fisiche ddl rumore, Sane rivelaori che negli ementi del
front-end, ed abbiamo introdotto la carica equivaente di rumore, ENC, come fattore di merito del-

I'agpparato di misura.

L'oggetto dellamisura é la carica Q fornitadd rivelatore, perché essa e proporzionde dl'energiarila

sciata ddla particdlandl'attraversare il rivelatore stesso.
ENC? élafluttuazione g.m. nelamisuradi Q.

Per ridurre queste fluttuazioni, 9 pone un filtro dl'uscita ddl'amplificatore, Fig. 10.1. |l filtro ottimo
sara unarete che, d momento della misura t,,, minimizzala fluttuazione g.m., cioé minimizzalo scarto
g.m. frail segnae vero e il segnae diponibile. Per questo s dice che la misura € ottimand senso
del minimi quadrati.

Affrontiamo orail problema ddlaricercaddlarigpostaimpulsvadd filtro ottimo, h(t).

Sa Qgt) il segnde di tensone dl'uscita ddl'amplificatore, che trasportal'informazione sul parametro
Q che § vuole misurare. Sa N(w) la densita spettrae del rumore introdotto dall‘amplificatore stesso.

[l rumore e assunto ergodico e amedia nulla

Cercare il filtro che minimizza la varianza dd noise equivae acercareil filtro che, per un dato segna-

le, massmizzail rgpporto segnde-rumore SNR aty,, vedi (9.9).
Laricercadi h(t) verrafatane dominio delle frequenze.

DettaH(s) = TL{h(t)} lafunzione di trasferimento dd filtro cercato, il segnde dlasuauscita sara
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(10.1) Vo(t) = Qs(t)* h(t) <=> QS(W)H(jw)
0 anche
(10.2) V,(t) = Q OH (jw)Sv)e™ df

Ladensta spettrae del rumore dl'uscita dd filtro sara

(10.3) Syy(w) = d<v,>/df = NW)[H({w)[
quindi
(10.4) <Vj >= Bw(w)|H(jw)|2df

Consideriamo SNR? dl'uscitadd filtro d momento ddlamisurat,,

& oy

aCH(jw)S(w)e™df

(10.5) QR = Q2 &Y a
ONW)| H(jw)|* of
-y

LaH(s) cercata & quella che massimizza SNRP.
Applichiamo d numeratore la diseguaglianza di Schwartz, che afferma quanto segue:

siano u;(w) e uy(w) due funzioni complesse; allora

2

W)U, (W)dw| £ &fuy (W)[ dw ¢fu, (W) cw

eil segnodi = s hase
(10.6) ur(w) = K'u* (w) k' cost. arbitr.

Nel nostro caso, scegliamo
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Ly 12 _ S(W)eJth
(20.7) (W) = Hjw)N"“(w) u,(w) =
NZ(W)

Avremo

ed"(JW)S(W)e'thdfu S NG| H( ) uéf)mdfu
2 By u 28y N(W) u
108 — Q*& £Q ;

ONW)| H(jw)|* df ON(W)| H(jw)|” df

oved efato uso ddlardazione

(10.9) = |cosx+ j senx|® = cos® x + sen? x =1
In conclusone
(10.10) NR? £ Q? @Mdf

N(w)

S é ottenuto un risultato molto interessante: il rgpporto segnae-rumore ha un limite superiore che &
indipendente da H(s). In dtri termini, possamo affermare che passando un segnade S(w) accompa
gnato da un rumore N(w) in una qualunque rete lineare, la(10.10) eil massimo SNR redizzabile:
SNR? non potra mai superare |'integrale del rapporto tra la densita di energia del segnaleela

densita di potenza del rumore.

Il massmo SNR viene ottenuto quando

S*w)

10.11 H k=2
( ) (jw) = N )

La soluzione nel dominio del tempo, per antitrasformazione, richiede la conoscenza delle caratteristi-
che spettrdi del noise. Tde soluzione diventa particolarmente semplice nel caso che il umore sa

bianco, cioe N(w)=W. Allora

(10.12) H(jw) = % S* (w)e M
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dacui
kl
(10.13) h(t) =—s(-t)* d(t- t,)
w
einfine
S Ao -
W (10.19) h(t) = K(tm-t)
Qd() —c Wp

con K cogante arbitraria. Quindi, la

rispostadladdtadd filtro ottimo hauna
Fia. 10.1
forma che & limmagine speculare del

segnale su cui S deve fare lamisura. Questo filtro risulta quindi "adattato” a segnae (metched filter).
E chiaro che, affinchéil filtro possa essere Sintetizzato, occorre che S(t) sia una funzione nota.

S osservi anche che, nd caso del rumore bianco, s hadala (10.10), col teoremadi Parsevd

2

(10.15) NR,, =< &) S(w)|>df = QWZ O (bt

=|Q

quindi, 9 puod ottenere il max SNR solo utilizzando tutta l'energia dd segnde, cioé tutta l'informazione
che tragporta. Pertanto, il momento migliore per fare lamisura é quando il segnde dl'uscita ddl-
l'amplificatore finisce: dlora il segnde di uscita dd filtro avra la massma ampiezza (integrde di una
quantita pogitiva).

Un'ultima osservazione € anche interessante. Poniamo per semplicita nella (10.14) K=1 e t,=0. Se
indichiamo con X(t) = w(t) + v,(t) il segnae totde dl'uscita dell'amplificatore, larisposta al'uscita del

filtro ottimo sara

y(® =x@O*h(-1) = C(t)
Possamo cioe afermare che il filtro che, posto dl'uscita di un agpparato, massmizza il rapporto se-
gnde-rumore e qudlo che effettua la corrdazione incrociata frail segnde ricevuto x(t) (al’ uscita del-

I'apparato) ed il segnae trasmesso (t) (all'ingresso dell'apparato).
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IL FILTROOTTIMO NEL CASO DEI RIVELATORI DI PARTICELLE

LaFig. 10.1 modrail moddlo ormal familiare dd rivelatore e ddl front-end, e sono indicate le sor-

genti del rumore. Per semplicita, supponiamo che s abbia un amplificatore di tensione con resistenza

di entratainfinita e con banda passante infinita

a)

Qd(t)

b)

{>_\;nA(t)=A(O/C) u(t)

In

f

Valore istantaneo
Vn

c)

d) _|

::C

%mm:mn/iwc

Védore istantaneo

» Van(t)=AVn

Essendo Ri=¥ efi:ZIJ(ZpCRi):O

}—|>,/\/\/\/\__AQ/C fL=0; f=¥

é — fL<<fy
E fi ~fu

fL

fu—

Fia. 10.2

Le Fig, 10.2a,b,c per-
mettono di cacolare,
col principio di ovrap-
posizione, i contributi
del sngoli generatori d
segnde di uscita da-
l'amplificatore. La den-
Sta spettrale del rumore
S ottiene cacolando
dapprima. il vdore i-
santaneo  dell'uscita;
successvamente s cd-
cola il velore gm. elo
9 differenzig; infine 9
divide per df ottenendo

ladendta

I contributo del rumore 1/f € assunto trascurabile, per non gppesantirei calcoli.

LaFig. 10.2adail segnde di uscita In Fig. 10.2d viene anche indicato come cambierebbe I'ampiez-

za dd segnale se la banda passante non fosse infinita; una misura corretta di Q richiede comunque

CheSiafH >> f|_.

Il segnde dl'uscita ddl'amplificatore e
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Vo(t) = (QA/C)u(t) <=> QA/C

La dengta del rumore dl'uscita dell'amplificatore €, con la (8.43) [in questo caso, per il rumore serie

e Hy(s) = A; per qudlo pardldo é Hy(s) = A/sC]

(10.16) N(w)= A%(w, +

w
p

WZCZ )

che non € bianco; quindi non € possibile utilizzare il filtro ottimo (10.14).

I problema viene risolto facendo passare dapprima segnade e rumore in un filtro di imbianchimento
del rumore; una volta ottenuto il rumore bianco, S pud sntetizzare il filtro ottimo ndla forma

(10.14). Ladntes dd whitening filter avviene come segue.

Detto S,(w) = W il vaore costante della densita che s vuole in uscita, la funzione di trasferimento

Hw(9) di tdefiltro deve essere tale che

(10.17) W = N(W)[Hw(w)
Allora
(10.18) |H ('w)|2:H (W)H? (jw) = W _ Ww?C?
. W J W J W J N(W) AZ(Wp +WSWZCZ)
dacui
W W jwC VV:,’S _
o jWCA/W _ AW P _~ Wt
10.19) H,,(jw) = = =G
Q01 MO = e " AW o L+,
§1+1WC — %
ng
© jwit
10.20 H =-G——
(10.20) W(iw) = - G e

Scegliamo la prima soluzione, che qui riscriviamo:

StC

10.21 Hy(8) =G
(1021) W9 ==
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Pertanto, il filtro di imbianchimento é cogtituito da un amplificatore (idedl€) di guadagno

(10.22) G :i ﬂ
A\w

S

Seguito da un derivatore RC di costante di tempo

¥}

|
1003 l E:i_r:., \,/“:E-swmu.m 10.4 | ‘]";“?

o —

— T, oo
- g

(10.23) t.=Cc %
Wp

costante di tempo del rumore. Dala (10.16) S ha un interessante significato fisco per t.: per w = w,

= 1/t, ladenstadd rumore pardldo al'uscita ddl'amplificatore € uguae a quella del rumore serie.

10.5
105 | o
N

O e o S e e ey

T

All'uscitadd filtro di imbianchimento, il noise ha dengta costante W; mail segnde, che ha attraversa-

to lo stesso filtro, ha cambiato forma, diventando, Fig. 10.3
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(10.24) U9 =V OHu(9 = Wﬂsf/y 0 vw(t):%\/ge'fu(t)
s tc s

Possamo ora antetizzare il filtro ottimo. Per quanto detto a proposito ddla (10.15), il max SNR s
ha utilizzando tutta |'informazione tragportata da segnde; quindi, il momento t,, della misura e dl'infi-

nito. Larigpostaimpulsivade filtro cercato €, con la (10.14)

t

(10.25) h(t) = Ke' = u(- t) K arbitr.
modtratain Fig. 10.4, ove s € suppodta l'eccitazione applicataat = -¥.

La rigposta del processor totale (amplificatoretwhitening filter+shaper ottimo) € la convoluzione di

(10.25) con (10.24):

¥ q
KQ W 'r

(10.26) Vo () =~

U(q)e U(t +()dq

modiratain Fig. 10.5: g tratta di una cuspide indefinita

Il vdore dellarispostad momento delamisura (t,=0, in Fig. 10.5) &

(10.27) Vo o = KQ\/i dg _EK_Q W,

WS
Latendone efficace dd rumore di uscita e
1
e*, Cup o P
(10.28) <V > =g WVH(jw)|df g
6y 1]
e facendo uso dd teoremadi Parseva

é R
(10.29) =aV K% dtg =K ot W
e -

Pertanto, il rgpporto segnale-rumore ottimo e
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1
(10-30) N :%W
sTTp

Naturamente, o stesso risultato e ottenibile partendo dala (10.15), con la sogtituzione

(10.31) Q® Q JE
C\w,

La carica equivdente di rumore ottima € immediatamente ricavabile dala (10.30) imponendo

SNR=1, come da definizione
(10.32) ENC,,, =~/C4/4ww,
Con semplici operazioni, S pud anche scrivere

kT
(10.33) ENC,, = 2C t—&

C

essendo R; laresistenza equivadente dd rumore serie.
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10.3 USO PARZIALE DELL'INFORMAZIONE DISPONIBILE ALL'USCITA DEL

FILTRO DI IMBIANCHIMENTO

Il risultato ottimo espresso dala (10.30) g riferisce d caso che tutta l'informazione del segnale dispo-
nibile dl'uscita dd filtro di imbianchimento Sa utilizzata, in accordo con la (10.15). Questo implica
che il momento ddla misura t,, dl'uscitadd filtro ottimo (picco della cuspide) e ritardato di un tempo
infinito rigoetto dl'eccitazione.

Se g vuole che t, afinito, solo una parte ddl'informazione tragportata dal segnale puo essere utiliz-
zata, Fig. 10.6a.

Allora, larigposta dd filtro ottimo deve essere come in Fig. 10.6b, e la risposta dell'intero 9stema
al'impulso di corrente proveniente da rivelaore, cioe la convoluzione della Fig. 10.3 con la Fig.
10.6b, é modtratain Fig. 10.6c; S tratta di una cuspide troncata.

[l nuovo rapporto segnae-rumore pud essere ottenuto dadle (10.15) e (10.31) limitando l'integrazio-

netraOet,. S ha

(10.34) NR = Q1
C \Jw,
Il peggioramento rispetto
Y

]ﬁﬁi“'{'“q'“” d cao ottimo non &
drammatico: se, per es,, €
tn=t.9 ha

(10.35) SNR =

0.92SN Ryt
: Estendere t, da t . dl'infi-
nito farebbe guadagnare

s0lo 1'8%.

Hhoos o - s
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104 TEORIA DEL FILTRO OTTIMO NEL CASO DI UN RATE FINITO DI

ARRIVO DEGLI EVENTI SUL RIVELATORE.

Lateoria dd filtro ottimo per la misura ddl’ ampiezza di un impulso con minima varianzae data svi-
luppata nei paragrafi precedenti senza nessun vincolo sulla durata ddll’impulso di uscita. Ses vuoleil
massimo rapporto segnae-rumore, la riposta de filtro halaformadi una cuspide indefinitae il mo-
mento della misura t,, (quando s ha il massmo della cuspide) € dl’infinito, il che rende fisicamente

irredizzabile lamisura

Se d imponeil vincolo di poter fare la misura a un tempo finito, la rigposta halaformadi una cuspi-
de troncata, ma la sua durata € pur sempre infinita. In questo secondo caso € posshile utilizzare
I’ gpparato per fare la misura su un solo evento: infatti nel caso di eventi multipli i picchi delle cuspidi
degli eventi successvi d primo S sovrapporrebbero sulle code delle cuspidi precedenti, con conse-

guente errore ndlamisuradi ampiezza (pile-up).

Nel caso di eventi multipli occorre evidentemente aggiungere un ulteriore vincolo sulla durata

dd!’impulso dl’ uscita dello Seper, la quae deve essere finita per evitare |’ errore di pile-up.

a) Qut-ty I problema ddla misura ottima vie-

A | 4 \< ne ora riformulato assumendo che

T Y] ~

Ww < gli eventi che atraversano il rivela
k

Vk1:

tore 9 succedano a caso nel tempo

con un rae finito | , swcondo la

b)

AQIO)U(t-t s datistica di Roisson. La Fig. 10.7

illudra la Stuazione dl’uscita dd
Fia. 10.7

preamplificatore. La scadinata sto-
castica rappresenta |’ effetto della sovrapposizione casude di scdini dovuti a Sngoli impuls di cor-

rente dd rivdatore.

Per trattare questo problema, facciamo I'ipotes semplificativa che
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(10.36) fn<<tc

Questaipotes e frequentemente verificatain fisica delle particelle dementari. Allora, ddlaFig. 9.36
appare che il rumore parallelo & trascurabile rispetto al rumore serie, cioe s puo porrew, = 0.
Ddla (10.16), in assenza di rumore paralelo la densita spettrale del rumore dl’ uscita dd preamplifi-

catore vale A%ws, ed & bianca. Pertanto non ¢’ & bisogno dii filtro di imbianchimento.

Il problema é ora quello di misurare la carica Q associata dl’ evento che s verificad tempo ti; oc-

corre quindi stimare I’ dtezza delo scdino

(10.37) (QA/C)U(t-t)

In presenza di rumore bianco.

Poiché questo evento non € I'unico, maé preceduto e seguito da dtri eventi, dalaFig. 10.7 appare
che per simare |’ dtezza ddlo scaino in oggetto occorre simare la differenza

(10.38) Vi-Vier

cioélo scdino di dtezzaw.; € la“lineadi base’ dello scalino oggetto ddlamisura
Questo e equivdente a:

dimare dgpprima uno scaino di atezza -vi.; avendo a digposizione un tempo t-ty.1, Fig.10.8a;
dimare poi uno scaino di dtezza v, avendo a disposizione un tempo ty.1-ty, Fig. 10.8b;
fare lasomma adgebrica delle due stime.

Poiché le due gime vanno effettuate

a A b) A
inintervali di tempo successivi, S pud
] t’ Vi pe——— — — =
Vix Sntetizzare un  unico  filtro  che
1 > 1 »
ba e b e " ndlintevalo (G, &) Sima -via, €
Fia. 10.8

nel successvo intervalo (t, tea) sti-
ma . La differenza puo essere ottenuta riferendo lagtimadi v dlalineadi base -vi4, ricavatadala

dima precedente.
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DdlaFig. 10.8 gppare cheil segndetotae dagimare & quello tratteggiatoin Fig. 10.9.

Operativamente, questo filtro deve funzionare come fgue: assunta = 0

4 Volt la tendone dl’uscita dd filtro dl’istante t.; (linea di base), il filtro
comincia a gimare lo scdino di dtezza -v; (fase 1in Fig. 10.10). Per-
tk+1:tmt> tanto, la sima di - & riferita dla linea di base 0 Volt (massa).
.t All’igtante t la tensone dl’ uscita del
Fia. 10.9 filtro sara -vi; (0 meglio, lamigliore va
approssmazione di questo vdore cheil filtro € riuscitoacaco- | | 4
lare nel tempo a digposizione) rispetto dlalineadi base dacui la szm 2/ - iivk >
simaé iniziata, ciog 0 volt. A questo punto, cioé partendo da ~ ~V«'— \tk/ tk+1=:tm

una lineadi base -vi.4, il filtro inizia a gimare lo scdino v (fase Fia. 10.10

2 in Fg. 10.10). All'igtante ty.1=tm, I’ uscita dd filtro sara dlaten+

H‘hom(‘) sione v, rispetto dla linea di base da cui la stima & partita, e
H, H' arbitrari Lo . . .
quindi in definitiva dla tensone Wi- Vi1 rispetto amassa. |l proces-
» S0 e rgppresentato smbolicamente dalla linea tratteggiatain Fig.
t + 't = k-
o | el [t 10.10.
Fia. 10.11

Essendo il rumore bianco, la rispogta impulsva dd filtro ottimo &

quellarappresentatain Fig. 10.11.

E' necessario normdizzare la pesiera h(t) ponendo

(1039) H:l/(tk+1-tk) H’ :]./(tk-tk.l)

In questo modo, lalineadi base del segnale viene ripristinata a zero. Quando al’ istante ty al’ingresso
di questo filtro arrivalo scalino dovuto a Q, larisposta dd filtro sarg, per convoluzione, qudlarap-

presentatain Fig. 10.12.

Poiché il rumore presente € solo di tipo serie e lo shaping € triangolare, la ENC e data dalla

(9.104). Questa & atain redta scritta per il caso di un triangolo isoscele; nel caso di un triangolo
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quaunque, lardazione 9 scriverapiu in generde

(10.40) ENCS = 2kTRC(1/ty+1/t,)

come e facile dedurre ddlaFig. 9.34.

Nel nostro caso

A (10.41) t=tea t
AQYC o=tk
: (t)A > g noti che la sintes dd filtro dipende ddla conoscenza
opt
+ Ly della lunghezza degli intervali di tempo dsponibili per la
A - misura prima e dopo I’ evento da processare: appare
AQLC | tiar-tc A te-teq |
! i Ly quindi non fiscamente redizzabile, non essendo noti in an+
te tesr =tm

ticipo i tempi di arrivo dei angoli eventi. Inoltre, il filtro ora
Fia. 10.12
ricavato & dato adattato alamisuradi Qx, € non e ottimiz-

zato per lamisura della carica trasportata dagli dltri eventi.

Ideslmente [12], S potrebbe sintetizzare preliminarmente un filtro adattato a ciascuna “tipologia’ di
eventi e, se 9 conoscesse in anticipo il momento di arrivo dei singoli eventi, S potrebbe attivare |l

filtro opportuno secondo la logica descrittain

o /S
Fig. 10.13. In questa figura s sippone che -

o /S
subito dopo aver effettuato la misura su un m 2

; out

evento (picco dd triangolo) lo switch viene

h /S
commutato  sull’uscita ddl  filtro  relativo «
al’evento successivo. La Fig. 10.14 mostra '

| Circuito
oli impuls di uscitada sngali filtri e lasequen lanicn
Fia. 10.13

za degli impuld di uscitandl’ipotes idedle che
lo switch venga commutato istantaneamente dopo ciascun t,: 9 hoti che non ¢’ e pile-up d momento

della misura Pertanto, un sample-and-hold potrebbe memorizzare correttamente il valore damisura-
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re, per mandarlo quindi ad un ADC.
L’ apparato complessivo descritto in Fig. 10.7 € un filtro time-variant.

Comed e giadetto, non essendo noti in anticipo i tempi di arrivo dei Singoli eventi, lo schemadi Fg.
10.13 non é fiscamente redizzabile. In pratica, il problema viene risolto in maniera sub-ottima sinte-
tizzando un unico filtro, che per comodita conviene fare arisposta smmetrica di durata 2t,, (triangolo
isoscde), Fig. 10.15, scegliendo t,, sulla base della stima preliminare del rate | degli eventi (che &
sempre possibile avere) in modo da 1i-
durre la probabilita del pile-up d di sot-

to di un valore prestabilito.

Infatti, noto il rate | degli eventi, ddla

datigtica di Poisson s pud cacolare la

probabilita che due eventi S verifichino

entro il tempo di risoluzione t,:

Fia. 10.14 (10.42)
| t,)°
P[2t,] = LY
2!
" )A Naturalmente, riducendo t, g riduce la probabilita di pile-up
t
ma aumenta il rumore serie, vedi Fig. 9.36, e quindi peggiora
t
>
A SNR.
i | Nel caso piu generde [12] in cui non
1 : t >
Figura 10.15 e posshile trascurare il rumore

ralldlo, e occorre quindi usare il filtro paialisEmckencenord puodedasaréni

T, T+T,

del resto e intuitivo per quanto detto finora) che lo shaping ottimo &€ una Fia. 10.16

cuspide troncata di durata finita, Fig. 10.16.

L'ENC risultain questo caso:
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(1043) ENC = ENCop 1- exp(-2(T1+ T2)/te)

(L- exp(-2Ta/t ))(1- exp(-2T2/1t.))

T, e T, sono definiti in Fig. 10.16.
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