CAPITOLO 8

ANALISI SPETTRALE DI UN SEGNALE CASUALE STAZIONARIO

8.1- INTRODUZIONE

S eviso nel capitoli precedenti come un processo random possa essere descritto ne dominio
dd tempo mediante medie datidtiche, e in particolare 9 € vida I'importanza di una di  queste
medie, lafunzione di correlazione.
Ci d chiede orase, andogamente a caso determinigtico, non Sa possibile stabilire un duaismo fra
dominio dd tempo e dominio delle frequenze anche per segnai random.
A primavisa, questo non sembra possibile in quanto avendo il segnae X(t,x,) energiainfinita (per
la supposta  stazionarietd) non ammette trasformata di Fourier. D’dtro canto, I'ipotes di
stazionarieta e essenziade, come gpparira chiaro tra poco.
L’ ostacolo pud essere aggirato in manieraanalogad caso deterministico, come oras favedere.
Sax(t) = x(t,x,) unaredizzazione di un processo random stazionario. Definiamo il segnale troncato
X(t)  -T/2EET/2
(8.1) xr(t) =
0 dtrove
che haenergiafinitae quindi anmette T.F.
(82 xr(®) O Xr(w)

Per il teoremadi Parsevd (3.31)

N ]

(8.3) OC (t)dt = Oy (t)dt = % X w)|* cw

2
Come giavisto a suo tempo, ¥3X+(w)¥% & la densita spettrale di energiadi x;(t). La potenza media di

xr(t) &
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;
12, 1% w)
2
e laquantita
X+ (w)f
@5) s w) = XL

e ladensta spettrale di potenza, o0 semplicemente lo spettro di potenza, di xr(t).

Se assumiamo che il segnde (non troncato) x(t) abbia potenzafinita, cioé

|-

im 1
T® ¥T

N
N

(8.6) A (t)dt < ¥

NI—|9
_'

e se ammettiamo di poter scambiare |’ operazione di integrale con qudladi limite, dala (8.4) segue

cheedgeil limite

©7) im 'Xﬁ—w)'l Se(W)

T®Y¥
e lo chiamiamo densita spettrae ( 0 ettro) di potenza dd segnae X(t).

S noti che per calcolare Sx(w) occorre conoscere il comportamento passato, presente e
futuro del segnde x(t). Pertanto o spettro di potenza ha sgnificato solo se 9 possono fare
previsoni atigtiche sul comportamento del segnale: di qui la necessita del’ipotes di Sazionarieta,
che pemete di limitare I'esame deé segnde ad un intervalo di tempo T finito, purché
convenientemente grande.

La (8.7) e la dendta spettrale di una particolare redizzazione x del processo X(t), cioe Sx(w,X);
essa e anche la densita del processo se questo € ergodico. Se il processo non e ergodico, lasua
dengta spettrale puo essere definita come media sull’inseme delle redizzazioni

(8.8) Sx(W) = E{ Sxx(w, X)}
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8.2 -IL TEOREMA DI WIENER-KINTCHINE

Consderiamo ancora un processo stazionario d |1 ordine ergodico: possamo quindi riferirc ad una
sngolaredizzazione.

Lafunzione di autocorrelazione dd segnde x(t) &

lim

1
Calt) = 1 g y T OXOXt+t )k

N'|—|O/ Nl

Se condderiamo il segnae troncato x;(t), definito in (8.1), 9 ha

Ch(t )= = 0% (D)% (t +t )t

=+
I\Ji—ig N

Prendiamo laT.F. di entrambi i membri

T
TF{CL(t }=TF IT1 OFr (D% (£ +t )ty

R :

Fil B
Fi=
1Ty %

1
=T.F{ T [ (O xr (-1}
1 .
= ?[ Xr(wW) X7 (w)]

equindi in ddfinitiva

|XT(W)|2 _

(8.9) T.F{CL(t)} = T

S«(W)

Essendo
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lim _
T® ¥ Cu(t) = Cu(t)
[im . B
T@ y Sx(W) = S«(w)
segue
(8.10) TR{Cx(t)} = S«(w)
o anche
(810a) Cxx(t) = TF{ SXX(W)}

cioé la densita spettrale di potenza del processo x(t) e la T.F. ddla funzione di
autocorrelazione del processo stesso.

Questo €l teoremadi Wiener-Kintchine,

4
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8.3—ALTRE CONSIDERAZIONI SULLO SPETTRO DI POTENZA
Lo spettro di potenza non i, owviamerte, una descrizione datistica completa del processo
deatorio nd dominio delle frequerze: infatti, elaT.F. solod un momento dd Il ordine.
Tuttavia, come gia detto, per molti scopi pratici e sufficiente la conoscenza ddladtatisticadd | e
Il ordine per caratterizzare un processo. Anzi, pesso ci S limitadla solafunzione di correlazione,
o dternativamente dla densita spettrae, che vengono considerti, con i limiti sopra detti, come la
“descriziong’” nd dominio del tempo e in quello delle frequenze dd segnae casude.
S ossarvi che, in base dla (8.9), Sx(w) € una funzione rede di w; quindi, lo spettro di fase ddlla
funzione di correlazione & identicamente nullo. Pertanto, due processi x(t) U X(w) ex' () U X’ (w)
aventi 1o stesso spettro di ampiezza

IX(w)] = X" (W)l
ma diverso spettro di fase

Fw)! F‘(w)
hanno la stessa funzione di correlazione.

E utile, infine, notare dalla (8.10a) che

(8.15a) C, (0) =< x2 >= z‘ﬁx(w)df

da cui, considerando un intervadlo infinitesmo di frequenza
d<x®> = S (w)df
e dividendo per df

d<x?>

8.15b
(8.15b) &

= S (W)

che perd non va considerata come una derivata in senso ordinario (infatti, <x*> & un numero,
indipendente da f), ma solo un rapporto fra due quantita. S ossarvi, anche, ddla (8.15a), che il
vaore g.m. (che coincide con la varianza se il processo € a media nulla) € lo spettro di potenza

integrato.

B. Marangdli, Appunti di FiScade Dispostivi Elettronici



-8.6-

Nel seguito, noi saremo interessati dla densita spettrae di segndi dlettrici, e in questo caso x e una
tensione 0 una corrente: pertanto, |la densita spettrale sara espressain V4/Hz oppure in A/Hz.
Tavolta, per non gppesantire la Smbologia, s usa il smbolo <> o semplicemente X sia per
indicareil vaore g.m. che ladensta, ameno che non ci sarischio di confusone.

S noti che Sx(w), essendo una trasformata di Fourier, digtribuisce I’energia del segnae su tutto
I’asse dedlle frequenze, cioe per -¥ £ w £ ¥: per questo viene chiamata densita bilaterde. L’ energia
di un ssgnde fisico e didribuita oviamente sulle sole frequenze 3 0. Allora, poiché Sx(w) & una
funzione rede e pari, la dengta unilaterde, cioé quella fisicamente misurabile, sarail doppio di quela
bilaterae.

Puod anche essere utile sgpere che gli ingegneri considerano di preferenza la densita efficace, cioé la
radice quadrata della densita spettrale di potenza, che sara espressain A/CHz oppure in V/OHz; ndl

caso ddl rumore, essa viene chiamata ‘ Spot noise’ .

6
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84 -IL PROCESSO BIANCO

E un processo idedle caratterizzato dall’ avere densita spettrale costante, Fig. 8.1:

(8.16) Sx(W) = S = cost.
sA L'utilita di questo processo € dovuta d fatto che con S possono
S R modellare moalti process fidci, per es. la generazione dd rumore dettrico che
w> Viene chiamato rumore bianco. Normamente s assume che il rumore bianco
Fia. 8.1

gaussiano, e o e giudificato da teoremadd limite centrale, in quanto il processo di generazione
del rumore edovuto d mato di un gran numero di cariche libere, indipendenti;

ergodico, anchecio giudtificato ddl’ osservazione sperimentae;

amedia nulla.

La funzione di autocorrelazione dd processo €, per il teoremadi W.K.

¥

175
(8.17) Cu(t) = EOSOGJWtdW = Sd(t)

modiratain Fig. 8.2.

G Ddla (8.17) s puo quindi dire che due campioni arbitrari di noise bianco

sono  incorrdlati e, per I'ipotes gaussana, anche  datisticamente

>
Fia. 8.2 indipendenti.

Poiché, sempre ddla (8.17)

¥
(8.19) Cw(0)= E{x}= g5,df =¥
-¥
segue cheil processo bianco ha potenzainfinita: di qui lasuairredizzabilitafisca
c. A Un rumore bianco a banda limitata (-B,B) (rumore colorato)

ha spettro di potenza

/\ /\ (8.19) Su(w) =
WV >

U2\ 228t
Fia. 8.3
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0 dtrove

Lafunzione di autocorrdazione e

2pB

(8.20) Cu(t) = —— OSe™dw = 2BS
2p -2pB

senZpBt
2pBt

mostrata inFig. 8.3. S osservi chee
Cu(0) = <x*> = 2BSo0
la potenza del noise dipende da 2B.

[l rumore colorato puod essere approssimato nellapraticadi laboratorio.

8
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8.5 - PROPRIETA DELLA FUNZIONE DI CORRELAZIONE E DELLA DENSITA
SPETTRALE
S riportano senza dimostrazione adcune proprieta notevoli. S consderano segndi redi. S
riassumono dapprima le principdi definizioni.
Ricordiamo la definizione di funzione di autocorrelazione

Coodt) = E{x(O)x(t+)}

e ndl caso ergodico

I
8.21 _mo1s [
(8.21) " TRy T (T)x(t,x)x(t+t X)dt X arbitr.
2
(8.21a) X(t) = X(t) + <x>

S pud esprimere la variabile destoria x(t) come somma della corrispondente variabile centrata
X(t) e dd vaor medio <x> (indipendente dat per la supposta Sazionarietd):

Allora

(8.22 Cu(t) = E{X(t)+ < x>)(X(t+1 )+ <x>)}

da cui, essendo E{ x }=0

(8.23) = Cw(t)+ <x>2

e<ei segndi hanno medianulla

(8.24) = Cwx(t)

Ladengta spettrde di potenza é

Sx(wW) = T.F{Cx(t)}
egpplicando laT.F. dla(8.23)
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(8.25) Su(W) = Sw(w) + 2p <x>?d(w)

Lacorrdazione incrociata & definita

(8.26) Cy(t) = E{x(y(t+1t )}
e per laergodicita
I
o lim12 .
" TRy T ?x(t,x)y(t+t ,h)dt X,h
2

Come sopra, S puo scrivere

(8.27) Co(t) = Cy(t) + <x><y>

Ladensta spettrde incrociata risulta

(8.28) Sy(W) = T.F{Cy(t )} = Sg(w)+2p <x><y>d(w)
Proprietanotevoli:

Cu(t) € una funzione pari

(8.29) Cux(t) = Cu(-1)

basta quindi misurarne solo la parte per t> 0. Essendo C(t) ancherede, poiché x(t) erede,
segue che anchela densita spettrae erede e pari.

Cu(t) emassimapert=0

(8.30) YA (t )Y2£ Cyx(0)
S noti che
(8.31) Cu(0) = E{X()}

cioeil vaore dl’ origine della funzione di autocorrelazione e il vaore quadratico medio del segnde;
se lavariabile e centrata, questo valore € anche lavarianza.
Per variabili centrate

(8.32) lim Csx(t )= 0

Selavariabile non & centrata, Co(t) ® <x>.

10
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Per la funzione di correlazione incrociata vagono le seguenti proprietar
(8.33) Cy(t) = Cpn(-t)

Cyy/(t) non hain generde proprigta di parita

Cyy(t) non ein generde massmain t= 0.

C (t) ® Opert->¥.
Xy

YACuy(t V£ YACK(0) + Cy(O)]

Cxy(0) non ha particolare sgnificato fisico.

Poiché C,,(t) eunafunzionerede qualunque, S,/ (w) & una funzione qualunquedi w.
Consideriamo il caso cheil segndedi cui § cadcola la funzione di autocorrelazione Sia periodico;

la definizione & dlora

X(OX(t+1 )dt

o;’\’lal

(8.34) CMt):?#

35,
NE

infatti, la periodicita rendeinutileil limite, ma n deve essereintero. Per il teoremadi W.K.

| X(w)F
nT

T.R{Cx(t)} = Sulw) =
Cu(t) contiene tutte e sole le armoniche di x(t): pertanto, osservando laCy(t) S puorivdarela
presenza di una componente periodicadi x(t). Vedremo nd seguito I’ utilita di questa osservazione.
Condderiamo infine il caso di due ssgndi che sano esprimibili come

X(t) = Xg(t) + Xo(t) + ...+ Xq(t)

YO = ya() + yo(t) +...c.. Ym(®)

S hasubito

(8.35) Cy(t) = éliélj Cyy, (t)

Per lalinearitaddlaT.F.

(8.36) Sy(w) = T.F{Cy(t)} = &;&;S,y (W)

11
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Nel caso chesay(t) = x(t) (equindi n=m)
(8.37) Cult) = &8 Cux ()
Nella sommatoria compaiono Sa le autocorrelazioni (i=j) che le correlazioni incrociate. Se e solo

sele % sono fraloro indipendenti (e centrate) 5 ha

(8.38) Cux(t)=0 i1
equindi

(8.39) Cu(t) = &y Cyy(t)
eanche

(8.40) Sx(W) = &, Sy (W)

8-6 - RISPOSTA DI UN SISTEMA LINEARE AD UN SEGNALE ALEATORIO

Le condgderazioni che s fanno in questo e nel paragrafo successivo sono di grande interesse per la
fidca in quanto i sgemi con | quai 9 processano | segndi deboli provenienti dai rivelaori di
radiazione sono anche eccitati dal rumore che accompagnatali segndi.

Consderiamo un sstema h(t) lineare time-invariant eccitato da un segnale deatorio x(t), redizzazione
di un processo stazionario. Essendo il Sstemat.i., ancheil processo di uscitay(t) sara stazionario.
Ricaviamo dcune rdazioni notevali di cui faremo largo uso.

Cdcoliamo lamediade processo di uscita

E(y(®)} = EX®* h()} = E{O(t - a)h(a)da}
Per il teoremadi Fubini, ed essendo h(t) deterministico

= OE{X(t- a)}h(a)da

Essendo il processo di entrata stazionario

12
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¥

= OE{x()}h(a )da

¥

equind infine
(8.41) E{y(®)} = E{x®)} Gr®)dt = E{x(1)} H(0)

Pertanto, la risposta media del sistema h(t) € il prodotto della eccitazione media per I'area
della risposta impulsiva.

S noti che la rigposta € a media nulla se tae é I’ eccitazione, oppure se € nulla I'area netta della

rispostaimpulsiva (risposta bipolare).

Cdcoliamo oralafunzione di autocorrelazione di uscita Cy(t)

C, (t) =E{y()y(t+t)} = E} O«@)h(t - a)da x(b)h(t +t - b)dby
T-¥ b

= £{ Qi@ X(d)N(t - a)h(t +1 - b)dadb
Per il teoremadi Fubini

= @E{ x@)x(b)h(t- a)h(t +t - b)dadb)

= doCu(a- b)h(t- a)da]h(t+t - b)db
Poniamo nella[ ] a-b=g, da=dg, essendo b cogtante nella parentes

doca(g)h(t- b - g)dglht+t - b)db

doCq(t- b)* h(t- b)]ht+t - b)do

Poniamo t-b=-q, db=dq, osservando chet & costante

JCu(-a)* h(-a)lh(t - )dg

Cx(t)* h(- t)* h(t)

oppure anche

13
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(8.414) Cy(t) = Cult)*[h(-t)* h(t)]
e quindi infine

Pertanto, |’ autocorrelazione del processo di uscita e la convoluzione tra |’ autocorrelazione del
processo di entrata e |’ autocorrelazione della risposta impulsiva.

Applicando laT.F. dla(8.41a) s haanche
Sy(W) = Sw(w)H(W)H(w)
e quindi
(8.43) Sy(W) = Su(w)[H(w)f
che lega la densita spettrale del processo di uscita del Sstema aqueladi entrata, tramite la risposta

in frequenzadel Sstema stesso.

Cacoliamo infine la corrdazione incrodiata frail segnale di usditay(t) e quello di entratax(t):
ot )= E{y(x(t +1 )}= E{x(t+t )¥(‘)x(t-a )h(a )da }
- BE{x(Ht )X(t-a Yjh(a )da
= ¥(‘)Cxx(t - a)h(a)da
equindi irfine

(8.44) Cyx(t) =Cult)*h(t)

8.7 -TRENO CASUALE DI IMPULSI. TEOREMA DI CARSON.
Congderiamo ora il caso che il sstema lineare t.i. h(t) Sa eccitato da un processo impulsivo di

Poisson (vedi par. 6.7):

(8.45) x() = &, adt-t)

14
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codtituito da un treno di delta generate ad istanti casudi t, ciascuna indipendentemente ddlle atre.
SaN il numero ddleddtain (-T/2, T/2). Gli igtanti t, sono digtribuiti secondo la statistica di Poisson,

edal il rate medio. & € |'area (di vaore casuae, postivo 0 negativo, e indipendente da k) della

delta che nasce dl’istante . Per semplicita, assumiamo a=0. La funzione h(t) & suppostarede e
causale, edi breve durata
A Il processo y(t) di uscita €

/( A A (8.46) y(t) = &.adh(t-tc)
A > -
Y \ \( t. mostraoinfig. 8.4.

La densita spettrale de processo di uscita pud essere

Fia. 8.4 cacolata con la (8.43), dopo aver calcolato la densita
Spettrale ddl processo impulsvo di entrata x(t). Se ¢ riferiamo ad una sola redizzazione, x(t,x), la

suaT.F. e
X(W,x )= & ace

Ladengta spettrale di questaredlizzazione €, per |a(8.7)

| X(w,x)["

Su(w,x)= llg; =

e quindi
= fim = [X w) X" w)]= im 2[4 wtien)]
Te¥ T Te¥ T ke
Ladensita spettrale del processo e
S W) =E{ S, (w,x)} = E{li@rg[...]}

Assumendo di poter scambiare |’ operatore E con lim, e separando nella sommatoria i termini con

k=l, 5 ha

ié\l 2, 8 Cjwte-t) U
Ela kak+aaka1€JW(k K
11 kil

15
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€l o 1o u
=lima=Qq E{a’t +—=a E{..}q
T®¥§r k { k} KLl { }H

im éN—u, lim é1, . 0
= —— -+ A E E E S jw(te-t) >
Te v & Yl T®¥8T9. {a}E{a}E{e }H

=la

poiché lamediadi ae zero.

Il processo impulsivo di Poisson € quindi un processo bianco. In dtri termini, un processo bianco
(rumore bianco) di assegnata densita di potenza pud essere modellato con un processo impulsivo di
Poisson in accordo con la (8.46d8). S noti che questo fatto € indipendente dala particolare
distribuzione (gaussiana, uniforme,...) ddl’area delle delta. Ci sono, naturamente, dtri process che
hanno densita spettrade costante, sono cioé bianchi; ma vedremo nel prossmo capitolo che il
processo di Poisson € particolarmente adatto a rappresentare i process fisici che nei componenti
elettronici generano rumore bianco.

Allora, utilizzando la (8.43), 9 haladensita spettrae del processo di uscita:

(8.47) Sy (W) = 1 @[HWw)|?

che eil teorema di Carson. Esso ci fornisce lo spettro di potenzadi un processo poissoniano di rate
medio| ed funzione di formah(t).

L’interesse del teorema di Carson € dovuto ala seguente osservazione che deriva ddla (8.47): se
all'uscita di un apparato di misura h(t) noi osserviamo un rumore di densita Sy(w), tale
rumore puo essere pensato come dovuto alla sovrapposizione di impulsi, di forma opportuna
h(t) U H(w), distribuiti secondo la statistica di Poisson con rate medio | opportuno, tali da
rendere vera |'eguaglianza (8.47).

Congderiamo oradcuni cas che ci interessano particolarmente, ed assumiamo per semplicita ja|=1.

Supponiamo che dl'uscita di un gpparato noi osserviamo un rumore idealmente bianco, S, (W)=S:

16
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cerchiamo laformadegli eventi h(t) che, sovrapponendosi, danno luogo atale processo. Ddla (8.47)
9 ha

(8.48) So=1 [HW)P

Sulla base delle proprieta di parita della TF, S pud vedere che tra tutte le possibili H(w) che
soddisfano la (8.48) solo

(8.49) H(w)= J_r\/lgz H*(w)
ha per trasformata una h(t) reale

(8.493) h(t)= + \/|§ d(o)

T Pertanto, il rumore bianco pud essere pensato come costituito

44 q dalla sovrapposizione di delta di area unitaria, casualmente +

t L . .
# ¢ # oppure -, distribuite secondo Poisson con rate medio | eguale

Fia. 85 s : .
'd alla densita spettrale S del rumore stesso, Fig. 8.5. Tderumore é

quindi il risultato di un processo impulsivo di Poisson ossarvato tramite un sstema h(t) avente banda
passante infinita, vedi cap. 4.

Consderiamo orail caso che il rumore osservato Saa media nulla e abbia densita spettrale

(8.50) Syy(w) = kwf*

S haddla(8.47)

(8.51) kwp = I [Hw)|?

Anchein questo caso, S pud vedere che solo la soluzione

(8.51a) HM)=GWFJ?=-H*M)

daluogo ad una h(t) rede. | cas cheinteressano sonoa=2 ea=-1. Sea=2, s ha(8.51b)

17
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ht) = \/|E d 1)

Allora, il rumore avente la densita spettrale kw? pud essere pensato come dowvuto alla
sovrapposizione di doppietti di Dirac di area unitaria, distribuiti secondo Poisson con rate
medio | =k, come modtrato in Fig. 8.6a. Tade rumore € il risultato di un processo impulsivo di
Poisson osservato attraverso un sstema h(t) che & un puro derivatore.

Sea=-1,d ha(vedi tav. 3.1)

(8.52) h(t) = Wl)«/f \/|E

modtratain Fig. 8.6b. &) € lafunzione gamma.

Il rumore di densita spettrae k/jw| € noto come rumore 1/f. Questo rumore, quindi, eil risultato di
un processo impulsivo di Poisson ossarvato atraverso un sstema h(t) = tY2

Da teorema di Carson e dagli

T 3 h(t)T b) esempi esaminai sembra di poter

L
222223

Fia. 8.6 fondamentale, € un processo

» trare le seguenti condlusioni: il

‘ t rumore in natura, come processo
impulsvo di Poisson con densita spettrae cogtante. 1l rumore che noi osserviamo con il nostro
gpparato di misura h(t) ha una dengita che dipende dall’ apparato stesso; cioe noi osserviamo
sempre la convoluzione dd processo fondamentae con la risposta impulsiva dell’ gpparato. Se
usasSmo un gpparato con banda passante infinita, h(t) = d(t), osserveremmo un rumore
rigorosamente bianco. Se invece usassimo un gpparato con risposta impulsiva (8.51b), (cioé un
derivatore ided€), osserveremmo un rumore di densita kw?. Se infine il nogtro apparato fosse del
tipo (852), ossarveremmo un rumore Uf: questultimo rumore non € quindi di natura
fondamentale.

Nel caso dd rumore bianco, ¢i sono evidenze ddlla attendibilita di quanto ora affermato. S € infatti
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piu volte detto che per es. latensone di rumore osservata a capi di unaresisenzaR € dovuta dla
agitazione termica degli eettroni dl’interno dd materiae; il contributo di ogni dettrone fradue urti €
ben assmilabile ad una ddta. La limitata banda passante del nogtri sstemi di misurafa g’ che noi

0sserviamo sempre un rumore bianco a banda limitata (o rumore colorato).

Non c'e atutt'oggi  una evidenza dtrettanto chiara nél caso del rumore 1f: non g riesce infetti a
immaginare un meccanismo, o sisema, che generi impusi h(t) = t2. Ne caso dei componenti

eettronici, ¢ e una chiara evidenza sperimentale che la densta dd rumore 1/f € legata a limiti ddla
tecnologia costruttiva dei componenti (per es. 9 € osservato che il perfezionamento della tecnologia
codruttivade trangstor MOS negli ultimi 20 anni ha portato ad una netta riduzione del rumore 1/f in
questi componenti; vedi il successvo capitolo); ma non S riesce ad associare quedti limiti con la
rispostaimpulsiva (8.52).

In ogni caso, queste consderazioni sottolineano la grande importanza dd teoremadi Carson.

8.8- | TEOREMI DI CAMPBELL

Ne paragrafo precedente s € introdotto il teorema di Carson, il quae permette di moddlare il
rumore dl'uscita di un gpparato di misura h(t) con la sovrgpposizione di opportune funzioni
ht)U H(w), distribuite secondo la statistica di Poisson con opportuno rate medio | . A livello
fondamentae, il rumore sembra essere sempre un processo impulsivo di Poisson di ratel .

La dendita spettrde del rumore di uscita € data dala (8.47). Vogliamo ora ricavare dtre proprieta
detistiche del rumore stesso.

Il valor medio puo essere immediatamente ottenuto dalla (8.41) e ddla (6.38):

(8.53) y=1 a n(t)dt

che e noto come teorema di Campbell della media. Nei casi di nostro interesse, € y = 0.
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Per cdcolare la varianza del rumore di uscita, calcoliamo dapprima la funzione di autocorrelazione,

applicando il teorema di Wiener-Kintchine ala (8.47). Poiché

IHW)|> = H@w)H* (W) O h(t)* h(-t) = ch(@)h(t +a)da

-y
d ha
¥
C,(t)=1a*h(a)h(t +a)da
-¥
Il vdlore g.m. dell'uscita e
¥
C,(0) =< y? >=1a® gp’(t)dt
-y
ed infine, essendo il processo amedianulla, lavarianzae

(8.54) s2=| ?&Z(t)dt

y

ove | <&®> & la dengta spettrale del processo di entrata. Questultimo € il teorema di Campbell
della varianza.

Possamo quindi concludere enunciando come segue i due teoremi di Campbell: se un Sstemalineare
ti. h(t) risponde ad una eccitazione al(t) con ah(t), alora la risposta media dd sstema ad una
sequenza poissoniana di delta sara data dal prodotto dell'area ddlla risposta impulsiva, dell'area
media delle delta e ddl loro rate medio; la varianza della risposta sara data da prodotto dell'integrale
di F(t) per ladensita spettrale del processo di entrata.

Conviene estendere il secondo teorema di Campbell d caso in cui il processo di entrata Sa una
sequenza poissoniana di doppietti di Dirac: in questo caso, bastaricordare che larisposta del sstema

h(t) ad una eccitazione ad'(t) saraah'(t) ela(8.54) s scrivera

(8.54a) s2=| ??‘ﬁz (t)dt

| teoremi di Campbell saranno estesamente usati nel capitolo seguente.
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S ricordi, infine, che seil sstemanh(t) e causde gli integrdi (8.53) e (8.54) vanno etes da0 a¥.

8.9 - MISURA DELLA DENSITA SPETTRALE
Per misurare la dendta di potenza spettrale S, di una sorgente occorre, in lineadi principio, un filtro

di banda passante nota B*, cenirata intorno dla

SuW) —>{ H(w) REA) wattmetro | frequenzan, di interesse, ed un wattmetro, Fig. 8.7. Se

Fia. 8.7 H(w) & la ripodta in frequenza dd filtro, la cengita di
potenza di uscitadd filtro sara per 1a (8.43)
Syy(W) = Se(W)YHW)Y2
Se per fissare le idee supponiamo che lo spettro da misurare sSa bianco, S, la potenza totae

misurata dal wattmetro sara
¥ 5 ¥

(8.55) Pe = OS.WIHW)*dw= s, H(wW)Fdw
¥ ¥

eladendtadi potenzasaraquindi S,y = Pe/B*.

A S noati, tuttavia, che la potenza misurata risulta funzione della forma del
Ho
A~ filtro (cioe della sua ripiditd), anche a parita di banda passarte, come mo-
/ 5 I\ » dratoin Fig. 8.8.
<8 >

Fio. 8.8 L’inconveniente viene superato definendo la banda passante B
equivalente dd filtro redle, la quae e la banda di un filtro idedle (avente lo stesso guadagno in

banda dd filtro rede, H,) che lascia passare la stessa potenza dd filtro rede:

o)
-
|
%
M@ N | @
I
oN
I
o
I
oN
]

da cui infine, per confronto con la precedente
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1 ¥
(8.56) B= —QHW)ldw
H2,

Ladensitadi potenzasaradlora S, =Pe/B.
Accade spess0 di avere a che fare con Sstemi la cui risposta a bassa frequenza salimitataaf;=0 e
quella ad dta frequenza sa determinata da un singolo polo dominante a frequenzaf; in questo caso,
S pud vedere che la banda passante equivaente per il rumore €, dala (8.56)
(8.57) B = 157,
Quando non s dispone della adeguata strumentazione, S pud comunque fare una misura, Sa pure di
prima gpprossimazione, ddla densta spettrade de rumore, supponendo che questo sa
essenzidmente bianco. La Fg. 9.2a modra il rilievo oscillografico dd rumore dl’uscita di un
amplificatore, con a fianco la distribuzione, gaussiana, ddl’ ampiezza del rumore stesso. E noto che'i
vaori di una varigbile didribuita gaussanamente sono contenuti a 99% entro +3s intorno d vaor
medio. Ddla figura gppare evidente che non &€ molto difficile simare I'intervalo di 6s dd rumore
basta trascurare i picchi di rumore che S presentano raramente. Ottenutala s, equindi s, questa @
anche la tensone g.m. de rumore, <v*>, essendo amedianulla Nota la banda passante (f-f.)
dell’ amplificatore, la densta spetirale sara gppross mativamente

<v?>/(f,-fy) volt’Hz
0 anche in volt/OHz, estraendo la radice quadrata. Anche se S tratta di una stima grossolana, puo

sarvire ad avere rapidamente gli ordini di grandezza.

8.10 - ANALISI SPETTRALE DEL SEGNALE TELEGRAFICO

. Questo segnde € un treno di onde quadre il cui andamento e

- -
¢ modtrato in Fig. 8.9.
T >
Possamo condderare questo segnde come una successione di

Fia. 8.9
impulg rettangolari di durata T, con periodo T, la cui ampiezza a

assume a caso il vaore +1 oppure -1, indipendentemente da vaori precedenti e con eguale
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probabilita. Con I’ origine dei tempi fissata comein Fig. 8.6, detta g, I'ampiezzadl’igante t, = KT, il

segnale telegrafico puo essere scritto come
¥ ~
xt) = &,aQx (t-KT)
-¥ 2

e possiamo pensarlo come una redizzazione di un processo random che supponiamo dazionario d
Il ordine. Cacoliamo direttamente lo spettro di potenzadd segnde. S ha, ddla (3.39)
T
senw —

t-kT) 0 T—=2eh
( T
"2

O

NI

Congderiamo il segnae troncato

T
N ~ SenWE N
xn@® = &,aOyt-kn0 T ==&, ace™
-N 2 N
)

N
é a e JwkT

;
|
y
b

2,

200
yd
bt

é ¥ N
|m§..E|l' a a, (coswkT - senwkT)
g -N

t

lim

= N® Y [....E{( & acoswkT )" + ( &, asewkT )}

(8.59)

Sviluppando i quadrati, compaiono i termini

afcos’[.]; atsen?[.]; axa coskwT cosiwT; a. a; SenkwTseniwT
Per lalinearita dell’ operatore E

Elad.]} =aE{[]}
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In particolare

E{aacog]cog ]} = cod Jeod .|E{aa}
Per la supposta indipendenza di a daa

= cog].]cod].|E{ a} E{ ai}
e poiché & e a hanno medianulla

=0

Anadogamente per i termini contenenti il seno. Allora, riprendendo i calcoli dala (8.58)

—im€ (3 2 A2 2 2 o2 u
—hlll(@rr;g..(% E{ak cos WkT} +a E{aksen WkT})u

k u
lim & gN N By,
= A...88  COSPWKT + &, sen®WKT
N® ¥ & & . i
é T u
_lmoe 1 Sy gl
" Ney fNenT ! T, ANHU
: w3 v
ciog, infine, dopo le semplificazioni
, T
sen WE
(8.59) Sw(w) = T
(WE)Z
Lafunzione di autocorrelazione del processo risulta essere
1-M [t|<T
(8.60) Cu(t) = TF{Sx(w) = T
0 [t|>T

Le due funzioni sono rgppresentatein Fig. 8.10 e 8.11.

S(W)
S nati il dgnificato della funzione di correlazione per
/ QuESto Processo:
1rr 2T wizp T t7 per 4%<T: e piu probabile che x(t ) e x(t +t) abbiano
Fia. 8.10 Fia. 8.11
ampiezze dello stesso segno che non di segno contrario;
24
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per ¥4Y2> T: laprobabilita che le ampiezze a dueidtanti generic t; et;+t Siano dello stesso segno e

uguale aqudlachesano di segno opposto.

8.11 - APPLICAZIONE DELL’ANALISI STATISTICA ALLO STUDIO DEI
SISTEMI LINEARI
Consderiamo il problema ddla misuraddlarisposta impulsva h(t) di un Ssemalinearet.i..

Il metodo di misuradiretto, derivante dalastessadefinizionedi h(t), eillustratoin Fig. 8.12.

J_L Come gia ricordato nel Capitolo 3, x(t) deve avere ampiezza
—= hi) F=>y(t) ~ finita A, per questioni di dinamicadd sstema, e durata piccola, g,
Fia. 8.12 perché approssmi unad. Pertanto, |’ energia ddll’ eccitazione, E p

Ag, e piccola e di conseguenza larisposta sara “rumorosa’ e la precisione bassa, Fig. 8.13. In
molte applicazioni, questo metodo da risultati sufficienti. In

J_L dtri cas puo essere richiesta una maggiore precisione. A
—> h) > ‘M o . .
questo scopo, consderiamo o stesso sistema eccitato da

Fia. 8.13
un segnde X(t) che daunaredizzazione di un processo

deatorio sazionario d Il ordine, ergodico. Ne paragrafo 8.5 abbiamo vigo che lafunzione di

corrdazioneincrociatafrala rispostae I’ eccitazione e data ddla (8.44)

y(t), Cyx(t) = Cult)*h(t)
X() ht) Cyt) =
Seil processo di entrata hafunzione di autocorrelazione

Fia. 8.14 Cult) =
d(t)
cioé seil processo x(t) e bianco, s ha m

| Whin Wmax

8.61 Cyx(t =d(t)*h(t) = h(t
(8.61) y(t) Fi. 8.15 (t)*h(t) =h(t)
Questo fatto suggerisce un nuovo metodo di misura di

25

B. Marangdli, Appunti di FiScade Dispostivi Elettronici



-8.26-

h(t), illusratoin Fig. 8.14.

Con questo metodo, la precisione della misura cresce con T e pud essere molto grande, poiché
I'errore di stima di Cy(t) diminuisce al’aumentare di T. || metodo su esposto, tuttavia, appare
fiscamente irredizzabile, poiché tde e il rumore bianco (il ssema che generail processo bianco di
entrata, Su(W) = k, dovrebbe avere banda passante infinita). Ma questo ostacolo puod essere
facilmente aggirato se 9 osserva che tutti | Sstemi fiSci sono passa-basso cioé hanno una frequenza
di taglio superiore finita; inoltre € sempre possbile definire una Wy d di 1a ddla quae H(w) ? 0.
Pertanto, e sufficiente che Sy,(w) Sa costante entro la banda significativadel ssemain esame. In
adtri termini, bagtail rumore colorato, Fig. 8.15. Ripassando nel dominio del tempo, questo equivae
adireche é aufficiente cheil segnaledi test abbia unaCy(t) strettarispetto ad h(t), Fig. 8.16.
Lagtessa figura8.16 suggerisce anche un'dtra considerazione: poiché h(t) per un dstemafisco é

generdmente a supporto  limitato t, la misura non € infidata e |l

h(t) segnale di test ha una autocorrdazione periodica, schematizzatain Fig.
/,v/\ T t’ 8.17, di periodo Ts > t,. Intal caso, dl’ uscitadd correlatore s avra
Fia. 8.16 (8.62) hy(t) = h(t)*ad(t-KTs)
ed h(t) pud essere ritrovata osservando |'uscita solo per
T
' ' t > . . . L
Fig. 8.17 Orail segnde di test x(t) non € piti random, ma periodico: tut-

tavia, a fini ddl’andis dd dgtema lineare che qui stiamo esaminando, S comporta come se
fosse random. Per questo lo S chiama segnale pseudo-random.

Un segnae pseudo-random avente le caratteristiche desiderate pud essere ottenuto partendo dal

NT, segnde  telegra
T‘ —‘ ‘H_‘ fico corsiderato |« NTe

| [ Tt nd  paaglo /\ A
i 2T. >

Fia. 8.18 precedente. Si e : n
Fia. 8.19
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vido che, detta T la durata dell'impulso rettangolare dementare, tae segnae ha per funzione di

autocorrelazione  un triangolo di larghezza 2T. Pertanto, s2 9 tronca la sequenza di impuls

rettangolari a T; = NT elad ripete, g otterraun segnale, Fig. 8.18, lacui funzione di autocorre-

lazione € modratain Fig. 8.19.

Un tae segnde puo essere facilmente generato con uno shift register an stadi (cosicché saraN =

2" - 1. infatti, gli Sati posshbili ddlo shift register sono 2", mafraquesti esiste larelazione 8.63), con

frequenza di clock n (scché sara1/n=T), opportunamente reszionato. Agendo su n, S control-

f(Q)

FF,

Q

FF,

Q2

o1

?

o

lalalarghezza di Gy(t); agendo su

n, S controllaTs = NT.

FF,

Qn

—lA—b(t) Lo schema del generatore & mo-

gratoin Fig. 8.20.

Fia. 8.20

14

Fia. 8.21

La funzione f(Q), che decide i
punti di controreazione da
collegare dl'OR exlusvo, & data da un
polinomio dd tipo
(8.63) f(Q =aAaQA
aQ,A...A aQ,
oveal (0,1) e A &il Smbolo dell’ operatore
OR exclusivo.

| vdori de coefficienti @, dcuni da qudi

sono tabulati in codice octal nella Tav. 8.1, sono determinati secondo  algoritmi che qui non

approfondiamo.

Congderiamo ora un esempio di generatore di sequenza  pseudo-random con n = 14. 1l codice dei

coefficienti €42103 octa, cioe in binario:

cod. octal

4

2
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cod. binario 1 00 010 0 01 0 0O 011

coefficienti 14 a1 3 ar @

Lafunzione di reazione € pertanto
f(Q = QuA QA QA QA1
Lo schema delo shift regigter reazionato € modtrato in Fig. 8.21. ESso genera una sequenza
casudedi 2'* - 1 = 16383 impulsi, che poi S ripete periodicamente.
Tav. 8.1 Coefficienti di f(Q)

n codice octal n codice octal
3 13 9 1021

4 23 10 2011

5 45 11 4005

6 103 12 10123

7 211 13 20033

8 435 14 42103

28

B. Marangdli, Appunti di Fiscade Dispogitivi Elettronici




Bibliogrefia

J. Max, Méhodes et techniques de traitement du signal. Masson 1981

G. Cooper, C. McGillem, Methods of signa and system anadlysis. Holt, Rinehart, Winston
A. Papoulis, Probabilitd, variabili aeatorie e process stocastici. Boringhieri

B. Marangdlli, Dispense di Fiscade Dispostivi Elettronici.

-8.29-

29

B. Marangdli, Appunti di FiScade Dispostivi Elettronici



