CAPITOLO 3

RAPPRESENTAZIONE DI UN SEGNALE DETERMINISTICO NEL

DOMINIO DELLE FREQUENZE

3.1-INTRODUZIONE. LA TRASFORMATA DI FOURIER

S e vigo come un modello matematico per segndi determinigtici € codtituito da una espressione
anditica egplicitax(t), funzione della variabile indipendente tempo.

Questa rappresentazione di un segnde e fiscamente soddisfacente, poiché ndl’andis di un
fenomeno fisco noi abbiamo a dominio dd tempo. Dd punto di  vista matematico, invece,
operare ne dominio del tempo puo comportare difficolta legate d fatto che I’ espressone esplicita di
X(t) e molto spesso complessa. S e vigto come le difficolta vengono dleviate sviluppando x(t) in
serie di segndi pit semplici. In particolare, la serie di Fourier per segndi periodic 0 definiti inun
intervdlo finito di tempo (T/2, T/2), sviluppa il segnde in una serie di Snusoidi complesse, ved
(2.20):

(3.1) x(t)= a: X(nwo) ™!

essendo w,=2p/T. Questa rappresentazione € particolarmente felice saper il dgnificato intuitivo che
sagppiamo dare atermini come frequenza, componenti armoniche, ecc.; da per la semplicitacon
cui i segndi sSnusoidai possono essere generati; Saperchéi segndi sSinusoiddi non sono deformati
nel passare atraverso sstemi lineari (9 dice che ess sono le “funzioni proprie’ dei sgtemi linear).
Inoltre, la rappresentazione nel dominio delle frequenze da nuovo sgnificato fisco dle cardtteristiche
di segndi e sstemi, anche perché dcuni organi sensoridi  (vita e udito) s comportano in modo
modellabile in termini di frequenza. La rgppresentazione nel dominio s (cui S accenna dla fine dd
cgpitolo) o nd dominio z pud servire invece asemplificarei cacali.

E possibile estendere questo tipo di rappresentazione anche a segnai non periodici, definiti per
-¥ <t<+¥. Infatti, partendo ddla (2.20), vdida per x(t) definito in (-T/2, T/2) eignoto atrove, S puo
passare d caso di un segnale definito per -¥ <t<+¥ con un passaggio d limiteper T -> ¥,

S ha, infatti, ricordando la (2.18):
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¥

x(t) = &,[ (tye™'dt] @™t =
-¥

=~
ol N]—qg; N

1 / j t j t
= =&, [wo OX(t) e'™ dt] ™
T [wo OX(®) ]

qug

(3.19)
Se orad pasad limiteper T -> ¥, lagpaziaturafra le amoniche, T, = 2p/w, diventainfinitesma
€ possiamo porre

wo ® dw
Anche, lavariabile discreta nw;, diventauna variabile continuaw, cioe

nwo, ® w
Lasommatoria, infine, diventaformamente un integrale

a® o

Pertanto, la (3.1) diventa

X(t) = Zi Ol OX(®) €™ dt] & dw
(32 Py

L’integrde in[] e funzione ddla sola w; indicandolo con X(w), (3 noti che dcuni autori usano la

notazione X(jw)), cioe ponendo:

X(w) = Ox(t)e™dt
(33) ¥

la(3.2) diventa:
1 ¥
x(t) = P OX(w)e™ dw
(34) P
Questa espressione (da confrontare con la (3.1)) € nota come integrde di Fourier ed esprime |l

segnae X(t) come un continuo di snusoidi complesse lacui anpiezza e fase € datada

% X(W )dw

Pertanto, come nel caso della serie di Fourier, il segnde x(t) € completamente determinato dalla

conoscenza della espressione X(w), che determina ampiezza e fase di tutte le  armoniche che
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concorrono a codtruire il segnale stesso: S pud  pertanto chiamare X (w) lo “spettro di frequenza’
de segnde x(t). Essa ein generde una quantita complessa, S puo cioe porre

(35) Xw) = [X(w)le" ™ = Re[X(w)] + jImX(w)]
Il termine
36) I X(w)l = R[] + Inf[-]
e chiamato lo spettro di ampiezza di x(t). Il termine
f(w) = arct m-]
(3.7) Ref -]

elo spettro di fase di x(t).
Lo spettro di frequenza X(w) definito ddla (3.3) € quindi un nuovo modelo matematico del
segnde, definito nd dominio delle frequenze, ove la variabile indipendente é w.
Il passaggio dad modelo nd dominio del tempo aquello nd dominio delle frequenze e viceversas
ottiene con le due relazioni (3.3) e (3.4) rispettivamente, che sono conosciute come trasformate di
Fourier.
S dice chelefunzioni x(t) e X(w) sono unalatrasformatadi Fourier (T.F.) ddl’dtraeds scrive:

X(t) = T.R{X (W)}

X(w) = T.F{x(t)}

X <=>X(w)

per indicare lerelazioni di trasformazione.
Condizioni sufficienti per I'esstenzaddla TF (3.3) e per lasuainvertibilita (3.4) sono che lax(t) sa
limitata e assolutamente sommabile:

¥
ax@|dt < ¥
¥

Queste condizioni non sono perd necessarie: ¢ sono cioé funzioni che ron le soddisfano, pur
ammettendo trasformata di F. Questo dgnifica che se una funzione non soddisfa le condizioni

sufficienti, occorre provare a calcolare direttamente le (3.3) e (3.4) per vedere se esistono.

B. Marangdli, Appunti di Fidcade Dispostivi Elettronici



3-4

3.2- ALCUNE PROPRIETA’ DELLAT.F.
Elenchiamo, senza dimodrazione, dcune proprieta notevoli della T.F. che ¢ saranno utili nd
sequito.
Smmetria:
Considerando i due integrai (3.3) e (3.4), & chiaro che sono identici a parte il fattore 2p ed il
segno degli esponenti. Allora, s2
T.F{x(®)} = X(w)

éanche

T.E{X(t)} = 2px(-w)

come g ottiene immediatamente ddla (3.4) prima scambiando t con w e successivamente ponendo

W -> -W.
Linearita:
Sa
X <=>Xw)  y(t) <=>Y(W)
éanche
(3.8) ax(t) + by(t) <=> AX(w) + BY (w)

essendo a, b delle costanti arhitrarie.

Cambiamento di scala;

~ 1w
(3.9) x(at) U EX(E)
Tradazione:
(3.10) xt-a) O X(w)e®
Derivazione:
(3.11) % O (Gw)" X(w)
Modulazone:
(3.12) x(tet U X(w-w,)
Convoluzone:
(3.13) X()*y(t) <=> X(W)Y (w)
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(3.19) X(O)y(t) <=> X (w)*Y (w)

Parita:
X(T) X(w)
(3.15) rede pari Reale pari
(3.16) Redle dispari Immeaginaria dispari
(3.17) Immaginaria pari Immeaginaria pari
(3.18) Immeaginaria dispari Rede digpari
(3.19) Rede qudunque Re(w) pari, Im(w) disp.
(3.20) Immeaginaria quaunque Re(w) disp.,Im(w) pari

X(t) reale e causale:

S puod scrivere, in generde:

(3.21) X(0) = %(t) + X()

essendo X.(t) laparte pari di x(t) e xq(t) quella dispari. E anche

(3.229) Xo(t) = [X(t)+x(-1)}/2

(3.22b) Xd(t) = [X(t)-x(-t)]/2

Seil segnale e causde, cioe x(t)=0 per t<0, & anche x(-t)=0 per t>0, per cui:
xt)=0 t<O
X(®) = 2%(t) = 2x() t3 0

Per trasformatadi Fourier:
¥ . ¥ . ¥ . ¥ .
X(w) = ox(t)e ™dt = Ox(t)e ™ dt = 20, (t)e Mdt = o), (t)e Mdt = X, (w)
-¥ 0 0 - ¥
dacui
1 .
X(t)= =— X . (w)e'" dw
2p 97

eperla(3.15):

x(t)= % _QRe[ X(w)] " dw
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e per lapaitadi Re()
1 ¥
(3.23) x(t) = E ORel - ] coswtdw
0
Andogamente s trova
1 ¥
(3.24) X(t) = 0 gl - Jsenwtdw
0

Pertanto, il segnade causale puo essere dedotto dalla conoscenza della sola parte rede o di quela

immaginaria dello spettro.
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3.3-IMPLEMENTAZIONE HARDWARE DELLAT. F.

Un analizzatore di spettro e uno strumento che meccanizza I'equazione (3.3). In redtd, poiché
guesta equazione definisce una quantita n generde complessa, non rappresentabile fisicamente, un
andizzatore di spettro cacola separatamente Re[X(w)] e Im[X(w)], dalle qudi con le (3.6) e (3.7)
cacolalo spettro di ampiezza e di fase.

Se condderiamo segndi causdi eriscriviamo la (3.3) come segue

[T
= il
T =T

cosm,t
:
: Fiyura 3.1
(3.25) X(w)= i‘)x(t)coswtdt - jt‘)x(t) senwtdt

ne deriva lo schema a blocchi dell'andizzatore disegnato in Fig. 3.1, ove € evidenziato in particolare
come viene cacolato un punto dello spettro di ampiezza. In modo analogo puo essere cacolato o
Spettro di fase.

E intuitivo che i punti dello spettro non possono essere infinitamente vicini; datro canto, verra
mostrato nd capitolo 5 che la conoscenza di campioni discreti dello spettro €, a certe condizioni,
aufficiente a descrivere completamente o Spettro stesso.

Vainfine aggiunto che i Sstemi fiscl che redizzano le operazioni di maltiplicazione, integrazione, ecc.
9 implementano oggi con tecnologie digitdi, il che implica necessariamente una discretizzazione delle

grandezze di ingresso e di uscitadd dstema stesso.
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Un gintetizzatore di funzioni € un sistema che meccanizza l'equazione (3.4) che, per segndi causdi, S
riduce dla forma (3.23) la qude, in forma

discreta, 5 traduce ndllo schemaablocchi di

Ro(e, Jhmoosm ¢ fig. 3.2

Re(@)incosnt |———> - |»x(t)  E chiaro che le amoniche potranno essere

........ - generate con passo in frequenza discreto e

Rofe Ykeooso, t con ampiezza finita. Inoltre, non é possbile
Fiura 3.2 generare esdttamente il segnde x(t) sa

perché non € posshile generare le
armoniche con paso in frequenza arbitrariamente piccolo, Sa perché non e fiscamente possibile

generarletutte, finoad w = ¥.
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3.4-SIGNIFICATO DELLE FREQUENZE NEGATIVE

Le frequenze negative compaiono per definizione
mﬁ dessa di T.F., ma non hanno rispondenza nella
T /\_ redta fisca un andizzatore di spettro misura, in
—
T2t dfetti, la T.F. di un segnde per le sole w>0.

Tuttavia, se s vogliono effettuare calcoli con questa

T.F., occorre che la misura venga completata con
la parte corrispondente ale w<0, per averelaT.F.
completa.

Questo s puo fare utilizzando le proprieta di Smmetria della T.F., come mostrato nell'esempio che

segue.
S congderi il segnde, Fig. 3.3
(3.26) X(t) = sermtO (1)

Sed cdcolalaT.F. 4 trova

senw-l/z
X(W) = jp[dW - w,)- dw +w,)]* T—=5=
()= Jpld - ) - +w))* T

€sen(w - w,) 15 sen(w+w0)-|/2g
w-w) 5 ww) T i

(3.27) = jpTg = jIm(w)
é

modtratain Fig. 3.4.

Se 9 invia x(t) in un
andizzatore di spettro,
guesto dara la porzione
corrispondente aw>01in
Fig. 3.4, cioe con buona
gpprossimazione ( e W,

e grande):
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sen(w - w,)T
(3.28 pT T A
(W - Wo) A
Poiché sappiamo che x(t) € rede e dispari, sgppiamo anche che X(w) non ha parte reale e la parte
immaginariaé digpari. Allora, dovremo noi aggiungere dla (3.28) il termine

sen(w +WO)-|/2
(w +WO)%

per rendere lafunzione dispari, e rendere infineil tutto immaginario per ottenere la T.F. completa

(3.29) - pT
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3.5-SPETTRO DI ENERGIA DI UN SEGNALE REALE

Se congderiamo I'espressione (1.5) per I'energiadi un segnderede, S pud scrivere:

+¥ +¥ A +¥

(3.30) E= sz(t)dt = 0<(t)e—p OX(w)elwtdwujt
e

= & OXWEOHe i

1%
=—— OX(W)X(-w)dw

Seil segnde x(t) e rede, per laproprieta (3.19) e

X(-w) = Re(-w) +jIm(-w) = Re(w) - jIm(w) = X*(w)
per cui S ha
(3.31) E = X (w)|’df

che esprime I'energiadel segnde nd dominio ddle frequenze.

Lardazione
+¥ +¥

(3.32) AXw)|“df = O (t)ct
-y -¥

€ nota.come teorema di Parseval.

Laquantita

(3.33) YaX (w)YEdf

rappresental'energiadel segnae ndl'intervalo di spettro traf e f+df.
Laquantita

(3.34) yXW)P

e l'energia del segnde per unita di intervalo di spettro intorno ad f, ed e chiamata Spettro di (densta
di) energia dd segnale. Lo spettro di energia rappresenta la distribuzione dell'energia dd segndein

funzione di f.
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3.6 - LA RISPOSTA IN FREQUENZA DI UN SISTEMA

S condderi un sstemallineare t.i. di rigpostaimpulsiva h(t); la risposta ad una eccitazione x(t) € data

ddl'integrde di convoluzione:

(3:348) y(® = x(®)*h(t)

Congderiamo laT.F. di entrambi i membri; per 1a(3.13) S ha
(3.34b) Y (w) = X(w)H(w)

Seil Sstema e eccitato da una delta, cioe x(t) = d(t), 9 ha

y(®) = h(t)

e quindi

(3.35) Y (w) = H(w)

ciog, confrontando (3.35) e (3.34b)

(3.359) TFR{d@®} =1

La delta ha quindi uno spettro uniforme, cioé contiene tutte le frequenze da -¥ a +¥, con egude
ampiezza e fase zero. Eccitare un Sstema con una d(t) equivale ad eccitarlo in un sol colpo con
infinite Snusoidi di tutte le possibili frequenze, tutte aventi egude ampiezza e fase zero.
Pertanto, H(w) rappresenta la risposta dd Sstema a tutte le possibili frequenze di eccitazione: per
questo € nota come risposta in frequenza del Sstema.
Un gdemallineare t.i. viene quindi moddlato matematicamente nel dominio del tempo con larisposta
impulsvah(t), e nd dominio delle frequenze con larigpogtain frequenza H(w).
Larigpostain frequenza pud essere misurata gpprossimativamente per punti, eccitando il sistema con
sngali segndi Snusoiddi di frequenzaw; e misurando per ognuno il rapporto

H(wi) =Y (w;)/X(w;)
in ampiezza e fase, come e pratica comune di |aboratorio.
L'importanza della rispogta in frequenza di un Sstema puod essere meglio compresa e ¢i S riferisce
per esempio agli amplificatori per frequenze audio di uso domestico: la feddta della riproduzione del
suono e dimostrata dal cogtruttore proprio attraverso la risposta in frequenza dell'gpparato (ques
sempre viene dato solo o spettro di ampiezza, anche se |o spettro d fase e piu importante per
vautare la distorsone, dla luce di quanto detto nell'esempio 2.11 e di quanto s dira nel capitolo 4).

Questa informazione € di immediata comprensione poiche pud essere agevolmente confrontata con
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le caratteristiche uditive ddl'uomo;
saebbe imposshile ricavare la
dessa informazione dala risposta
impulsiva dell'gpparato, cioé da una
sua descrizione nd dominio dd
tempo.
Mentre la T.F. ddla rispogta dla
ddta ha un dgnificao cos
interessante, non dtrettanto  pud
dirs ddl'dtrarigpogtaindice, cioela
rigpoda dlo scdino. Infetti, s fa
vedere piu avanti che
(3.36) T.F{u(t)}=U(w)=pd(w)+
ljw
che non ha paticolare sgnificato.
Per T.F. della(2.58) s ha

W(w) = Hw)U(w) * H(w)

LaFig. 3.5 illudra nd caso di un filtro RC passa-basso, le eccitazioni lerigposte dlad ed gradino

na due domini.
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ESEMPIO 3.l - T.F. DI UN IMPULSO RETTANGOLARE

Questo segnde (finestratemporae) e
(3.38) x(t) = AN T (t)

ed emodtrato in Fig. 3.6. S hasubito:

T T

2 wt e‘th E
RWw)=A (p ™dt=A——
WA rE=AT
-= 2

1
>
> ;D D
=
=

equindi
x(®)

T2 T2
Figura 3.6 2

Lo spettro di frequenza e mostrato in Fig. 3.7.

La finestra temporae di Fig. 3.6 non é fiscamente
redlizzabile, poiché esste per tempi negativi; sgppiamo
redizzare lafinestradi Fig. 3.8, cioé

(3.39) X(t) = AN (t- %)

lacui T.F. ¢ per la(3.10)

X(t) SENW—

A R(w) = AT

T ™ Lo spettro di ampiezza e
Fizmra 3.8
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ATsenWI
(3.40) RW)| =\——=
W_
2
quello di fase e
T
(3.41) fw)= -WE
quello di energiaé
IRW)|” = A?T?sinc?
Tdi spettri sono modrati in Fig. 3.9.
4 S noti in quedta figura che gran parte
AT IR{mﬂ

dell’energia ddl’impulso di durata T e
concentrata nel lobo centrde dello

>

Spettro: S pud pertanto dire che “la

larghezza di banda di un segnde di
durata T eddl’ordinedi 1/T".

./____
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ESEMPIO 3.11

Cdcoliamo la T.F. dd segnde x(t)=1/t. Poiché non soddisfa le condizioni sufficienti per
ammettere T.F., non essendo a modulo sommabile, occorre provare direttamente a cdcolare la

(3.3). Essendo L/t unafunzione rede dispari, per la(3.6) S puo riscrivere la (3.3) come segue
¥, senwt
(3.42) X(w) = - ZJOt—dt
0

(s noti che l'integrando € una funzione pari del tempo).
L'integrale nella precedente equazione (ben noto col nome di integralseno) converge e 9 trovache e
ugude a-p/2 per w<0, e ugude ap/2 per w>0. Pertanto

ip perw<0

X(w) =

-jp per w>0
che e una funzione segno, precisamente -jpdgn(w). La proprieta di Smmetria permette ora di
ottenere la T.F. dellafunzione segno
(3.43) T.F{dgn(t)} = 2jw
S naoti che la funzione segno non soddisfa le condizioni sufficienti per la trasformakiilita, e che il
tentativo di cdcolare comunque la (3.3) fdlisce (l'integrde diverge). Questa apparente

contraddizione viene risolta con lateoria ddlle distribuzioni, come s accennanel paragrafo seguente.

B. Marangdli, Appunti di Fiscade Dispositivi Elettronici



3-17

3.7 - TRASFORMATA DI FOURIER E DISTRIBUZ| ONI

Molti segndi, quali qudli periodici, il gradino, il segnale cogtante,...pur non essendo fiscamente
redizzabili (i segndi fisd essono per un tempo finito) hanno grande importanza ndl'andis del
sgemi. Tdi segndi non sono a modulo sommabile ne ammettono trasformata di Fourier.

S puo tuttavia estendere I'uso della T.F. a questi segndi interpretandoli come funzioni generdizzate,
o digtribuzioni,.

Facciamo vedere qualche esempio che fa uso della distribuzione di Dirac.

Congderiamo la (1.15); ponendo f (t) = exp(-jwt) S ha

(3.44) TRt} =1
Daguestas haimmediatamente
(3.45) TR{Kd()} =K

dacui, per laproprietadi smmetria e per la(1.19), s halaTF di una costante
(3.46) KU 2pKd(w)
Lo spettro é rappresentato daunarigain w=0.
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ESEMPIO 3111 - TF DI UNA SINUSOIDE COMPLESSA

Per laproprieta (3.12) e per il risultato precedente s ha
(3.47) TE{K "™} = 2pKd(w-wo)

Lo spettro e unarigain w=ws.
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ESEMPIO 3.1V - TF DI SEGNALI SINUSOIDALI REALI

‘I Wt - jw ot U
(3.48) TH cosw, t} = TR ————
i ? f;
eperla(3.47)
(3.49) = p[d(w-wo) + d(w+wy)]
Lo spettro é codtituito daduerighe, in w = £ w,.
Anadogamente

(3.50) TF{serwct} = jp[d(w+Wo) - d(w-wo)]

3-19
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ESEMPIO 3.V - TF DEL GRADINO

S puo scrivere
u(t) = %2+ Y2 s€gn(t)
e quindi
TH{u(@)} = TF{*2+ %25gn(t)} = pd(w) + Ljw
avendo utilizzato la (3.43) e la (3.46).
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ESEMPIO 3.VI - TF DI UN SEGNALE PERIODICO

S procede sviluppando in seriedi F. il segnde e prendendole TF del Sngali termini
el 8 el 4
(352) TH{x(1)}=TFiQ a.e °g—2pa a,d(w- nw,)
I -y R

avendo utilizzato la proprieta di linearita (3.8) e la (3.47). S
X(w) trattadi uno spettro di righe, Fig. 3.10.

Il cacolodi &, &noto
%

T T T ‘ (353) a, :% O (D ™l
-

-m; @ m' . . N
0 ove xr(t) e il segnde su un periodo. Lo pettro € lo stesso
Fhwra 3,10

definito ddla serie di F. (a meno dd fatore 2p), solo che

compaiono le ddlta
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ESEMPIO 3.VII - FUNZIONE DI CAMPIONAMENTO DI DURATA FINITA

E una sequenza periodicadi finestre tempordi, Fig. 3.11:

(3.54) x(0)=4 N, (t- kT)
T"m Per la(3.52)
+— ‘ ' (3.55) X, (W) :é 2pa,dw - nw,)
Fignra 3.11 Per 1a (3.53), essendo X () = Oronalt) , -T/2<t < T/2,

e con unaowviaestensone ddla(3.39) § ha

(3.56) a, ==
T nwot—°
2
per cui
sen(nw, =
(357) X (w) = 2Pk § 2” d(w- nw,)
T % nw,—=
Lo spettro di ampiezzaéin Fig. 3.12.
A
|01

A "$..
Al

’fT#.-#T‘« .

\
1
(]
312
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ESEMPIO 3.VIII - FUNZIONE DI CAMPIONAMENTO IDEALE

S tratta di una sequenza periodicadi delta, Fig. 3.13:

(3.58) Xs(t) = 5 d(t- nT)
UL © ¥
E anche chiamata ‘funzione pettiné, ed € indicata col
T T I ]’1‘ iy ambolo & G (t). Analogamente al caso precedente, essendo
owrn 3,13 Xst(t) = d(t) -T2<t<T/2
s ha
a, = % E)d(t) e Mgt = %
eperla(3.52)
X (w) = 5 @d(w- nw,)
e ol
A A A A A Quind:
- ny (359 E.(t)U z?pl‘zwo (w)
Figurn 3.14 Lo spettro di ampiezzaéin Fig. 3.14.
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3-8 LA TRASFORMATA DI LAPLACE

Quedta trasformata trova essenzidmente applicazione nell’andis de dgemi lineari, e avremo
occasione di usarland seguito.

Latrasformatadi Laplace (T.L.) di unafunzione x(t) €

¥

(3.60) T LL(X(D)} = X(s) = OX(t)e “at

essendo s=s +w una variabile complessa, nota come frequenza complessa. S noti chela T.F. puo
essere consderata un caso particolare dellaT.L. (s=0).

La (3.60) definisce la T.L. bilaterde. Noi ¢ limiteremo a congderare il caso di funzioni redi e
causdi, che interessano | Sstemi fisicamente redizzabili. Per esse, I'integrde é esteso da0 ad ¥, es
parladi T.L. unilatera

S puo vedere che per I’ esstenza ddl’integrale (3.60) € sufficiente che lax(t) Satdecheesstaun s,
per cui

(3.61) gx(t)e >t |dt < ¥

Lafunzione x(t) puo per esempio essere di ordine esponerzide, ciog

X(D)] < M
con M e a codanti redi e podtive; bastadlorachesas, > a (a d chiamaindicedi crescitadi x(t))
perché I'integrale (3.61) converga. E anche chiaro che I'integrale convergera per tutti i s>s,, cioé

nel semipiano complesso (S o, jw) adestradellarettadi ascissa s, (ascissadi convergenza).
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La dase ddle funzioni

trasformabili secondo Laplace

I F{s)
€ piu ampa di udle
S sF@)— f(07) n : q
n . trasformabili secondo Fourier.
pony= 229 £FU) - T £ 00)
. W Fo Per  esempio, la funzione
@ —
o= d: ‘ . X(t)=k, che non ammette T.F.
(=fe) ' in senso stretto, anmette T.L.
St — 2uis —a) e~ =F(s) ¥ 1
Ll Fis—n) K(s) = Oke “dt =k[- =e >3
! 0 S
w(z) "
&) 1 . . .
n intutto il semipianos > 0.
P 1].-‘1 5z} 5
‘ cle® 1 S ossrvi che per le funzioni
”‘ causdi a modulo sommeabile
- n
# (n an intoger) Ty (per le quai € s, =0) laT.L.
g™ L coincide con la T.F. ponendo
2+
L a, Sjw.
Haet £+l |
. La Tavola 3.1a,b,c riportaun
oUsayl
£+ a; dencodi TL.
B
sinb [i¢ e LaT.L. gode di propritasimili
cosh [k :’:ﬂ“ a quelle ddla T.F., come &
cgmin (m/SYu2 owio daa la dretta
£* (k may 0ot be an jatacer) r{::n interconnessone tra le due

trasformate. Tali proprieta sono

nlx

reperibili in |etteratura.
LaT.L. inversa e ottenuta in generde con una integrazione sul piano complesso, ma per i cas di

interesse pratico S pud usare un metodo piu semplice, descritto piu avanti.
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Fis) fity £ 0
1 &(t) unit impulse
e Ts Bt—T) delayed impulze
1_. F. =t
B+ a
1 _1 __ fa=1 g—at ¥=121%
{a+ a)t -1t S
1 1 _ Jo—at _ z—bt
atajss b e it
. _J"_ gl = -t
PP Sy o T B
G706 T gl e e — )=
1 i ; kSl (A s
(a4 a)e+ biia -+ a) (b—alfe—a)  (e=Dbla—0>b)  (a—rjib—r0)
842 Az = a)e—al (z—bje bt (g —rche—ct
{8+ alfa + Bi(s + 2} (b—ale—a) (e—bila=b)  {a—e)ib—e)
Eé T -,g? E-iri wi
:2-'_'3".— 5 cos wf
"T‘ 5 \llzz_'.. = sin (wt + @) ¢ = tan~" (u/z)
I dat w=
2 Si“ﬁ: ALl gin (wt + 4)
{— -+_$9'_'| 2 J—ﬂ —at gin wl
() 1] pe [

S é detto che la T.L. trova vasta gpplicazione nello studio dei sstemi lineari: il motivo gppare da
guanto segue. Se consderiamo una rete e ettrica codtituita da elementi di circuito R,L,C, le equazioni
che descrivono tde rete sono, ne dominio ddl tempo, equazioni integro-differenzidi, come s

comprende se s ricordano le relazioni tra tensone e corrente per i tre elementi bipolari suddetti
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V() = Ri(t) v(t) = Ldi(t)/dt V() = VCa(t)dt
Fis) {7 E>0
1 A —tnt gin g it = u,/1-12
FT Rop - o ' womRTs
a+ao vt eun el
otao)d+ a2
_s+a3 ‘,!#;ﬂu - --( u )
e+ aoPpr+ s Wt =t afn (ut + ) © = ton a=a
% () or 1 wntt stop
%p—r. wWt—1 dulagod stop
%{1 — =) wt) — w{t—T) roetangular pulse
1 1o -
8= +a) aﬂ ™
1 l(i_g.pm:m)
FrET R ab b—a b—n
a+sx 1f _ B — o)1t + u[g—h}u—m)
Ao+ a)la+ D) ) al b—a h—a
1 14
A wll Zoneh
+ . T ; -
.{:l+:=) &- prc con(wt+ ) o = tan~t (u/s)
3 T I '
¥ Hage + w= VTP o= onts
. 14— oot — gt
slo +op* @
H;:i;). %[:—u—"‘+a(a—:}u—d]
1
5 ¢ wnit ramp
1 j
et =1+
1 w=133.. (,:_;, ol=1
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Coal formdismo di L., chiamando V() e I(9 le tradformate della tensone e ddla corrente, e
assumendo condizioni inizidi nulle, vc(0) = 0 ei (0) = 0 (cicé L e C inizidmente scarichi), le relazioni
diventano, usando la Tav. 3.1

V(s) =RI(9)

V(s) =sLI(9)

V(s) = (UsO)I(s)

E chiaro quindi che le equazioni integro-differenziai che descrivono la rete nd dominio del tempo
diventano semplici equazioni agebriche nel dominio s. S possono pertanto risolvere queste equiazioni
nel dominio s, convertendo poi il risultato nel dominio ddl tempo per antitrasformazione.
| dgtemi lineari time invariant, descritti nd dominio dd tempo ddla rigposta impulsva h(t) e nd
dominio ddle frequenze ddla rigpodta in frequenza H(w) = TR h(t)}, sono descritti nd dominio s
ddla“funzione di trasferimento” H(s) = TL{h()}. S pud vedere che tde funzione di trasferimento e

generdmente esprimibile in forma razionde fratta, cioé come rgpporto di due polinomi. In forma

fettorizzeta s ha
§ bs
H(g) =2 _ k(s+2)(s+2,)...... (s+z,) N
fas (STRIETR)...(s+pn)
1

La funzione di trasferimento S annulla per s = -z , e queste radici (che corrigpondono a punti sul

piano complesso, e possono essere o redi 0 a coppie complesse coniugate, € non necessariamente
diginte) vengono chiamate gli “zeri” di H(s). Andlogamente, i punti s=-p; sonoi “poli” di H(9).

[l comportamento di un sistema pud essere completamente descritto (a meno della costante k) dai

poli e dagli zeri sul piano complesso, e quivi studiato. Vari metodi sono noti a questo scopo (Bode,
Nyquist, luogo delleradici,....) ma esulano da questo corso.

Descriviamo ora brevemente il metodo dello sviluppo in frazioni parzidi per ricercare
I"antitrasformata di L. Consderiamo dapprima il caso che la funzione di trasferimento abbia radici

semplia. Il metodo congste ndll’imporre la seguente eguaglianza

H(s)=b, + Ay By e
Stp, Stp; S+ Pm

e nd carcarei coefficienti A; che soddisfano I’ eguaglianza. 5 trova
Ai = (stP)H(S)l=-oi
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Owviamente, sara by, = 0 sem>n.
Ne caso invece che H(s) abbiaradici doppie, e supponiamo per esempio chetae sialaradice py, lo
sviluppo s scrivera

H(S):bm + All + A12 + AZ + + Am—l

s+p, (s+p)° s+p,  s*p.,

ed trova
d 2
Au = (s P)PHE-

A, =[(s+p) HE)l.
Il caso di radici con molteplicita maggiore € raro, e pud comunque essere ritrovato in | etteratura.
Una volta ottenuto lo sviluppo in frazioni parzidi, basta cercare nelle tavole le antitrasformate delle
singole frazioni.

S danno di seguito acuni esempi di gpplicazione del metodo.
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ESEMPIO 3.IX - FUNZIONE DI TRASFERIMENTO DI UNA RETE RC PASSA-ALTO

Se indichiamo con x(t) la tensone di

)

— &m .
i doppietd  ecoitazione dlarete, Fig. 3.15, e con
—_ di Direc
@ y(t) la tensone di risposta prelevata
B
Flgura 3,15

sullaresistenza, nel dominio dd tempo

s ha
X(t) :%t(‘j(t)dt FRi(t)

Nel dominio s, con t=RC 5 ha
X(s) = 1(9)/sC+RI(9) = I(s)(R+1/sC) = I(s)((1+st)/sC)
dacui, con s, = 1/t
Y(s) = RI(s) =sX(9)/(s+ %)
Per es.,, ponendo X(s)=1 (tradf. di L. delladdta) e sviluppando in frazioni parzidi, s ha
H(s) = §/(sts) = by + Al(sts) = 1 - S/(sts)
einfine
h(t) = d(t) - (1/t)exp(-tt)
rappresentata in fig. 3.15.
Anaogamente, larigpogtadlo scaino u(t) <=> 1/s= X(s) €
Y(s) = U(sts)
dacui

y(t) = exp(-tit)
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ESEMPIO 3.X

™ Nela rete di Fig. 3.16, il padldo RC
rgppresenta I'impedenza di entrata di un

‘_’I_ @ RIC generico amplificatore per impuls, e C' una
: capacita di disaccoppiamento. S applica

I dl’entrata uno scaino di tengone Vu(t); 9
| vuole sapere la carica Q iniettata dl’ entrata

1) : ddl’ amplificatore, cioé nel pardlelo RC.
|> Possamo dapprima cacolare la corrente
Fiymra 3,16 che scorre nel paralelo RC e poi integrarla

Scriviamo I’ equazione della maglia direttamente col formdismo di L.
Vis=1(9)/sC' +I(sRa/(sta) =
avendo posto a=1/t. Continuando
=1(9)/5(1/C' + sRa/(sta))
dacui g ricaval’integrde della corrente

I(s) _ V/s _ V/s _ VC (s+a) _ VC (s+a)
s g+ R STar@ARC - dg1+aRC)+al giiaRC)(s+ )
s+a C(s+a) 1+aRC

ched sriveinfine (k=1+aRC’)
I(s) _VC s+a _A B

S k a S a
S+— S+—
X k) k
S ha
A=VC B =VC'(1-k)/k
e quindi
1- k -= c =
t)=VC (1+——e k)=VC (1- et
QA =VC (1+=—e ¥)=vC - —~—e ")

avendo postot’ = R(C+C’).
Se per es. R=50 ohm, C=C'=3 pF, s ha t’=0.3 nsec. La Q(t) e lai(t) sono rappresentate in fig.

3.16: nd drcuito viene iniettata una carica Q=C’'V in un tempo inferiore d nsec, in pratica una ddta
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come s avrebbe seI'impedenza di entrata ddll’ amplificatore fosse reslmente zero.

B. Marangdli, Appunti di Fiscade Dispositivi Elettronici



3-33

ESEMPIO 3.XI

Congdderiamo |'amplificatore base comune,

. [ ]
—r— i v schematicamente rappresentato in Fig. 3.17.
0 G R G
I I Ci € la capacita totde al’entrata; R, C_

s0no il carico. L’eccitazione € una ddta di

vi .
Vi Y  corete e § wde la funzione di
iV R—0C R§ —/(—C
I I trasferimento, In fig. & indicato il moddlo
Figarn 3.17 equivaente (semplificato), caratterizzato dalla

transconduttanza dell’ amplificatore stesso.. Nelle applicazioni che interessano, tipicamente € G =
C.= ~ pF; inoltre, R = 1/gy, << R_. Per es,, ;=50 ohm, Ci=C, =2 pF, R =10 k. Pertanto, t; = RC;
<<t =RC..
Col formdismodi L s ha
Vi=1Z = IR/(1+st;)
Vo= gnViZL = IgnRR/(1sti)(1+st o) = 1Go/(1+sti)(1+st o)

E quindi
(e :¥: (s+§ia;(I:+La L) ) S+A<;1i * s+E::1 L
S ottiene
A=-B=-Gaa/(ai-a.)
einfine (I=1)

v()= 208 @ e

i aL
S noti che per t<<t, 9 ha

t
t.

Vo) » k(L- e )
pertanto, il tempo di sdita della rispogta dla delta e

determinato dal polo ad dta frequenza t; (fi=1/2pt;
= 159 GHz). Andogamente, S pud vedere che il

polo dominante dell’ amplificatore t| (f.=7.96 MH2z)

Fowra 3.18
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determinalalunghezza ddlla coda ddllarisposta
Laformadelarispostadladetae mosratain Fig. 3.18
E facile vedere che il max dellarispostas haper

t Lt i

t, -t

t
Int—L»In—L
t t

t=

Con i vaori assegndti, 9 ha t;=0.1 nsec, t,=20 nsec ed il max viene raggiunto dopo 5.3 nsec. Il
tempo di sdita sara dell’ ordine di 2-3 nsec (attenzione: non s pud usare lardlazione t=2.2 RC, la
quale vae solo quando I’ eccitazione € uno scaino!).
Larispostaddlarete dlo scdino sara

Vo=H(s)/s= Gaja /s(sta;)(sta.) = Als+ Bl/(sta;) + C/(sta.)

ed trova
A=G, B=Gea /(ai-a.) C=-Gail(ai-aL)
Antitrasformando
a, v _a, i
vo(t):Go(1+ai - aLe b a - aLe )
Tenendo conto del valori numerici assegnati
ail(ai-a)»1 a /(a;-a.)»0.005

per cui

S

v, (1) » G, (L-e ')
In Fig. 3.19 € modrato |’andamento temporae ddla risposta. Il tempo di sdita € come noto
t»2.2R C_, dipende cioeé dad polo

dominante ad dta frequenza.
\ E importante notare, come questo
L3 esempio dimostra, che il tempo di sdita

ddlarigpostadi un amplificatore dipende

dall’eccitazione. Nel nostro caso, un
Fionrn 3.19 amplificatore con una banda passante

relativamente bassa ha una rigpoda dla

ddta con un fronte di <dita rapidissmo; |'effetto ddla b.p. § manifesta ndla lunga coda
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Comunemente, per “tempo di sditadi un amplificatore’” g intende il tempo di sdita ddlarispostad

gradino, ma occorre fare attenzione a non confondere.
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