CAPITOLO 2

RAPPRESENTAZIONE DI UN SEGNALE DETERMINISTICO NEL

DOMINIO DEL TEMPO

21 - APPROSSIMAZIONE DI UN SEGNALE

S é detto che un segnde determinigtico e rappresentabile anditicamente con una funzione
exdlicita del tempo x(t).

Il “moddlo matematico” del segnale, cioe x(t), pud tuttavia essere troppo complesso per poter
sudiare le propritadi un sstemadd qude il segnde e | eccitazione. Oppure, pur essendo la
X(t) di forma semplice, pud comunque essere poco adatta a mettere in evidenzale proprieta dei
gsemi e le caratteristiche de metodi di andlis.

E percio conveniente ricercare una diversa rappresentazione anditica dd segnde, intermini di
segndi semplici e standard: questo permettera di sandardizzare i metodi di andis dei sgtemi.

Una soluzione conveniente congste ndl’ gpprossmare la x(t) con una combinazione lineare di dtre
funzioni:

+N

(22) Xt @x®) = &,af,0 N<¥

essendo &, dele costanti, redi o complesse; (t;, &) I'intervalo su cui S ritiene vdida la
rappresentazione (2.1); {F } un opportuno set di funzioni, redi 0 complesse, dette “funzioni basg’.

Esprimere la x(t) in formadi combinazione lineare ddle funzioni F,, € conveniente Sada un punto
di viga maematico, Sa perché la (2.1) risulta particolarmente utile per lo studio di un Sstema
lineare, per il quale vaeil principio di sovrgpposizione, Sa perché puo essere facilmente srumentdiz-
zaa (dntetizzatore di funzioni). In quest’ ultimo caso, e chiaro che le F , devono essere redi. Le F

possono essere scelte in maniera standard, una volta per tutte, per una determinata gpplicazione
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(per esempio, per lo sudio dai Sstemi lineari sono convenienti | segndi Snusoiddi): in tal modo, 1o
dudio di un Sstema eccitato da un arbitrario segnade x(t) viene ricondotto alo studio dd ssema
eccitato da segnai sempre dello stesso tipo, essendo solo necessario ricdcolare le a, quando
cambiax(t).

In generde, non e detto che | gpprossimazione (2.1) converga sempre ax(t), cioe che:

2.2) im0 - af @ =0
. N® ¥ |X() - aNnan n()l -

Questo, quaora s verifichi, risulta comunque di scarsa utilita poiché non e pensabile di effettuare
infinite misure per ottenere una rgppresentazione esatta. Ogni uso pratico della (2.1) implica
necessariamente un errore di @pprossmazione (o scarto)

(23 et) = x() - &(t)

Nasce di conseguenzala domanda per un fissato N, quali &, danno la migliore approssmazione?
Per cercare la risposta, occorre innanzi tutto precisae il criterio in base d  qude
I gpoprossimazione e giudicata “lamigliore’. Un criterio conveniente e quello ddlla “ gpprossmazione

in medid’: la migliore goprossmazione € quela che minimizza |’ errore quadratico medio:
t2

(2.4) e= ) - X()]dt
t1

Percio 9 dice che questo metodo € ottimo nel senso dei minimi - quadrati. S noti che e & anche
I'energia ddl’errore. Minimizziamo la (2.4) ndl’ipotes generde che x(t), a, F; Sano funzioni
complesse. S ha
2 *
e= X®- & anf )X (t)- &, af )t
t1

(2.49) t
= JIxI® - x&af, - Xé&qaf, + &gacaff]dt
t1

cheeéunafunzionedi g e a*;. Minimizzando rispetto ad entrambe 9 ha
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t2 t2 t2
T o gt gcfidt= Faafl - x)fd=0
Ta ty ty ty
e
fai

(2.5 N N N
= & a.(fif,dt - (‘)xf’;dt= Oénanf, - )f dt =0

t1 t1 t1
Questo risultato g interpreta dicendo che i coefficienti a (e a*;) ottimi sono quelli che rendono
I’errore di gpprossmazione e(t) “ortogona€’ dle funzioni F (t). Avremo occasone dtre volte nd
seguito di richiamare questo “ principio di ortogonalita” .

Riscrivendo unadelle (2.5), per es. laseconda, come segue

(26) OO ®at= & angf . (OF A)ct

s haun ssemadi (2N+1) equazioni da cui determinareleg. |l problema diventapiu semplice se
S assume chelabasesa stessa ortogonale, cioe goda della proprieta:

ntj

j n=j

to . 0
2.7) gfdt=
1

con | ; rede e pogtivo (“norma’ di F;). [Quandolanormal ;€=1, labases dice ortonormale].

S hadloraddla(2.6):

t2
t1
dacui
1.
(2.9 aj—— 6 j x(t)dt

ity
Per coniugazione, S possONo ottenere le & ;.
Pertanto, nel caso di una base ortogonde ciascuno dei coefficienti  che da la migliore
gpprossmazione puo essere cacolato indipendentemente dagli dtri.

Inoltre, dalla (2.4a) facendo uso ddla (2.9) e ddla sua coniugata, I’ energia dell’ errore risulta:

+N
(2.10) e= Ex - &,lanl’l,
-N
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Se x(t) ha energia K finita, I'errore diminuisce d crescere di N (infatti, la sSommeatoria € sempre
pogtiva, inoltre, per la (2.4) e &€ sempre postivo). Per migliorare I’ gpprossmazione, basta quindi

aggiungere nuovi termini ala sommatoria senza dover ricacolare i coefficienti del termini precedenti.

Se accade che:
(2.11) im s M - & af (OFd =0
' Ne¥® Ney O Andnn -

t1
s dice che I'agpprossmazione converge in media a x(t), e che il st di funzioni ortogondi €
completo.

[E utile notaechela (211) (convergenza in medid non implicala (2.2) (convergenzain
senso ordinario): infatti, la(2.2) puo anche essere sritta:

(2.12) gim||*=0

che é chiaramente diversa ddla (2.11) poiché non &€ sempre lecito scambiare I’ operatore integrale
con quello di limite. Sotto certe condizioni (di Dirichlet) sulla x(t), tuttavia, la convergenza in media
implicalaconvergenzain senso ordinario].

Un “fatore di merito’ per vautare comparativamente una approssmazione € il rapporto fra

I’energia ddl’ errore e quellade segnae

213 — =1 1, Pl
(2.13) E, = Exanlan n
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ESEMPIO 2.1 - APPROSSIMAZIONE DI UN DENTE DI SEGA

S condderi il segnde a dente di sega, modtrato in - Fig. 2.1, cosi

- definito:
6t O0<t<l
T3 X =
Figwra 2.1 0  dtrove
e lo 9 voglia sviluppare a in sxie di funzioni
ortogondi, scegliendo la 4 base rede (funzioni di
Wash) modratain Fig. iy 2.2:
e
Fo =1 ¢ : : : O<t<1
l : T
| e =1 0O<t<%
Fi o :
=-1 b g \ ; i : Bh<t<....
T T A
E fadle verificare che Figura 2.2 questa base e

ortonormde in (0,1), facendo uso ddla (2.7).
Cdcoliamo i coefficienti ddllo sviluppo con la (2.9):

1 1
a0= OF  X(t)dt = (fo6tct =3
0 0

a=-32 & =-3/4
a=-3/8 a,=-3/16
Una rappresentazione gpprossimata del dente di sega € quindi la seguente:
R(t) = 3F o-3/2F ;-3/4F »-3/8F 3

ed erappresentatain fig. 2.3. E' anche:

1
E, = (J6t)’dt = 12
0
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eddla(2.13) 9 haanche:

A e/E« = 1/256
>, IO l‘“l Aggiungendo F 4, lascalinatad infittisce e s trova
_J : e/E, = 1/1000
sl = F—j ;
L ! :
TR e
Figura 2.3
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23 -BASE ORTOGONALE COMPLESSA: SERIE DI FOURIER

Congderiamo un segnde x(t) rede definito ndl’intervdlo (ty, t;+T), il cui andamento Saignoto d di
fuori di questo intervalo, Fig. 2.4.
S intende concio cheil segnde e dato osservato  durante la

“finestra temporaé€’ di durata T e se ne ignora (volutamente, o per

» r\"/‘i ’ cause di forza maggiore) I'andamento d di fuori.
]
;’ t.-i-'r t, Una conveniente base per larappresentazionedi x(t), la quaee
Fipwrn 24 particolarmente ricca di sgnificati, € la seguente:
(2.15) f ()= ™  n= 0x12...
con
(2.16) W, = 2p/T

Labase e ortogonde; infatti, per 1a(2.3):

t+T
oem™dghvtdt = 0 ni k

t1

(2.17)
=T n=k

| coefficienti dello sviluppo risultano essere:
t+T

(2.18) a = T Ox(e™'dt = a,
t

1

e lo sviluppoin serie, noto come serie di Fourier, risulta essere:

¥ ¥ ooy . _
(2.19) X(t) = d,a.e™" = &,[= 0x(q)e™dg]e™
-¥ V4 T t
0 anche, in forma compatta:
¥ .
(2.20) X)) = a, X(nwy)e™
-¥

S pud anche far vedere che la base (2.15) € completa, e quindi la serie di F. convergein mediadla
X(t).
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Il segnde x(t) € quindi rappresentabile con una somma di infinite “snusoidi complesss’ aventi
pulsazione w, = nw,, ampiezzaX, = YX(w,)¥2=Ya%2 efase F , = argX(nw,) = arg a..
Laquantita:

(2.21) X(nwo) = Xnel'r

viene chiamata spettro di frequenza di x(t). X, e chiamato spettro di ampiezza (per la(2.18) e
unafunzione pari); F , € lo spettro di fase (€ unafunzione dispari).

| due spettri di ampiezza e fase S rappresentano con ddle

A
X, “righe’ di dtezza X, e F,, rigoettivamente, poste in corris-
| ‘ | pondenza della pulsazione nw,, come mostrato in Fig. 2.5,
1
A i E ! i ! @ per n postivo.
¥ (I
Ve L Sulla base della (2.20), la conoscenza dei due spettri di am-
| 1. | > . . . . .
| ® piezza e di fase determina completamente e biunivocamenteil
Fiowa 2§ segndex(t). Ddla(2.18):
ti+ T
(2.22) B = T O X(t)at
t1
equindi

Xo =& =vaor medio di x(t)

Fo=0
S ossavi, Fig. 2.5, chelo spettro di x(t) e discreto, codtituito darighe intervalatedi w.
E importante osservare che la
rappresentazione (2.20) de
segnde X(t) “prolungd’ la defi-

nizione del segnde sesso a tut-

X(t}

i

- =

1
]

I:|'--'|'-I. '|_2.1I 1.|'.I. |.'| "l !.J. t'| '2'
Figura 2.6 facile verificare ndlla (2.20) che:

Y

to l'ase da tempi. E infatti

(2.23) X(t+KT)=x(1),
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k intero

Il segndle x(t) viene cioé consderato periodico ddla serie di F., senonloéga il ssgnde
restituito dala (2.20) € quindi quello di Fig. 2.4 ripetuto indefinitamente con periodo T sull’asse
de tempi, Fig. 2.6.

Questa periodicizzazione del segnade non pud dar luogo ad inconvenienti: avendo noi limitato
I’ossrvazione di x(t) ndl’intervalo (t;, 4+T), non Samo interessati a quae da il suo rede
andamento d di fuori di detto intervallo.

E' posshile scrivere la (2.20) in forme intuitivamente piu accessibili, anche se meno compatte. S
puo infatti scriveres

¥ ¥ ¥

&, a.e™' = a+d,ae™ + & a,e™
v 1 1
(2.24)

¥ ¥
= a, + énanejnwot + én[anejnwot]
1 1

y
= a + 2Re énane‘“W‘Jt]
1

¥
= ap + 24 |a)cognw,et + f )
1

0 anche, col ambolismo ddla(2.21):

(2.25) X({t) = Xo + Zéjnxncos(nwot + f)

che esprime x(t) come somma dd proprio valor medio (0 componente continua) e di infinite
snusoidi redi di pulsazione discretanw, ciascunaavente ampiezza X, e faseF ..

La snusoide a w, € chiamata componente fondamentae, o prima armonica, dd segnde; la
snusoide anw, & dettalan-ma armonica

Un'dtra forma ben notaddlaseriedi F. la S ottiene ponendo nella (2.18):

. 1

1 . .
(226) a, = E(Ah - JBn) an,- = ap = E(An + JBn)

ottenendo
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t+ T

(2.27) A, = T O X(t) conw, tat
t1
t+ T
(2.28) B, = T O X(®) sinnw, tat
t1
t+T
(2.29) Ao = = O x(b)dt
t1
S puo dlorascriverela (2.19):
AD ¥ ¥

(2.30) X(t) = + a,Aconw,t + a,B,snnw,t
1 1

2

ed éimmediato dala (2.21) che lo spettro di ampiezza€':

1 1
(231) Xn = |an| = E(Aﬁ + Bﬁ)Z
elo spettro di fase:
(2.32) f = arctanE
: N A
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ESEMPIO 2.1 - SERIE DI F. PER UN SEGNALE AD ONDA QUADRA

S consderi il segnale ad onda quadramogtrato in Fig. 2.7, definito come segue

=-A -TI2<t<-T/4
(233) x@®) =A -TIA<t<T/4
T2 7 =-A T/A<t<T/2
7 >
-A
X(t+KT) = x(t)
Figurn 2.7

it

Ddle (2.27),

(2.28), (229) s ha (data

I'arbitrarietadi t;, lo 9 puo porre = -T/2):

S

=10 (17 tarmdnd)
-F.8 -z -2 2= = 2.
«8F
o e af fpecal] e
b d «ly S—
U S

[ =% (30 turminl)

=t
Fica'n 213

Bn = O

A, =0 n pari

A=R1ys  ndispari
np

eddla(2.30):

(2.34)

4A ¥ 1
X(t)=— &, n*(1)2 cosnwot
1,3,5,..

La Fig 28 da un’idea
dell’ goprossmazione del
segnae x(t) di Fig. 2.7 con un
numero finito di termini nella
(2.34).

Lo sviluppo in serie di F.
permette anche di  chiarire il

concetto di  distorsone di

ampiezzae di fase che un segnadle subisce ndl’ atraversare un sstemafisico.
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La Fig. 2.9 modtral’ gpprossmazione dell’ onda quadracon 50 termini, avendo introdotto un ritardo

di fase di 15 gradi (pari a p/12) nella primaarmonica, cioe scrivendo:
% n-

X(t) = %cos(w t ﬂ) + 4—Aé n( 1)Tlcosnw t
TP ° 12 P 3s. °

La Fig. 2.10 mogtral’ effetto

1.5
/ /'1 / della distorsione di ampiez-

p” _ ’ . .
-5 F za le armoniche successve

-r.s - -a.s 2.5 5 7.1\ dla nona (n>11) sono atte-

nuate dd 25%:

9

R A | n-1
x'(t) = — &,n"(-1)2 cosnw
P ois.
S ossvi, infine, per quanto

detto a proposito dell’ effetto

ey et [~
' (%J d “periodicizzazioneg’ ddla
08 seriedi F., che lo sviluppo
(234) vde anche per un
-5 -3 -2.5 2.8 - 7.5
Io.s segnale rettangolare definito
r dala (2.33) fra(-T/2, T/2)
N‘J Lw/ﬂJ -1p l\,/\»._,-./\J w )
-Figura 2.10 eignoto dtrove.
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ESEMPIO 2.111- SVILUPPO IN SERIE DI F. DI UN IMPULSO RETTANGOLARE

Tde impulso @émodratoin Fig. 2.11 ed é definito:

A =A 0<t<t
A (235 x() =0 t,<t<T
? 7 =? dtrove
Ly T Cdcoliano lo sviluppo in serie di F. facendo uso ddla
Fgma 2l (2.19).

Dala(2.18) s ottiene, intanto:

é t . tol]
7 i N A JWe— - JWo— -

L1 gy AGL-e ™R 0 At e 2o e 2 U s
an—?()a\e dt—?e - U= T e T e
0 e 1w, @ ¢ 2jw 2 U
é °2 @

avendo messo in evidenza e™*?, e avendo moltiplicato e diviso per t,/2 . Quindi:

. 0
Ato SiNNwo—

A
(236) a, = T [ t02 ] g limoy
nWOE
eperla(2.19):
snnwo—
¥ At Y ) %)
X) = &[S e
¥ T nw L
°2
Ddla(2.36) g ricavalo spettro di ampiezza
. to
At smnon
(2.37) Xn = | |
T nw L
°2
equdlodi fase:
to
(238) fn = 'nWOE
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Questi spettri di righe sono modtrati in Fig. 2.12, ove sono anche modirate tratteggiate le due

funzioni X, eF, ottenute avendo sodtituito nw, con lavariabile continuaw.

————|2=

IR m\h\”\lu -
moo

La funzione [] ndlaespressone (2.36), il cui vaore assoluto “moduld’ | dtezza ddle righe ndlo

spettro di ampiezza, € estremamente importante nell’ andis dei segndi: essa e del tipo senx/x e viene
brevemente chiamata funzione “snc’. Su di essa torneremo pesso nd seguito; rileviamo per ora
due sue cardteristiche:

lim  sinx

X® 0 x
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Lagnc 9 annullaper x = +np,
cioé per wty/2=tnp, con rt O;
quindi per

w=£2np/t,

La dnc & modraa in Fig.

2.13.
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24 - RAPPRESENTAZIONE DI UN SEGNALE DETERMINISTICO MEDIANTE
UN CONTINUO DI DELTA. LA RISPOSTA DI UN SISTEMA.

Un problema generde del’ eettronica & studiare la risposta di un sissema ad un generico segnae di
eccitazione. E' impensabile di affrontare questo problema in laboratorio, facendo la misura direttar e
cio da per la gran varieta di segndi possbili sa per la difficolta di generare tdi segndi. Questo
problema viene affrontato in dtro modo. S cerca dapprima la maniera di rappresentare un generico
segnde mediante la combinazione lineare di un set di segndi semplici e sandard, prefissati. Fatto
questo, S pud misurare in laboratorio la risposta ddl Ssstema a segndi standard e ricavare con un
cacolo la risposta a qualunque dtro segnde. Si fa vedere oralamaniera pit semplice di fare questo,

utilizzando cioé un solo segnde standard.

S condderi il segnde x(t) generico e la digtribuzione di Dirac d (t). Utilizzando la (1.20), con un

opportuno cambiamento di nome dle variabili S pud scrivere:

(2.39) X(t) = i‘)x(l -1 )d

¥
che esprime il segnde x(t) come sommadi un continuo di ddtadi areax(l )dl .
La (2.39) ha una rilevante peculiarita rispetto dle dtre rappresentazioni di un segnde
determinigico nd dominio dd tempo: essa esprime la x(t) in termini di un solo tipo di segnale
elementare, la d. Questo pud comportare un grande vantaggio nell’analis dei Sstemi lineari, come
oras favedere.
S conddei un ssema generico, cioé non lineare ed a parametri variabili ndl tempo: S suppone
quindi che tale Sstema contenga dmeno un eemento descrivibile con un parametro dipendente dal
tempo (per es. un interruttore che sa talvolta aperto e tavolta chiuso): tale Sstema e detto time-va-
riant (t.v.).
| Sgtemi fidci sono, arigore, tv.. 9 pens per es dla dipendenza del vaore di una resstenza ddla

temperatura, dal’invecchiamento, ecc. Un sistema a parametri costanti € detto time-invariant, t.i., ed
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€ una buona gpprossimazione di molti sstemi fisici, se la variazione dd parametro e trascurabile
duranteil tempo di osservazione. Consderiamo per orasistemi t.v.

Se § eccita un 9gematyv. con unadeta al’istante ge-

M ' ﬂ&) nerico |, Fig. 2.14, larisposta sara descrivibile con una fun-

zione dd tipo w(t, | ), dipendente dal’ istante di applicazione
A Lv. dell’ eccitazione, come modirato in Fig. 2.14b. LaFig. 2.14c
A mosira cosa accade in un Sstemat.i.

T/_\—> Se in paticolare il Sstema é lineare, la rigposta d segnale

0 Ad (-1 ), cioéad unadeltadi areaA, sraAwt, | ).

t i
M T/\—> Allora, tornando dla (2.39) che esprime x(t) come somma

Figern 2,14 di deta di aeax(l )dl , larispogay(t) dd sstemalineare

a segnde x(t) sarg, per il principio di sovrapposzione, la

somma ddlerispogtedle ddtadi areax(l )dl incui ésviluppato X(t): cioe
¥
(2.40) y© = ox(I)w(tl )dl

Questa e |’operazione piu generale che un sigema lineare pud fare su un segnde d sUo ingresso:
essa dice che il sstema cacolala rigposta facendo una somma pesata del valori dell’ entrata, essendo
w(t, | ) la“funzione del pes” .
S badi che questo risultato vale solo se il Sstema e lineare: se cosi non €, pur potendo definire la
w(t, | ) di un sisema non lineare non e possibile esprimere la rispodta y(t) di tde sstemaad un
segnde x(t) mediante I'integrale (2.40): questo, essendo una diretta conseguenza dd principio di
sovrgpposizione, vae solo per sstemi lineari. La risposta di un sstema hon lineare va cercata con
atri metodi, divers ddla (2.40).
S ossarvi ancora che ndlla (2.40):

t eil “presente’, I'idante cioéin cui 9 desdera conoscere larisposta;

| <teil “passato” del segnde;
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| >teil “futuro” de segnde.
Pertanto, la (2.40) € il modelo matematico di un sistema che per fornire larigposta dl’istante t
deve conoscere la Storia passata, presente e futura (rispetto at) dell’ entrata. Un tale sstemanon €
fidcamente redizzabile, in quanto non causale ma anticipatorio.

Un sstema causale deve necessariamente attribuire peso zero ai vadori futuri dell’ entrata, cioe deve

essere
(2.41) w(t,1)=0 pet<l
Poichéw(t, | ) élarispostaad (t-1 ), cioé ad una eccitazione applicata dl’igatet =1, la(2.41)

equivdle anche a dire che la rigposa de sstema deve essere zero prima  del’ gpplicazione
dell’ eccitazione, che € la definizione di Sstema causde.

La(2.40) s puo alorascrivere, per un sstemafisico:
tm

(242) Y(tm)= OX(1 )W(tm,l )dl
¥

dove s e indicato esplicitamente con t, il momento in cui 9 effettua la misura sul segnde y(t).
Possamo aggiungere che quaunque segnde x(t) esste fiscamente per un tempo finito (il tempo che
dura la sua osservazione, per es. ddl’isante in cui S accende il generatore a quello in cui lo 9
spegne). Se indichiamo convenziondmente con t=0 I’ origine dei tempi per il segnde, per un tae
segndela(2.42) puo scrivers:

tm
(243) Y(tm)= 0c‘y<(| IW(trm.l )dl
Tdvoalta, la forma (2.40) gppare piu comoda ovviamente, in questo caso causdita e osservabilita
fisca sono sottintese.
Il vaore “presente’ (cioe dl’igante t, della misura) ddl’uscita di un sstema causde e quindi la
somma pesata de vaori passati e presente dell’entrata. Quindi, i vaori passati dell’ entrata
influenzano il valore attude del’ uscita: S esprime questo fatto dicendo che il Sstema moddlato ddla

(2.43) ha memoria (Sstema dinamico). Questo e un modello redidtico di un sstema fisco: per es.
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unarete eettrica rede contiene sempre eementi di memoria (cioé induttanze e condensatori) sia pure

sotto forma di ementi parassiti.

t

Y(tm) » ax( )W(tm, 1 1)

Per usare la (2.43), occorre misurare preliminarmente
lafunzione de ped, e tde misura andrebbe fatta igtante
per igante in tutto I'intervalo (O,t.). Per capire meglio,
immeginiamo di fare la misura per valori  discreti §.
Operativamente, S pud procedere come segue, vedi
Fig. 2.15:

- d inviaunaddtadl’'igante| 1, cioéd(t- | 1); § misura
larisposta dd sstema dl’'igtante t,, cioé W(tm, | 1) =&
guesto el peso che va attribuito a x(I ;) per cacolareil
suo contributo ay(tm).

- d ripete I'operazione agli istanti successvi | , | 3,....,
ottenendo gli dtri ped. La successone de vaori
ottenuti € unadescrizione ddla peseraw(ty, | ).

L’ uscita sara espressa come

Naturdmente, se s cambia il momento dela misura (t', anziché t.,), la funzione dei pes va

rideterminata, come e facile capire dalaFig. 2.15.
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25 -L’INTEGRALE DI CONVOLUZIONE

La rappresentazione (2.39) di un segnae non sembra offrire vantaggi per cacolare larispostadi un
sstema t.v. con la (2.40): occorre pur sempre fare in laboratorio un gran numero di misure (per
determinare la pesiera), Sa pure con un solo tipo di eccitazione (la delta).

Le cose cambiano drasticamente se S consderaun
gdema time-invariant. Infaiti, la rigpoda di tde

gdema ad una eccitazione €, per definizione,

indipedente  ddl'igante  di aoplicazione

ddl’ eccitazione stessa.

Sara pertanto

w(t,! ) =w(t+q,l +q)

per ogni q arbitrario, e scegliendoq=-1 , 9 ha

= w(t-l )

che indicheeemo comunemente con h(t-1) e

chiameremo risposta impulsiva dd sstema lineare

ti. La(2.40) diventaora

¥

(2.44) y(t)= ox(1 )h(t - 1 )dl

¥

ched chiamaintegrae di convoluzione.

La (244) esprime il fato fondamentde che la

rigpoda y(t) di un gSsema lineare ti. ad un

generico segnde di ingresso x(t) pud  essere

cacolata dopo aver misurato la risposta impulsiva
dd ggema desso, h(t): quindi, a differenza dd sstema t.v., occorre fare sul Sstema una sola
misura, una volta per tutte, quella ddlariposta dla d, per essere in grado di cacolare la risposta

ad una quaunque eccitazione.
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L’ operazione di convoluzione viene pit brevemente indicata con un asterisco

(2.444) y(® =x(t) * h(t)

La reazione fra h(t) (risposta a d (t)) e h(t- 1), cioé la pesera che compare ndl’integrae di
convoluzione (ove s integrarispetto a | ), viene chiaritand par. 2.6. Tuttavia, € idruttivo ricavare la
pesierat.i. col procedimento indicato in Fig. 2.15. Cio émogtrato in Fig. 2.16, da cui appare che la

funzione peso w(t) di un sstemat.i. €I'immagine speculare ddlarigposta dla ddta, h(t): w(t) = h(-t).
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ESEMPIO 2.1V - RISPOSTA IMPULSIVA DI UNA RETE RC PASSA-BASSO

>

R
}lt) C——— T Mb AT /vn
| —
- - ~ N v uRe
Figwra 2,17 / N -
| AT -
S consideri il circuito RC passa-basso di Fig. =L a
V() AT( =C)
2.17. Per cdcolarelasuarisposadladdta, s Figura 2.13

puo dapprimacacolare larigpogaad un impulso rettangolare, come mostrato in Fig. 2.18.

E chiaroche
h(t)= [im ()= tlim
“pr®o’ Y ®preo”
e poiché
= VDN = — (1o
vo = V(D) = DT( -e®c)
s ha
[im 1 DT lim 1 DI D12 1
—~ (lere) = = (1- 1+ —— )= —
or® 0 or ¥ = pre o oT' R rRc ) T Re
S hacos infine
™\ )= hi)= —ewe
9 pT® o’ W ReER
1RC o
modgratain Fig. 2.19.
I’
Flpwra 2.19
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26 -INTERPRETAZIONE GRAFICA DELLA CONVOLUZIONE

Riscriviamo I'integrae di convoluzione:

(2.45)

¥

f. (0% f,(0= Qf.(1) (- 1)d

A
)
Tma b
CRREN Pre
th tn
Figurn 2.20

Il vaore  ddla convoluzione
dligante t € l'area o prodotto
fa(l )fo(t-1 ).

La funzione fi(l ) differisce da f(t)
per il solo cambio di nome ddla
variabile,

L’interpretazione di fy(t-1 ) € in Fig.

2.20. In tde figura e disegnata

dapprima £(1 ); quindi £(-1) che e la sessa funzione ruotata intorno dl’asse delle ordinate;

infing, & disegnatafy(t-1 ) cheefy(-1 ) conl’origine de tempi shiftata di t.

InFig. 2.21 ériportato un esempio di cacolo grafico dd risultato della convoluzione al’ igtante t;.

In conclusione, cdcolarelaconvoluzionetraf; ef, equivdea

mantenere fissa una delle due funzioni, per es f;(l );

ribatare f5(l ) sull’ asse delle ordinate, avendo f(-1 );

|f:0-) |fa(7‘-) . fz('ﬁ-i
A T A T
A

L2

far scorrere f(-1)

f:t-1) lungo l'ase dd
: tempi, ottenendo

_a_ _T <tl>.

f(t-1 ) e misurare
I’area del prodotto
per ogni t: questo

il vdore ddla
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convoluzione in ciascun igtantet.
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2.7 -RAPPRESENTAZIONE DI UN SEGNALE DETERMINISTICO MEDIANTE
UN CONTINUO DI GRADINI

Sa x(t) un segnde definito in €¥,+¥). Detto x(-¥) il “vdore inizide’ di x(t), 9 pud srivere

formamente:
(2.46) X(t) = X(-¥) +dx(l 1) +dx(l 2) + ...
=X(-¥)u(t+¥) + dx(l Ju(t- I 1) +ax(l Jut-12) + ...
=X(-¥)u(t+¥) + ax(l u(t- 1)
A
dx(A) .
n LB >
Figura 2.22
equindi:
(2.47) X(t) = X(-¥)u(t+¥) + ¥@%u(t-l )dl

che esprime il segnde x(t) come sommadi un gradino inizide di ampiezza x(-¥) edi infiniti gradini
d ampiezza infinitesma dx(l ), Fig. 2.22.

Saorag(t) larigpostad gradino unitario di un sstema lineare, cioe:
¥

(2.48) gt) = oQu(l het-1 )di
¥

Allora, per il teorema di sovrapposizione, larisposta del Sstema a segnale espresso con la (2.47)
€:

o el ]
(2.49) y(t) = X(-¥)g(t+¥) + Oy g(t-1)d

= X(-¥)gt+¥) + x®*g(t)
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chefornisce larigpostadd sstema ad un segnde qualunque, se € notalarispostad gradino.

Seil segnde efisico (x(t) = 0 per t<0):

(2.50) y(® =x'(t) *g®

Larispostad gradino e la risposta dla delta godono quindi della stessa proprieta, fondamentale per
I'analis dei sstemi lineari: la conoscenza di una di esse permette di conoscere larisposta ddl sstema
lineare a una qualunque eccitazione, con I’ uso ddlla (2.44) o della (2.50).

Le due risposte h(t) e w(t) sono anche note come “rispoge indici”.

B. Marangdli, Appunti di FiScade Dispogtivi Elettronici



-2.21-

28 -PROPRIETA’ DELLA CONVOLUZIONE

S riportano dcune proprieta della convoluzione, rimandando ala letteratura per la dimostrazione.
proprieta commutativa
fi(t)* f(t) = fo(t)*fu(t)

proprietadistributiva

(2.52) f(O* [f2(8) +3(0)] = f(t)*f2(t) + Fu(O)*fa()
proprieta associativa
(2.53) fa(O* [F(0)* (0] = [f2()* ()] *fs(t)

convoluzione con |a delta
(2.54) X()* d(t) = x()
x(®* d'() =x'()
X(t)* & kd(t-t) = &ix(t-t)

convoluzione con lo scalino

(2.55) Xty u®) = ox(I )d
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