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Capitolo 1

Problemi a molti cor pi

1.1 Formalismo di Dirac

A. Spazio degli stati di particella singola H

In una formulazione elementare della meccanica quantistica si rappresenta lo stato di una
particella mediante una funzione d'onda complessa delle coordinate spaziali (r) : R®! C,
tale chej (r)j2 rappresenti la densita di probabilita di rilevare la particella nella posizioner,
e che una qualsiasi osservabile sica A legata allo stato della particella possaessere calcolata

comeun funzionale della funzione d'onda,
Z

Mi[ 1= (A (dr;

dove A rappresenta un operatore lineare hermitiano 1.

D'altra parte, si potrebbe descrivere in modo equivalente lo stato della particella fornendo
la trasformata di Fourier della funzione d'onda, oppure i coefcienti dello sviluppo di  su
una qualsiasi base ortogonale completa. Ciascuna di queste rappresentazioni dello stato del-
la particella fornisce informazioni equivalenti, e la scelta della rappresentazione e soltanto
gquestione di convenienza formale o computazionale .

E quindi opportuno introdurre un formalismo che permetta di discutere le proprieta dello
stato in modo astratto , a prescindere dalla rappresentazione utilizzata: ciascuno stato della
particella sara descritto da un vettore ket i, appartenente ad uno spazio di Hilbert H. Le
proprieta di chiusura dello spazio degli stati rappresentano l'equivalente formale del principio

di sovrapposizione: sej i;ji2He; 2C,anche[ j i+ | i]2 H, ecorrisponde ad uno
stato sico realizzabile .
Si consideri ora un funzionale lineare :H ! C; chiamiamo linsieme H? dei funzionali

lineari il duale di H, e scriviamo h j per indicarne gli elementi: un teorema fondamentale
nella teoria degli spazi di Hilbert dimostra l'esistenza di una corrispondenza biunivoca tra
gli elementi di H e del suo duale: per ogni elemento j i 2 H possiamo de nire h j come il
funzionale ottenuto tramite il prodotto scalare?
hij i=hijlji]=(G i:ji);

!Vale a dire che A agisce sulla funzione d'onda trasformandola in un altra, in modo lineare: A( + )=
A + A ; 2 C echeseA = ,allora A ?>= 7 (hermiticita). La de nizione di osservabile ric hiede
anche che gli autostati dell'operatore A formino una base completa per H (vedi paragrafo [1.1.F).

2| a de nizione di uno spazio di Hilbert prevede l'esistenza di un‘operazione detta prodotto scalare, (; ):H?!
C, avente le proprieta (x;y;z2 He 2 C):

v;x) = [(xy)’
(Xy+2)=(Xy)+ (X2
xy)= (xvy)

(x;x) 0e(x;x)=0() x=0




4 Formalismo di Dirac

viceversa, seh j 2 H?, esiste un ket j i 2 H tale che
(G ;3 )="hjl il
In effetti, lisomorsmo tra H e H? & valido per uno spazio di Hilbert, mentre (per ga-
rantire la corrispondenza tra H e lo spazio delle funzioni d'onda a quadrato integrabile , che
rappresentano uno stato “sico”) H € un sottoinsieme di uno spazio di Hilbert, fatto che intro-

duce alcune dif coltd formali non particolarmente rilevanti, tra le quali il fatto che esistono
funzionali lineari che non corrispondono ad un ket di H.

B. Rappresentazioni in H

Il formalismo appena introdotto permette di esprimere in modo molto semplice le rappresen-
tazioni di uno stato j i in una particolare base: consideriamo ad esempio una base ortonor -
male? completa fjnig H; possiamo scrivere
ji= Chjni;
n

dove c, = mj i. A prezzo di qualche complicazione formale che ignoreremo, si pud in modo
analogo introdurre delle basi continue, quali ad esempio jui, dove huju% = (u u9Y, cosiche

VA

ji= (u) jui du;
vale a dire
(u)=hyj i;
vedremo come in questo modo sia possibile recuperare la funzione d'onda di uno stato come
rappresentazione su di un'opportuna base continua.
C. Operator iin H

Un operatore lineare A : H ! H agisce su uno stato j i ottenendo un altro stato Aj i,
linearmente rispetto alla somma ed al prodotto per uno scalare. |l prodotto di due operatori
si de nisce tramite la loro applicazione successiva:

(AB)j i=A(B] i);

in generale tale prodotto non & commutativo , ed e utile introdurre commutatore ed anticom-
mutatore
[A;B]= AB BA; fA;Bg= AB + BA

che rendono conto dell'eventuale dipendenza del risultato dall'ordine di applicazione dei due
operatori.
Si puo inoltre de nire l'azione di un operatore su un bra come?

(hjA)j i=hj(A]i);
ed introdurre l'operatore aggiunto di A, AY, tale che
Aji= % () %=hjAY:

un operatore si dice autoaggiunto (o hermitiano) se A = AY, cosiche (ricapitolando molte delle
de nizioni introdotte n qui)

hjAj i”=1[G i:A] D= (Aj isji)=hjAYji:

3Che soddis la condizione mj mi = m
4A seguito di questa de nizione , & evidente che possiamo scrivere h jAj i, intendendo indifferentemente
(hjA)j Toh j(A] i).
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D. Priettori

Una importante classe di operatori sonoquelli che (data una base ortonormale completa fj nig)
si possonoscrivere come
Pn = jnimj;

che “proiettano” lo stato su cui agiscono sull'elemento jni della base:

Pnj i=jnimj i=cyjni:
Se e solo sela base fjnig & completa,
X X X
ji= Chjni = jnimj i = Pnjni :
n n n

vale quindi la relazione di chiusura

jninj =1,
dove 1 rappresenta l'operatore identita.

E. Rappresentazione delle posizioni e funzioni d'onda

Consideriamo uno stato di particella singola in una sola dimensione (l'estensione al caso
tridimensionale & banale), introduciamo una base ortonormale completa fj xig tale che
A

ji= (X) jxi dx;

dove (x) & la funzione d'onda associata allo stato della particella. E chiaro che tale de-
nizione introduce una corrispondenza biunivoca tra la funzione d'onda (x) ed il ket j i;
inoltre Z

kjx° = x x%; & i= x); jxi hxjdx = 1:

Con l'introduzione di questa base, la corrispondenza tra notazione di Dirac e formalismo
della funzione d'onda é completa: il prodotto scalare tra due stati si pud scrivere, ad esempio,
come Z Z

hj i= hjxik idx= (x)? (x) dx:

F Equazioni agli autovaloriin H, osservabili

Un vettore j i 2 H si dice autostato dell'operatore A se Aj i = ji,e e l'autovalore
corrispondente. Se esistono n kets linearmente indipendenti che sono autostati di A con lo
stesso autovalore, si dicono degeneri, e I'autovalore corrispondente ha grado di degenerazione
n.SeAji= ji,hjAY= ?hij.

Un operatore A si dice osservabile se &€ autoaggiunto e sei suoi autostati formano una base
completa di H.

G. Prodotto tensoriale di spazi degli stati

Dovendo trattare problemi che coinvolgono piu particelle , oppure piu gradi di liberta per la
stessa particella, € opportuno introdurre un formalismo in grado di estendere quanto de nito
per lo spazio H. Siano H; e H, gli spazi relativi ai possibili stati di due particelle . De niamo
quindi il prodotto tensoriale dei due spazi come segue: siano fju(1)ige fjw(2)ig basi ortonor -
mali complete di H; e Hz; H1.2 = H1  H» élo spazio vettoriale formato a partire da una base
costituita dalle coppie non ordinate ju(1)i jw(2)i.
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P
Esisterna corrispondenza lineare tra Bgni coppiadi vettori diHieHy,j (1)i = ;& ji ()i,

j (2i=bji(2)i,edil vettore di Hy;, i aily ji (1)i  jj (2)i; che possiamo quindi scrivere
comej (1)i | I:(2)i; guesta corrispondenza non € biunivoca: dato un generico vettore dello
spazio prodotto i Gi ji (i jj (2)i é possibile esprimerlo come prodotto tensoriale di due
vettori degli spazi di particella singola solo se esistono dei coef cienti a; e dei coef cienti b
tali che ajlg = ¢, cosache non & sempre possibile.

H. Prodotto scalare ed operator iinH; H»

A partire dai prodotti scalari in Hq1 edin H, & possibile de nire un prodotto scalare nello spazio
prodotto, che e quindi uno spazio di Hilbert: & immediato veri care che conla de nizione

Gui jw@)ijiv@)i  jz(2)i) = (u@)i;jvD)i) (w(2)i ;jz(2)i)

le proprieta richieste ad un prodotto scalare sono soddisfatte.. Inoltre la basefju(1)i jw(2)ig
e ortonormale , se lo sonole basi di partenza in H; edin Ho.

Se A(1) é un operatore denito H; ! Hi,eB(2): Hy, ! Hy; possiamo quindi de nire
(A1) B(2):Hi2! Hiptramite la sua azione sulla base,

(A BEYu@I jw@)i=(AD)ju@)i) (B@R)iw()i);

possiamo estendere in modo intuitivo l'azione di un operatore de nito su uno degli spazi di
particella singola, come A’ = (A (1) 1(2)). Sjricayain modo immediato che le estensioni di

operatori agenti su spazi diversi commutano, A;B = 0.

Se possiamo esprimere un operatore in Hi., come somma di operatori agenti sui singoli
spazi A (1) e B (2), estesi allo spazio prodotto, allora se

AMin@@)i= ajn@)i; B@)IM@)i= mjm(2)i;

allora possiamo ricavare autovettori ed autovalori di A+ B nello spazio prodotto.

A+B jn)i m(2)i=(nt+ m)jn@i jm(2)i:

1.2 Spazio degli stati per un problema a molti cor pi

A. Stati a molti cor pi per particelle indistinguibili

Generalizzando quanto descritto nella sezionel1.1 per il prodotto tensoriale di spazi di singola
particella, € possibile costruire uno stato che descriva un sistema di N particelle come il
prodotto tensoriale degli spazi di particella singola H (yy = Hy Hz ::: Hpy, i cui element
saranno della forma

jur (Di o jua (@i i jun (N = jur (D) uz2(2) ;i un (NI

In realta occorre considerare che (se abbiamo a che fare con un sistema di particelle
indistinguibili) i ket

jur (@) suz@);rrui ()5up () srrrun (N)E e jua (D) ;u2(2);iui () s (i) 5iitun (N

ottenuti scambiando gli indici di due particelle , corrispondono allo stessosistema sico .

®Consideriamo i = 1:::Nj ej = 1:::Ny: allora ci sonoN;N; condizioni a;ly = ¢; che dovrebbero determinare
Ni1 + N2 coefcienti a el : éevidente che in generale il problema é sovradeterminato , ed ammette soluzione solo
in casi particolari.
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B. Principio di simmetr izzazione

Si riscontra sperimentalmente (ed é possibile dimostrare sulla base di ipotesi piuttosto gene-
rali) che é possibile distinguere le particelle elementari note in due classi:

BOSONI, per i quali la funzione d'onda dev'essere simmetrica rispetto allo scambio di
due particelle , e per i quali si considera quindi il sottospazio H (SN), la cui base é formata
dalle combinazioni simmetric he

X

. . 1 : .
jug;uz; N = P jur( 1) uz( 2) 5 un (N

dove la somma si estende su tutte le possibili permutazioni degli indici di particella

FERMIONI, per i quali la funzione d'onda dev'essere antisimmetrica rispetto allo scam-
bio di due particelle , il che corrisponde alla scelta di H fN), formato dalle combinazioni
antisimmetric he

X

: : 1 o .
Juguziziiuni = p=s o sign jur( 1) uz( 2)5iun (N

dove sign & ssato uguale ad uno per una data combinazione di indici, e cambia se-
gno ogni volta che due indici vengono scambiati. Questa de nizione é formalmente
equivalente alla de nizione del determinante

jur (i jug (2)i jur (N)i
jug;ug;iiiuni = : : : :

z[~

| : : i :
jun (1)i jun ()i jun (N)i

Le combinazioni antisimmetric he di funzioni di particella singola sono anche note come
determinanti di Slater.

1.3 Sistemi a molti elettr oni: teorie di campo medio
L'hamiltoniana di un sistema a molti elettroni pud essere scritta nel casogenerale come

2 XN 1X o .
H = e ro+ | V(ri) + N Vee (jri er)
i=1 i=1 ]

dove V (r) € il potenziale di un elettrone nel campo esterno (ad esempio dei nuclei), e vee(r)
la repulsione coulombiana di due elettroni a distanza r. Gli autostati di questa hamiltoniana
possono essere cercati nello spazio H (AN) delle funzioni antisimmetrizzate delle coordinate
degli N elettroni: in rappresentazione delle posizioni

H (rorgiiirn)=E (raroiiirn):

A. Metodo di Hartree

Un primo passo nell'affrontare il problema consiste nellignorare il termine di interazione,
cosida poter scomporre I'hamiltoniana in una somma di operatori di singola particella, ridu-
cendosi alla soluzione del problema agli autovalori in H;

2

-~ 2 L 0:v: .
—r “+V jni = E;jjni:
2m J nJ
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abbiamo cosi una base di H1, con la quale costruire la funzione di prova per I'hamiltoniano
completo. In prima battuta, consideriamo il principio di antisimmetrizzazione di Pauli nella
sua forma piu debole@ riempiendo gli spinorbitali jnim in ordine crescente di energia, con un
solo elettrone per spinorbitale . Cosi abbiamo

W
= )i
i=1

il valore di attesa dell'hamiltoniano & un funzionale degli stati di particella singola

X 2
Hi=H[fin (i)igl=h jHj i= @) =—r2+
i=1 2m
o 1X 0 o ee X 1X o
+ViJni(l)l+5 i (i) 50y (v~ ini (1) ;0 ()i = Ho+ 5 Jnings (1.1)

ij i ij
dove H, € il valore di attesa dell'hamiltoniano di singola particella per lo stato n, e Jym €
detto integrale di Coulomb, e descrive l'energia elettrostatica media di un elettrone nello
stato n, nel campo medio generato dalla densita di carica di un elettrone nello stato m: in
rappresentazione delle posizioni
Z

Jom = &rid®roj o (r)ifvee(irs  raj)j m(r2)i’:

Possiamo quindi mettere in atto una procedura variazionale , imponendo I'ortonormalita
degli stati di particella singola

mjmi = 1y
mediante degli opportuni moltiplicatori di Lagrange, dobbiamo ora annullare il differenziale
" #
X
h jHj i am Mjmi =0
nm
risolvendo quindiEiI set di N equazioni accoppiate
" #
- - - X . -
O:Wj h jHj i ) amMjmi =
2 X X
= oot 2+V jni+ hmj Veejmi jni nm jmi; (1.2)
m mén m

dove le sommatorie sono da intendersi sugli stati occupati di particella singola, e dove utiliz-
ziamo l'operatore di Coulomb, che si scrive in rappresentazione delle posizioni come
X x £ .
jn(r) n(r)=hj hmj Veejmi jni = Brom Ve 1% 1 1% 4 (1.3)

mén mén

Moltiplicando per mj questa espressione, otteniamo
X
Hn + Jnm nm = 0;

mén

81l requisito di antisimmetria della funzione d'onda a molte particelle impone che ogni spinorbitale possaessere
occupato da una sola particella: nel casoa due particelle , avremmo diversamente jn (1);n (2)i = jn (2);n (1)i; dato
che la funzione d'onda deve cambiare segnoper ogni scambio di indici, la funzione d'onda dev'essereidenticamente
nulla.

"Consideriamo n come un indice collettivo , che indica in pratica un set di numeri quantici che identic hino
senza degenerazioni lo stato del sistema.

8Vedi la discussione sulla minimizzazione vincolata di un funzionale in appendice|A.4]
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Scelta iniziale degli stati 9 ;i=0

P R . )
Calcolojn (1) = pen Or 597 1 (r9vee(ir® rj)

Risolvo le (1.2), ottengo nuove  [*1

NO

Figura 1.1: Schema della soluzione autoconsistente per I'equazione di Hartree (1.1)

sommando sugli n corrispondenti ad uno stato occupato e confrontando con la (1.1) troviamo

o X 1X o
Hi = mo 5 Jnm:

n nm

La minimizzazione della richiede una procedura autoconsistente (gura [1.1): par-
tendo da un set ragionevole di orbitali di singola particella 9(r) (ad esempio gli orbitali
ottenuti dalla soluzione del problema per elettroni indipendenti) si ottengono delle nuove fun-
zioni d'onda  }(r) risolvendo il set di equazioni (1.2) ed utilizzando le  2(r) all'interno
dell'operatore di Coulomb (1.3). Ripetiamo la procedura, utilizzando le 1 (r) perjn(r), otte-
nendo cosiun nuovo set 2 (r) ;sicontinua in questo modo no ad ottenere un set di funzioni
(o di energie) autoconsistente, tale cioéche | (r) I 1(r) entro una tolleranza ssata.

B. Correzione di Fock per lo scambio

Nel paragrafo precedente si € utilizzata comefunzione di prova una funzione non antisimme-
trizzata; quando compaiono solo operatori ad un corpo (estensioni ad H (v di operatori agenti
su H,) il requisito di antisimmetria & del tutto irrilevante per quel che riguarda I'energetica
del sistema@; in questo casoabbiamo pero I'energia di interazione vee, che € un operatore a due
corpi. Mostriamo quindi come l'energia totale si abbassi utilizzando come funzione di prova

°Se i = P : sign Vi jni( )i & una combinazione I§immetrica di  autosta-
ti gj Hi, ¢ seQ possiamo scrivge I'harrrgltonian come H = (Hi allora Hj i =
P sign JHi Sijni ()i =edg sign VEQ T (D = Ef,j i, come avremmo avuto

utilizzando perj i un semplice prodotto degli stati ad una particella.
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un determinante di Slater:

1 X Y X Y
Hi = NI sign hj()H sign ji(i=
! i o i
1 X X . <Xy N ~2 Yoo
N1 sign sign hj ()i %r Kkt Wk Ji@)i+
) T k=1 j i
9
1X oY e T
*5 hyMivie i (1.4)
Kl j [ ;
Dato che m(i)j m(j)i = nm i, per il termine ad un corpo nella sopravvivono solo i
termini in cui le permutazioni degli indici e sonouguali: avremo quindi
1 X . 2)(\' Yy N ~ S
TG LI K1) = S AR ROl
k=1 j i
1 X . 2>{\l . ~2 2 . . >(\I . ~2 2 .
= NI (sign ) . h « (k)j %r Kkt Ve ] kK= . nj %r +V jni; (1.5

nella parte a due corpi, invece, sopravvivono i termini che hanno tutti gli indici uguali,
a parte i due indici dell'operatore Vg7, che possono essere uguali o invertiti, visto che sia
(k) ;m(Djvegin (k) ;m ()i che (k) ; m(1)jvggin (1) ;m (k)i sono in generale non nulli; nel

primo casg pero, sign = sign , mentre nel secondosign = sign ;
11X X0 e . e .
SN1 o (sign ) h(K); 1 Mivird k()5 (i b (k) rMivigd « () 1 (k)il =
' kI
1X o  ee . ee .
=5 [M@)in@jvzim1);n (i m(1)in@)jvizjn(1);m@2)i]: (1.6)
mn
Combinando la ela otteniamo
o X 1X o
Hi = Hp+ é (Jmn Kmn) (1-7)
n mn
X 2
Hyo= %rﬁ+vn jni
"z
Jon = M) @JvEIM@);n@)i = Br%Br m 07 n () Vee 1 1 1% (1)
Z
Kmn = M@ n@jveEin(1);m©2)i= B m 07 n()Vee ° 1 m(r) nr°

Il termine Jy, €l'integrale di Coulomb, analogo al (1.3) trovato nel metodo di Hartree , mentre
il termine K, dipende evidentemente dalla scelta di una funzione di prova antisimmetrizza-
ta, ed & detto integrale di scambio; dato che vee & reale, positivo e dipende solodajr® rj, échia-
roche Kmn = K2, €Jmn = J2, eche Jyn 0. Si pud anche dimostrare che Jyn ~ Kmn 0.
Inne , Jon = Knn, cosi che é possibile includere anche il termine m = n nella sommatoria
@.7).

Applicando il principio variazionale , ed imponendo Il'ortonormalita degli stati a particella
singola con dei moltiplicatori di Lagrange ,m otteniamo un set di equazioni analogo al (1.2)

#
@ , ... . X .
0= —— h jHj i jmi =
@h’]] J J ] nm J
2 X X X
%r 2+ VvV jni+ hmj Vee jmi jni hmj Veejni jmi am jmi;  (1.8)

m m m
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nel quale perd compare anche un operatore di scambio, corrispondente all'integrale K n.
Moltiplicando per mj e sommando su tutti gli n otteniamo che
X 1 X
Hi = mo

n mn

(Jmn Kmn): (1.9)

Anche qui € necessaria una procedura di soluzione autoconsistente, analoga a quella di
gura (1.1} in questo caso, pero, € necessario calcolare ad ogni iterazione anche l'operatore di
scambio.

ghiL
ghL

2

@n=1m=2 (b)n=3; m=5

Figura 1.2: Funzione di correlazione a coppie (1.10) per due elettroni in una buca di potenziale in nita

di larghezza L = 2, calcolata per j i = jn(1);m(2)i (linea continua), per la combinazione simmetrica
ji= pl—§ [in(@);m2)i + jn(2);m(1)i] (linea tratto-punto) e per la combinazione antisimmetrica | i =

pl—E [[(h(@);m@2)i jn(2);m(1)i] (linea tratteggiata).

Confrontando la (1.1) conla (1.7), tenuto conto del fatto che K., 0 € chiaro che il requi-
sito di antisimmetria comporta un abbassamento dell'energia della funzione di prova, che é
quindi una migliore approssimazione dello stato fondamentale vero.

L'abbassamento in energia ¢ legato al fatto che per la funzione di prova di Hartree , non
antisimmetrizzata, la probabilitd di trovare due elettroni nello stessopunto &

Yoo 1X o Yoo 1X o . . .
mi ()i 5 (e m) g @)i=5 (k) Df (ne roini (k) ne (i
i=1 kI j=1 Kl
per una funzione antisimmetrizzata, invece, abbiamo ( (rx r;) € un operatore a due corpi
analogo all'interazione elettrone-elettrone)
1X o . . . . . .
5 [M@):n(2)j (r1 r2)jm(1);n @i m(@);n@2)j (r1 r2)jn(1);m(2)i];

2
mn

passando in rappresentazione delle posizioni diventa evidente come
Z z
rad’ry f(r1) 2(r2) (1 r2) m(rd) m@r2)= & () 2 () m() m(r)
Z Z
Prad®s () f(r2) (r1 1) m(r2) m(ra)= & 5(r) () m() m(r):
In altri termini, per una funzione d'onda antisimmetrizzata, la probabilita di trovare due

elettroni nello stessopunto € nulla, il che corrisponde ad una maggiore distanza media tra gli
elettroni, e quindi ad una minore energia di interazione elettrostatica.
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Spessosi descrive questa proprieta della funzione d'onda antisimmetrica introducendo il
concetto di buca di Fermi: € possibile calcolare la funzione di distribuzione radiale
4P 0 . N
hijs g (r dri rji
dBro (rjr9)
che restituisce la probabilita di trovare due elettroni a distanza r; I'antisimmetria della fun-
zione d'onda determina una diminuzione della g(r) per r piccoli (gura [1.2).

g(r) = (1.10)

C. Gas di elettroni liberi interagenti

Consideriamo un gas di elettroni liberi a OK , descritti da funzioni d'onda di particella libera
con spin

eikr
rik i = p=j i;
J 197]

R
immersi in un jellium positivo V (r) = J.7”(,irj.d3r°, con la stessa densita n degli elettroni.
Inserendo queste soluzioni di prova (o meglio, il determinante di Slater costruito a partire da
tutti gli stati conk < kg) nelle equazioni di Fodk (1.8) otteniamo

-2 RO 0 0 0 0 ik i
om! TtV ok 0 K% 7 Vee k& 7 jk;
kO
X< X X X
kK% O veejk; i k& © o kik® k% © =0
0 KO ke 0 kO kg
P P
che si semplica notevolmente tenendo conto del fatto che o 0, k% Gveejk® 9=V

(la densita totale di carica elettronica cancella esattamente quella del jellium) e del fatto che
l'interazione elettronica non agisce sulla parte di spin, cosiche nel termine di scambio si pud
sommare solo sugli stati con spin 10;
~2kz X o X X
—jk; i k% Veejk; i k@ o k:k? k& 9 =0
2m
KO ke 0 KO K¢

Occorre calcolare il termine di scambio,

Z
X 1 X e?
K®  veejk; i K& = K& = @0 dKk K= . (1.11)
Vv jir g
KO ke KO ke
per il quale é opportuno utilizzare la trasformata di Fourier del potenziale di Coulomb,
Z
€ _,@ 9914 .
jir 9 8 3¢? ’
che ci da
Z Z 10 Z
4 & 40 d3koep'k_r ok Ko d_QEqu(r r9 _
\Y kke 8%V 8 3¢

o Z V4
@_elpk:r d49 1grl jsqitk K0 @0
kke 83 TV 8 3¢? Vv

vor Z
BKOGK T T dg 1

=4 ¢

— 2 0o _
_4ek0<k 83|V F?eqr a Kk k=
F
) . Z
dBkO¢ kOr 1 ) gkr d3kO 1
-4 e2 . eI(k kO r — 4 e2 N
ke 83 TV jk k92 Y ek, 8 3jk kPP

OO Gyeejk; ijk% G =h 9 i jK9 Vee jki jk% O
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Le onde piane sono quindi un autostato per l'operatore di scambio, cosi che deve essere
o(k;k9 = o (k k9 (k); lintegrale

z

k0 1 ke k ke 1 1 x? 1+x
—372 = —2F X= — = —2 — + In ,
KO<k ¢ 8 Jk k(‘] 2 k|: 2 2 4 1 x
e di conseguenza
~2k2  2¢? k
()= 5 TkeF oo

inoltre , considerando il prodotto di jki per il termine di scambio (1.11), si nota come

X
K k:k® = ngF kﬁ
KO ke F

Possiamo quindi calcolare I'energia totale del sistema conla (1.9), cosiche (tenendo conto della
degenerazione di spin coni termini evidenziati )

2 3

X =2k2 2e? k 1 X
Etor = [2]4 o KEF - 5

J kk® K kk® 5+ v
Kr
k<k g

k<k g ;k0<k E

Il termine V; corrisponde all'autoenergia del jellium, e merita un commento: I'energia elet-
trostatica del sistema (siamo in approssimazione di campo medio, e quindi I'energia degli elet-
troni corrisponde, a meno del termine di scambio, all'energia elettrostatica classica) compren-
de l'interazione tra il background positivo e la carica elettronica, l'energia elettrostatica asso-
ciata al jellium, e quella associata alla distribuzione della carica elettronica; rispettivamente ,
questi termini valgono

z z
X > X ,
kiViki= 2 o v1 = e ez.;
k<k g Jr rj K<k o jr T
Z
17 3 4. N2
> d°r% rjro g
Z z
1. X e€ N2 1 n2e?
Zla k (1) k0(2) Ve k(1) k0(2) =2 @3r%3r- N2 17 s }
2k<kp:k°<kp - o Tjave - 2 TCIT

Attenzione: il termine di carica elettronica contiene anche il termine di autoenergia di ogni
elettrone , nel senso che la somma dovrebbe esdudere il termine conk = k& conserviamo tale
termine perché viene cancellato dal fatto di conservarne l'analogo di scambio (vedi paragrafo
1.3.B). Se avessimo applicato lo schema di Hartree , sarebbe stato invece necessario tenere
conto esplicitamente di questa correzione.

Considerando le uguaglianze sopra ricavate per le energie elettrostatic he in gioco, possia-
mo sempli care I'espressione per I'energia totale, ottenendo

X ~2k2  2e? K 3
E = 2— ZkeF — =N 3
TOT ’m F Ke 5 F
k<k g

3ke
4

(1.12)

Notiamo comeil termine di scambio comporti una correzione sostanziale al termine ad elet-
troni indipendenti, e come l'energia totale risulti essere (tramite la dipendenza di ¢ e kg da
n) un funzionale della sola densita elettronica.
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1.4 Teoria del funzionale della densita (DFT)

La (1.12) mostra comel'energia totale di stato fondamentale di un sistema di elettroni intera-
genti trattati conuna teoria di campo medio dipenda esdusivamente dalla densita elettronica.

Questo risultato notevole presenta perod due limiti: in primo luogo, non vengono prese in consi-
derazione le interazioni istantanee degli elettroni, che determinano uno scostamento rispetto
all'energia calcolata (un contributo noto come correlazione elettronica); in altre parole, non
possiamo prendere come funzione di prova per la minimizzazione un singolo determinante

di Slater, ma una combinazione lineare di piu determinanti comprendenti anche stati ecci-
tati di particella singola, che costituiscono una base completa per H fN). Inoltre il risultato

EtoTt = E [n] éricavato solo nel casodi elettroni liberi, con densita costante.

A. Teoremi di Hohenberg-K ohn

L'hamiltoniano di un sistema a N elettroni in un potenziale nucleare v (r)

X ~2r 2 X 1X 0 X .
H =T+ Vaxt + Vee = L+ (i)t 2 Vee(iri 1)) (1.13)
i=1 2m i=1 2 ij

comprende un termine di energia cinetica T ed uno di interazione Veela cui forma dipende solo
dal numero di particelle , ed un termine di potenziale Vey . Segue che gli stati del sistema (in
particolare lo stato fondamentale) dipendono soloda N e da v(r): dato che tutte le proprieta
osservabili sono poi ricavabili dallo stato fondamentale j i, segue che

Ec = Ecl[ &il= Ec[N;V]:

Il primo teorema di Hohenberg-K ohn afferma che il potenziale v (r) & determinato uni-
vocamente (a meno di una costante additiva) dalla densita elettronica (r) dello stato fon-
damentale: la dimostrazione & piuttosto semplice, e procede come segue: consideriamo per
assurdo che esistano due diversi hamiltoniani aventi la stessa densita elettronica per lo stato
fondamentale, H ed H? siano j i ej 9 gli stati fondamentali per i due hamiltoniani e E ed
ECle corrispondenti energie. Per il principio variazionale ,

E< O O0O- O0QO0 04, Oy HO O_pEOL Op QO O. (1.14)

P
maH H%= " ,v(ry)) VOri);e

hj v(ri)j i=hj d>r(v(r) (r ri)j i=
=  drv(r)h j (r r)j i==drv() ();
i
cosi che (1.14) diventa 7

E<E% &% v(r) Vo) °(r);

in modo analogo si trova che
z
E® hjHY i=E+ d% VO(r) v(r) (r):
Sommando membro a membro e ricordando che per ipotesi  °(r) = (r) otteniamo

E+E%%E+E®
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che é evidentemente assurdo: non possonodunque esistere due diversi potenziali v (r) che dia-
no origine alla stessa densita elettronica per lo stato fondamentale . Di conseguenza abbiamo
stabilito che

) v) H) j gi) Eg: (1.15)
ad ogni densita! & univocamente associata I'energia di stato fondamentale , che & quindi un
funzionale della sola densita: Eg = Eg|[ ], cosi come qualsiasi altra grandezza deducibile da

j 1. Conriferimento alla (1.13) possiamo scrivere che
z

Ev[1=TL1+ Veel I+ Vet [ 1= Fuk [ 1+ & (r)v(r): (1.16)

Fuk [ 1€ un funzionale univer sale, indipendente dal potenziale che origina la densita . In
linea di principio (Fhk [ ] non € noto in forma esplicita) la (1.16) permette di conoscerein
modo automatico I'energia di stato fondamentale nota la densita elettronica del sistema.

Il secondo teorema di Hohenberg-K ohn fornisce un grincipio variazionale sulla densita
elettronica: per una densita di prova (r) Oetale che d° (r)=0

Ev[]=Eo Ev[I:
La (1.15) garantisce@ che per alla ¢ possibile associare univocamente un potenziale esterno
v (r) ed una funzione d'onda di stato fondamentale . Ma per il principio variazionale ,

Eo=h jHj i H =Fux [ 1+ & ()v(r)=Ey[]:

Si delinea quindi la possibilitd di affrontare un problema di ottimizzazione vincolata al

variare della densita, scrivendo
Z

Evl[] nNdr N =0
che si traduce 13 nellequazione di Eulero-Lagrange

Evl]_
0 =v(r)+

Fak [ 1.
(r) -

(1.17)

B. Metodo di Kohn-Sham

La soluzione diretta della (1.17) comporta problemi di dif cile soluzione, legati alla dif colta
di ottenere una buona approssimazione del funzionale Fyk , soprattutto per quel che riguarda
il termine di energia cinetica.
Il metodo di Kohn-Sham costruisce un set di stati di particella singola per elettroni non
interagenti, j i, per i quali & semplice calcolare
X . . . X . ~2 2 . .
(r)zihil(r ri)jii; TS[]=ihiJ preul N B
Ci sono alcune dif coltd matematic he riguardanti I'esistenza e l'unicita di un problema ad
elettroni indipendenti che produca la corretta densita di carica (r): si potrebbe pensare di
impostare un hamiltoniano

X 2 X

Hs = %I’ i2+ Vs (ri);
i i

11piy propriamente , ad ogni densita elettronica v-rappresentabile: & possibile dimostrare che esistono (r) che
non possonoessere ottenute da nessun potenziale v (r); per queste densita il funzionale Eg [ ] non & de nito .

2Anche qui dobbiamo supporre la v-rappresentabilita  di ; diversamente il principio variazionale qui esposto
non é valido: questo rappresenta un problema non trascurabile nei casi pratici, per i quali i funzionali approssi-
mati impiegati possonofornire un risultato sensato anche per densita non v-rappresentabili, con tutti i problemi
che ne derivano.

13Vedi appendice A.4]
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dove vs € scelto (con un procedimento analogo a quello utilizzato nel paragrafo per
dimostrare il primo teorema di Hohenberg-K ohn) in modo da riprodurre la corretta densita/24.
Si procede poi ride nendo il funzionale di HK, come

FI1=Ts[ ]+ J[ ]+ Ex[ i (1.18)

dove abbiamo introdotto l'integrale coulombiano per la densita di carica (vedi paragra
e1l.3.B 7
1 e 0
J[1= 2 &Brd¥°—— (r) r
[1= 3 g O
ed il funzionale di correlazione e scambio, che contiene la differenza tra I'energia cinetica vera
e quella del sistema di elettroni non interenti equivalente , oltre alla parte non classica del
termine di interazione elettrone-elettrone |25,
L'equazione di Eulero-Lagrange (1.17) diventa quindi

— J[] Exc[] TS[]_ TS[].

O T T e T O Ty
con 7 ( () []
_ 2 ) 3.0 : _ Exell
Vert (1) = v(r) + e md 04+ vie (1) Ve (1) = 0

la scrittura vy (r) per indicare il potenziale di correlazione e scambio (derivata funzionale di
Exc) € pocochiara, perche lascia intendere che vy (r) sia una quantita locale, dipendente solo
da r, mentre dipende anche da , e quindi & assolutamente non locale. D'altra parte, ssata
la densita, vy (r) € effettivamente locale, una proprieta che sfrutteremo piu avanti.

Vogliamo risolvere un problema di ottimizzazione del funzionale E[ ], coni vincoli di or-
tonormalita degli stati di singola particella (che implicitamente contengono anche il requisito
di normalizzazione della densita): impostiamo il differenziale

2 3
X Z
?
4E[] i () () § 5=0
j

ricavandone le equazioni di Lagrangem

X 2
= ) 1 ) I %+ Verr i = hett i (1.19)

I 9 (9 ' 2m

ij

si pud mostrare che (dato che hes € hermitiano , grazie al fatto che vei¢ € locale, per  ssata)
e possibile effettuare una trasformazione unitaria degli orbitali, che diagonalizza _ lasciando
invariante I'hamiltoniano; si puo cosiscrivere la (1.19) comel’|

2
o 2 Vet i= 00 (1.20)

14Qui si solleva un problema piuttosto sottile: la densita elettronica del problema “vero” deve essere v-
rappresentabile , ma la de nizione di Ts data nel testo richiede che sia v-rappresentabile con particelle non
interagenti, che € un requisito piu restrittivo . Questo problema e discusso in [2], dove si mostra come risolvere
guesta apparente incongruenza della teoria.

In pratica stiamo raggruppando in un unico termine tutto quello che non sappiamo calcolare semplicemente.
Il successodel metodo di Kohn-Sham sta nella possibilita di approssimare in modo ragionevole (o quantomeno
ef cace) questo termine di “stupidity energy”.

8utilizziamo il risultato sulla derivata di un “funzionale composto” ricavata in appendice[A.4, equazione (A.5).

Yle | ele j che compaiono nella (1.19) sono diverse da quelle della (pur essendo legate da una
trasformazione unitaria).
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Anche in questo casg il problema si congura come un calcolo autoconsistente: ad ogni
iterazione €& necessario risolvere le equazioni di Kohn-Sham:

(n) (r) = x D (n 1) (ri ) (n 1)
= i i i

Z
() r n
Vil n=vin+e —2 ( ()d3r°+ Ve (1)
jir 9
~ o m) () () ()
omt T Veft i T i

Ad ogni passo si utilizzano gli orbitali calcolati al passo precedente per ottenere la densita
elettronica ed il potenziale ef cace comprendente il termine di scambio e correlazione.

C. Approssimazione locale per il potenziale di scambio e correlazione

La ride nizione di Kohn-Sham del funzionale Fnk (1.18) risolve il problema di determinare
una stima ragionevole dell'energia cinetica, ma scarica sul funzionale E,. tutte le dif colta
legate al calcolo della correlazione elettronica.

Una prima approssimazione, che funziona inaspettatamente bene, é utilizzare la densita
di energia di un gasdi elettroni interagenti di densita , xc( ):

Z
E>I<_cDA[ 1= (r) xc( (r)) d3r;
da cui si ricava £LD A o
Ve A = %= xc ( () + (r) @C:

Valori accurati di . ( ) sonodisponibili da calcoli guantum-montecarlo .

Questa approssimazione € chiamata local density approximation (LDA), perché calcola l'e-
nergia di scambio e correlazione localmente, in ogni punto r; sorprendentemente questo me-
todo da buoni risultati anche in sistemi in cui la densita elettronica é tutt'altro che costante,
a causa di una fortunata cancellazione degli errori.

Vengono utilizzati anche funzionali piu complessi, che comprendono anche una dipendenza
dal gradiente della densita;

VA

ESCAT = (1) xe( ();r (r)d;

bisogna pero scegliere con cura la dipendenza di . dal gradiente, per evitare di perdere gli
effetti di cancellazione d'errore presenti nel contesto LDA.






Capitolo 2

Magnetismo nei solidi

2.1 Modelli a spin isolati

A. De nizioni

De niamo la magnetizzazione M a OK di un corpo sottoposto ad un campo magnetico H
uniforme comet

1@o(H).

V. o

se il sistema € in equilibrio termico, si puo calcolare la magnetizzazione complessiva come
media di ensemblesulle densita di magnetizzazione dei vari stati eccitati,

M (H) =

P
nMn(H)e En:kBT.

M (H;T) = e EnvkaT ’

conM, (H) = L@, (H)=@, oin termini dellenergia libera di Helmoltz2M = 1@ =@.
De niamo inne la suscettivita magnetica

_an_ 1@F.

@~ Ve
che spessoé costante (cosiche la magnetizzazione risulta direttamente proporzionale al cam-
poH).

B. Suscettivitd atomiche

Calcoliamo la suscettivita di un sistema atomico: nell’hamiltoniano & possibile introdurre
l'effetto del campo magnetico utilizzando , al posto dell'operatore momento,

e
l _ .
p! p+CA,

dove A ¢ il potenziale vettoreE; introduciamo poi un termine di interazione degli spin con il
campo magnetico,

Q0 BHS;;

dove S, = siZ e il momento di spin totale e g = e~=2mc eil magnetone di Bohr.

1Supponiamo per semplicita un campione isotropo, Cop magnetizzazione parallela al campo.
’De nita tramite lidentita F = ksTInz= ksTIn e EnkeT,
3 A = H; nel seguito scegliamo A = %r H.

19
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L'operatore energia cinetica diventa

1 X e 2 1 X e? e? e
T=5- Pi 5l H =5 pf+ _1:2ri2H2 22 (N H)? + JHoop) =
i i
&2 X
:TO+8 C2H2 x2+y? + gH L;

doveL =1(r; p;) @il momento angolare totale 4Il contributo totale al'hamiltoniano dovuto
alla presenza del campo magnetico € quindi

.

~ 8mc2

X
H?  xZ2+y? + gH (L+ S);

|
la variazione dell'energia, calcolata in modo perturbativo al secondoordine, é
X jnj Hijnij?

o Wi s
n = mj Hini En Eno

n% n

conservando i termini lineari e quadratici nel campo abbiamo

X
En= gH MjL + gSjni + H 2 nj x2+ y? jni+

8mc?

X jhnj gH (L + goS)jnij?.
En EnO ’

2.1)
n%n

osserviamo per inciso che seil termine lineare non é nullo, in genere prevale sugli altri due.

C. Diamagnetismo di Larmor

Un sistema composto da ioni a shell chiuse ha momento angolare orbitale e di spin nulli, cosi
che i termini relativi nella (2.1) si annullano; di conseguenzala variazione di energia dello
stato fondamentale si riduce a

€

8mc?

X X
H 2 hoj x2+ y? j0i = 1ZnCZH2H)j r2joi ;

E():

tranne che atemperature molto elevate, quando gli stati elettronici eccitati iniziano ad essere
popolati, la suscettivita si ricava come

N@&@ E € N X

N@ Eo_ —Hj  r2joi:
V @2 6mc2 VvV

D. Risposta paramagnetica

Quando L e S non si annullano , il termine lineare nella (2.1) e prevalente, cosi che in prima
approssimazione abbiamo per ogni ione

Eo= gH HMjL + gySjni;

calcolare questo termine richiede in generale di ricalcolare gli autostati dell’hamiltoniano
secondouno schema di accoppiamento di L e S. Tralasciando i dettagli, siricava che ogni ione
ha un momento magnetico

m= gg(L; J;9)J:

“La normalizzazione 1=~ & diversa da quella utilizzata normalmente in meccanica quantistica, e fa si che gli
autovalori di L siano numeri adimensionale .
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Consideriamo per semplicitd degli ioni conL = 0, cosida avere momento magnetico m

BJoS: ogni atomo pud essere nello stato con mg = % con energia corrispondente E

B goH =2; la corrispondente probabilita di occupazione é

e B goH :2k|3 T
"~ 2cosh gggH=2kg T
Ne segue che la magnetizzazione risultante &

2
BN s8N 8%, _N(Ced), .

2 v P PI=Hy 2keT =V dksT

occorre notare che in guesto casola suscettivita non € legata all'hamiltoniano atomico, dato
che ogni atomo presenta un momento magnetico nito anche per campi tendenti a 0, ma
€ legata alla statistica di Boltzmann per l'occupazione degli stati di J,, non piu degeneri a
causa della presenza del campo.

P

M =

2.2 Modelli a bande

A. Magnetismo di Pauli

Anche in approssimazione di elettroni indipendenti ¢ possibile formulare una stima del com-
portamento magnetico di un metallo; trascureremo la parte dovuta al momento angolare or-
bitale , visto che anche nel modello semiclassico la dinamica degli elettroni in un campo ma-
gnetico € piuttosto complicata, e dipende in modo non banale dalla struttura della super cie
di Fermi.

TH
mH

g+ HL M-ngH g. HL

Figura 2.1: Schema della densita di stati per un gasdi elettroni liberi ed indipendenti, ripartita per le
due popolazioni di spin, sotto I'azione di un campo magnetico.

Limitandoci al contributo di spin, avremo che ogni elettrone con spin allineato (+) con H
contribuira conun termine g go=2V alla magnetizzazione, ed ogni spin antiparallelo ( ) con
5 =2V 5,

% B
2
D'altra parte linterazione con il campo dovuta allo spin modic hera di B8 goH =2 I'energia
di ogni livello, rispettivamente con spin parallelo o antiparallelo al campo. Possiamo ora
esprimere separatamente la densita di stati per le due popolazioni di spin (gura [2.1): in

assenzadi campo sara ovviamente g () = %g( ), mentre in presenza del campo avremo

M =

(ny n):

0 ()=30(  s@HD)=3 9() &) sgH=2 | 22)

°De niamo I'operatore di spin in modo che il momento magnetico sia parallelo allo spin, m = @S
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sviluppando al primo ordine la densita di stati 6,
Il numero medio di stati occupati, per le due popolazioni di spin, sara dato da

Z
n = dg ()f();
dove possiamo ricavare il potenziale chimico per la distribuzione di Fermi-Dirac osservando
che z z
n=n++n = d(()+tg ()f() dg()f ();

dove nell'ultimo passaggio abbiamo sostituito lo sviluppo lineare (2.2); & la stessa espressione
per la densita elettronica in assenzadi campo, per cui il potenziale chimico é quello per H =
7
({, n m ##

2

:F1+OkB_T

Consideriamo ora la magnetizzazione
z

M = gOZB(m n)=

integrando per parti

da cui ricaviamo una stima per la suscettivita magnetica (go 2)

= 39(F); (2.3)

indipendente dalla temperatura 8, con un valore dellordine di 10 ©.

B. Magnetismo e scambio

Riconsideriamo il ruolo dello spin nel metodo di Hartree-F odk, in particolare riesaminando la
parte di interazione ad un corpo (1.5) e quella a due corpi (1.6).

Facciamo la sola ipotesi di avere costruito il determinante di Slater a partire da stati di
Bloch, caratterizzati da vettore d'onda k e spin : nel termine di energia cinetica e potenziale
lo spin €inin uente, (consideriamo qui le somme su k come su un unico stato di spin, in modo
tale che che ogni |, . comprenda N=2 termini):

X hk =2 K X i or K
] —r“+V jki=2 ] —r “+V jki:
K ke 2m K ke 2m

Per il termine a due corpi, invece, lo spin gioca un ruolo importante: infatti I'operatore di
interazione elettrone-elettrone agisce solo sullo spazio dei gradi di liberta traslazionali, e non
sullo spazio della coordinata di spin; cosii termini coulombiani sopravvivono,

k (1);a @ivizik 1)ia @i=h (1); i (1); @ik(1);q(jvizik(1);q(2)i =
=tk (1);0q(jvizik (1):9(2)i

6Anche per campi di qualche Tesla, sHg=2 .

"Nel caso ad elettroni liberi; diversamente , dipendera dalle caratteristic he della densita di stati al livello di
Fermi, ma questi dettagli sonoirrilevanti in questo modello grossolano.

8| fatto che il paramagnetismo dei metalli non segua la legge di Curie & una delle “anomalie” dovute al fatto
che gli elettroni in un metallo seguono una statistica diversa da quella di Boltzmann.
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mentre nel casodellintegrale di scambio sopravvivono soloi termini in cui i due stati hanno
lo stesso spin

k (1);q @jvizik (a9 Di=h (1); i (2; Ditk(1);aq(jvizik(2);q(1)i =

=h (1) @)ih i @itk@);a(2)ivizik(2);a(1)i = hk(1);q(jvizik(2);q(1)i:
Il termine di scambio nel valore di aspettazione dell’hamiltoniano di Hartree-F ok sara
quindi 82 3 2 39
1< X X X X =
5 4 qu5 +4 qu5 .o
k ke q ke k ke q ke ’

conle due somme che sonoristrette rispettivamente agli stati conspin up edown; trascurando
la dipendenza da k e q dell'integrale di scambio, avremo quindi un'energia totale di scambio

1
“K N2+ N2
2

dato che K é in generale positivo, possiamo incorporare questo termine in un modello ad
elettroni indipendenti ammettendo che ogni elettrone con spin up sia stabilizzato di IN =N,
ed ogni elettrone conspin down di IN =N, dovel = N K=2 pud essereconsiderato alla stregua
di un parametro empirico.

C. Modello di Stoner per il ferromagnetismo

L'introduzione del termine di scambio ricavato nel paragrafo precedente €il punto di partenza
per un modello a bande?® per il ferromagnetismo , dovuto a Stoner.

Consideriamo un sistema ad elettroni indipendenti immerso in un campo magnetico: oltre
al termine di interazione 8 0oH =2, dobbiamo anche considerare la presenza di un termine
anche a campo nullo, dovuto allo scambio:

N
K= k) -2y 2. 2.4
K= (0 - N (2.4)
Introduciamo poi un termine che rappresenta lo shilanciamento tra le popolazioni di spin,
R = (N: N )=N, che é evidentemente legato alla magnetizzazione dalla semplice relazione
M = go g=2RN=V; riscriviamo poi la (2.4) de nendo *® ~(k) = (k) | (N+ + N )=2N, cosi
da avere

=) 22u 13z o = ewH IR

D'altra parte, possiamo scrivere (in analogia con quanto fatto per il modello di Pauli nel
paragrafo [2.2.A) le due popolazioni di spin comett

_ g( )~ 1 g() ~ 1 .9 1 50 1 3000, .
no= d=f > d=2= () 5 FO+3 fO()4—8 900 )
fermandosi al primo ordine nello sviluppo vediamo come, con buona approssimazione, il po-
tenziale chimico sia lo stesso che nel caso degli elettroni liberi (a meno del termine | =2);

possiamo poi ricavare
v Z 80 v Z 80
R=< (. n) d gTro(): SCemH+ 1Ry d 200 @)

°Il modello ha un valore principalmente qualitativo: prende spunto da un modello di campo medio (che quindi
ignora completamente gli effetti di correlazione), introduce a forza nelle bande di elettroni indipendenti il termine
di scambio (ignorando gli effetti dell'integrale coulombiano, e senzaraggiungere l'autoconsistenza nel metodo HF),
etrascura la dipendenza da k eq di Kyq .

Ostiamo semplicemente correggendo le energie di elettrone libero con un termine di scambio che le stabilizza
uniformemente; il termine |=2in genere non € piccolo (vedi paragrafo |1.3.C), quindi converra sviluppare in serie
attorno a .

"ysiamo qui ed oltre g( ) per indicare g( + |=2) ef~per f ( + |=2).



24 Modelli a bande

dacui (visto cheg(~+)=g( ) e perT! 0,-f9) ( F))

gl r).
>

R = %('R*' B OoH)

per cui otteniamo
Vg( £)=2N
1 1Vg(g)=2N

&N Vg(e)=N
2V 1 IVg(g)=2N "

con una suscettivita che comporta una correzione rispetto al valore di Pauli (2.3), legata al

parametro di Stoner | :
_ Pauli

1 1Vg(r)=N'

Uno dei maggiori successidi questo modello é perd la descrizione qualitativa del ferroma-
gnetismo, visto che prevede la comparsa spontanea di una magnetizzazione non nulla anche
per H ! 0; per questo, dobbiamo recuperare la (2.5), conservando anche il termine di terzo
grado:

Z
-V 80) o 1 300 -
R_N(n+ n) d 5 f()+24 900 ) = ]
- RY 48040 sV 4 80) poop .
—IRNde() (|R)Nd2f?),
che possiamo riscrivere come
VA Z
Vo g80p0y = y3psY 4 80) po0p .
R1+|Nd2f()—IRNd2f?),
che ha comesoluzioni R=0e
vZ 60 vZ 80 :
2 _ v Ig\J 3V I\ /00
R? = 1+15 d 2f‘*°() "5 d 21‘*"?) (2.6)

la derivata terza della funzione di Fermi (vedi appendice /A.2) & proporzionale ad una funzione
delta positiva, cosiche la (2.6) ammette soluzioni solo se

Z
\ g( )0 .
l+|W de() < 0;

approssimando come al solito la derivata della funzione di Fermi con una delta, otteniamo la
condizione per avere un comportamento ferromagnetico a T = 0K,

\/ V
1 INQ(F)<0; |N9(F)>1;

sorprendentemente , questa relazione € in grado di predire correttamente le proprieta magne-
tiche dei metalli 3d. La ragione sica di questa condizione si pud spiegare notando come,
per shilanciare le popolazioni di spin in assenzadi campo magnetico, sia hecessario eccitare
alcuni elettroni sui livelli vuoti della banda di conduzione: questa promozione comporta un
guadagno di scambio, ma ha un costoin termini di energia cinetica, che étanto minore quanto
piu piatte solo le bande, ovvero quanto piu elevata € la densita di stati al livello di Fermi.

Nei modelli ad elettroni liberi ci si permetteva di approssimare f 9( ) conuna delta anche
a temperature nite , basandosi sull'andamento molto regolare della densita di stati; nel caso
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Figura 2.2: Andamento di R (e di conseguenzadella magnetizzazione) in funzione della temperatura
normalizzata rispetto alla temperatura di Curie.

di bande reali, questo procedimento non € piu giusti cato , tanto meno nei metalli di transizio-
ne, dove la banda di conduzione contiene dei picchi molto stretti dovuti alle bande d. Conviene
quindi utilizzare I'espressione esplicita per
Z
V
R=— dg() f +

5 1
2N f 2

NI =

e descrivere la densita di stati nelle vicinanze del livello di Fermi con una funzione g( ) =
- eft ( -F);dove e descrive il contributo effettivo degli elettroni alla magnetizzazio-
ne'2, cosiche abbiamo3

1 1
R= et ooty o =2aTsg - of @M T (2.7)
ricordando che = sgoH | R; mettendoci nel casoperH ! 0,denendo Tc = | ¢ =4kp

e R = R= ¢ abbiamo l'equazione trascendente

RTc
R = tanh —;
T

che ha una soluzione diversa da 0 solo per T < T¢, il cui andamento é riportato in gu-
ra Occorre sottolineare che questa funzione, pur riproducendo qualitativamente i risul-
tati sperimentali, ha un andamento asintotico per T! Oeper T! Tc in disaccordo con gli
esperimenti.

In ne , sviluppando la (2.7) per piccoli campi e R (quindi per T > T¢) abbiamo

R _ - 8%, IR _ BgOH+T—CR;
ef f dkg T 8kg T akg T 8kgT T
dacui(gp 2
B 1
=B _ - H:
dg T Tc

la suscettivita magnetica sara quindi proporzionale a (T T¢) ! un andamento noto come
legge di Curie-W eiss.

12pgssiamo considerare ¢+ come un parametro empirico che tiene conto di alcune delle approssimazioni del

modello (come ad esempio aver ignorato il magnetismo dovuto al momento angolare orbitale).

13_1 1 1 1 = e ¥? % - tanh X
eX+1 e X+1 e*= 22 cosh x=2 e X=22cosh x=2 2 cosh x=2 2
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2.3 Modelli di isolanti

A. Linterazione tra spin e I'hamiltoniano di Heisemberg

Dovendo trattare l'interazione tra due spin, ci si aspetterebbe di dovere considerare I'energia
di interazione tra i loro momenti magnetici, m; e m»,

U= Zimi mp 3(my #)(ma 0] 29)

d'altronde , i momenti magnetici degli elettroni sonodell'ordine di gg g e~=mgc, ela distanza
tra due centri magnetici di solito non & inferiore ai 2A, cosiche si puo trovare che U 10 “%eV.

In molti casiil principale contributo all'interazione tra due spin non viene dall’energia ma-
gnetica (2.8), o da un effetto spin-orbita, ma ha origine ancora una volta dal termine di scam-
bio. Per rendercene conto, consideriamo come modello la molecola di idrogeno; I'hamiltoniano
per il sistema é

H = ~—2 ré+r3 e ¢ & & +
2m jri Raj Jjri Rgj jr2 Raj jr2 Rgj
e? e?
+ =Ty+ To+ Via + Vig + Voa + Vog + Vi + Vag: (2.9)

- -+ - -
jri r2)  JRe  RaJ

Come funzioni di particella singola utilizziamo gli orbitali molecolari costruiti a partire
dagli stati fondamentali atomici:

(T + Va)jAi = EojAi; (T+ Vg)|Bi= EojBi;
jOi = jAi +jBi; jli = jAi |Bi:
Possiamo cosi costruire uno stato fondamentale di singoletto,
j0(1);02i G (1) @i | 1) @)i)
e tre di tripletto
8 :
. o < @@ .
(0(1);1(2)i  j0(2);1(1)i). J (1) i+ (1) (2)i
(@) (@)
Possiamo quindi calcolare le energie relative alle due situazioni di spin, considerando pero che

il valore di attesa per I'hamiltoniano (2.9) dipende solo dalla parte spaziale, che € (rispetto agli
autostati dei due atomi separati)

jSi=jA(1);A(2i+B(1);BR)i+jA(1);B(2)i+ B (1);A(2i (2.10)

iTi = 2(A(1):B (2)i B (1):A(2)i): (2.11)

Dobbiamo aspettarci che, con un'hamiltoniano contenente un termine elettrone-elettrone , i
termini jA (1);A (2)i ejB (1);B (2)i nella (2.10), coni due elettroni che occupano lo stesso or-
bitale centrato su un soloatomo, avranno un termine di repulsione coulombiana molto elevato.
Utilizziamo quindi come funzione d'onda di prova per lo stato di singoletto la combinazione
che contiene solo gli ultimi due termini 14

Questa scelta, nota come approssimazione di Heitler -London, & giusti cata in primo luogo da considerazioni
sic he per le quali la probabilita di avere i due elettroni sullo stesso atomo, soprattutto per atomi distanti, do-
vrebbe essere molto bassa;in secondoluogo, per il principio variazionale , la combinazione che scarta i due termini
ionici € pil bassain energia, e quindi piu vicina allo stato fondamentale .
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Calcoliamo ora la differenza tra I'energia di singoletto e quella di tripletto:
E. E = hSjH jSi HTjH jTi
N T hTjTi

si tratta semplicemente di considerare tutti i termini dell'hamiltoniano , utilizzando dove
possibile gli hamiltoniani degli atomi isolati; si trova alla ne

(Es Ey)=2MA(1);B(2)jVia+ Vas Via Vs jA(2);B (1)i:

Lo splitting tra i due livelli dipende esdusivamente dall'interazione coulombiana tra gli
elettroni e dal requisito di simmetria della funzione d'onda.

D'altra parte, e possibile scrivere un hamiltoniano di spin che descrive correttamente la
differenza in energia tra i due livelli: l'operatore di spin totale S2 = (S; + 82)2 ha autovalori 0
per lo stato di singoletto e 1(1+ 1) = 2 per lo stato di tripletto; abbiamo/*®

3
S2= (Sy+ Sp)?=S1+ S+ 25 S, = 5+ 251 S

cosiche per lo stato di singoletto S; S ha autovalore 3=4, e per il tripletto 1=4.
Consideriamo allora I'operatore

1
H spin = Z(ES+ 3Et) (Es EyS: Sy
che agisce sugli stati di singoletto e di tripletto fornendo

. R | 3

. — 1 1
hTj Hspin jTi = Z(ES+ 3Ey) Z(Es Et) = E¢

Abbiamo quindi costruito un operatore che agisce esdusivamente sulla parte di spin, fornendo
pero la corretta energia di scambio.
In molti casi, € possibile estendere questo procedimento a sistemi con molti spin, de nendo
I'hamiltoniano di Heisenberg X
Hspin = Jj Si S, (2.12)
ij
dove Jj sonodelle costanti di accoppiamento, tali da riprodurre le energie di scambio. Giusti-
care l'estensione al casoa molti elettroni di quanto ricavato per un sistema modello con due
elettroni é un affare complicato; in generale, perché la (2.12) sia applicabile , &€ necessario che
l'overlap tra le funzioni d'onda dei vari centri magnetici sia piccolo, e che non sia necessario
prendere in considerazione anche il magnetismo da momento angolare, per il quale diventa
necessario introdurre dei termini che dipendono dalla posizione relativa dei due spin.

B. Ordine ferromagnetico in un sistema di spin localizzati

Cerchiamo ora di utilizzare I'hamiltoniana (2.12) per descrivere un gas reticolare di spin, che
€ un buon modello per un sistema con ioni magnetici isolati; consideriamo il casoin cui sia
J > 0, cosida avere una tendenza degli elettroni adispors'bcon gli spin allineati; introduciamo
inoltre un termine di interazione conil campo, ¢go gH i Sj, cosida avere
X X
H = JiSi S @ sH Si:
ij i

5per ciascuno spin, S? ha autovalore s(s+ 1) = 3=4
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Purtroppo il termine non locale ; J;j S; Sj rende il problema dif cile da risolvere analiti-
camente nel casogenerale; per sempli carlo , cominceremo con considerare solo le interazioni
coni primi vicini di ciascuno spin, cosida avere

X X X
H=J Si S @ sH Si;
io=1 [
siamo ora costretti a sostituire l'operatore di spin per i primi vicini dello spin i conun termine
di campo medio6, hSi: X X
H = J Si hSi gy gH S;:
[ [
Dato inoltre che la magnetizzazione del campione &
1 X N
M = — S = —hSi;
J B Y; i J B Vi

possiamo anche scrivere

X JV X JV
H = S — M+ H = Si Hef: Hef= — - M+H
| i Noo o Jo B Jo B | i ef f ef f Ng% %

0 0.5 1 15 2
T'Tc

Figura 2.3: Andamento di M =Mg in funzione di T=T¢ (equazione (2.13)), per tre diversi valori di H=Hs:
0 (linea continua), 0:02 (linea tratteggiata) e 0:1 (linea tratto-punto).

Il problema é quindi ridotto a quello di N spin indipendenti in un campo magnetico H ¢+,
cosi che possiamo calcolare facilmente la frazione di spin up e down

exp 2% Hers

N
=
exp 2R Herr +exp R Hert

e di conseguenzala magnetizzazione
h [

_BG0 _BGo
% N+ N _gsN eXp gt Hett  €XP ZgFHers - %8N . B%
2 \% 2V

M = 8%
Her 2V kg T

B 90
2cosh T

8| ‘analogia con metodi mean eld per il problema elettronico & evidente: non potendo trattare linterazione
puntuale di uno spin coni suoi vicini, ci limitiamo a considerare un valore medio, che & quello che ci permette di
ridurre al minimo I'errore che facciamo “tirando a indovinare” lo stato di spin dei vicini.

Heft
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E evidente l'analogia con quanto trovato nel modello di Stoner, paragrafo [2.2.C; si tratta di
un'equazione non risolubile analiticamente , la cui fornisce I'andamento della magnetizzazione
M in funzione di temperatura e campo applicato; de nendo Mg = 9028 % Hs = ——

J -
. abbiamo

MHT _ oy TeMHT)  HTe

Mg T Mg Hs T

Si ottengono risultati analoghi a quelli per il modello di Stoner per quanto riguarda I'an-

damento asintotico per H = 0: anche qui le discrepanze coni dati sperimentali possonoessere

ricondotte al fatto di avere utilizzato un modello che prevede linversione localizzata di uno

spin come unica forma di eccitazione elementare; anche lo sviluppo per H piccoli a T Tc
fornisce ancora un andamento della suscettivita

2 2N 1
(Ty= H B
Nks T Te

(2.13)

in accordo con la legge di Curie-W eissl’.

C. Unmodello semplice per l'antiferr omagnetismo

Figura 2.4: Costruzione di due reticoli simple cubic con magnetizzazioni opposte, a partire da un
reticolo BCC di ioni magnetici.

Quando la costante di accoppiamento J € negativa, gli spin adiacenti preferiscono disporsi
in direzioni opposte. In alcuni casi semplici (ad esempio per gli ioni magnetici disposti con
una struttura BCC, gura [2.4) é possibile costruire due sottoreticoli interconnessi con tutti
gli spin allineati, in modo tale che ciascun atomo abbia tutti i primi vicini con spin opposto.
In questo casopotremo considerare i due reticoli separatamente, con

X X X X X X
Hy = J Si S Jo gH Si;; H = J Si S Jo gH Si;
iv =1 iv i =1 [
la somma estesa ai primi vicini fara si che (introducendo l'approssimazione di campo medio)
gli spin del sottoreticolo up “vedano” lo spin medio del sottoreticolo down e viceversa:

X
H. = S J BSi+ggH); H = J Si (J KSsi+ gy gH); (2.14)

i+ i

7Le analogie tra questo modello e quello di Stoner sono owvie, visto che le due derivazioni conduconoalla stessa
equazione per M (T;H), a meno di una ride nizione dei parametri.
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proseguendo come nel paragrafo 2.3.B| e denendo Mg = %8R = S8 0 H, = l_e
Tn = ﬁ‘ﬁ, troviamo due equazioni accoppiate ( gura [2.5)

Tn M (H;T)+ H Ty
Mg T Mg Hs T

0.5¢ -

= 0.5 r ,/'

0 0.5 1 1.5 2
T'TN

Figura 2.5: Graco di una soluzione numerica delle (2.15), per H=Hs = 0:5. Sono rappresentate in
linea tratteggiata le magnetizzazioni dei due sottoreticoli M* ed M , ed in linea continua quella
complessiva.

Imponendo H = 0 e che il sistema sia antiferromagnetico , (quindi M = M ), le due
equazioni si disaccoppiano ed abbiamo
M (H;T ;
M_(HT) _ tanh M _(HiT) ;
Mg T Mg

con un andamento analogo al caso ferromagnetico per ciascuno dei due sottoreticoli (la cui
magnetizzazione si annulla alla temperatura di Néel Ty ); in questo caso, pero,M = M* + M
e sempre nulla.

Calcoliamo ora la risposta del sistema ad un campo magnetico parallelo (o antiparallelo)
alla direzione preferenziale di autoorganizzazione dei due sottoreticoli 19: avremo una piccola
variazione delle magnetizzazioni, M™ e M rispettivamente:

WM HTD+ M HTy

M (H;T)+ M = Mgtanh —
(H:T) s T Ms Hs T

Sviluppando in serie per M eH piccoli@ e sommando le due equazioni, considerando anche
cheM®™ = M otteniamo

TNM* (H:T T HT
IWMIHT) Iy o BTN

M= M*'+ M =cosh? - v/
T Mg T Hs T

Per temperature T > Ty la magnetizzazione spontanea di ciascun sottoreticolo scompare,
cosiche si elimina il termine conil cosenoiperbolico, e resta

H Ty % EN 1
Mior= M = 2Ms— = H:
ror SHs T+ Ty 4kgV T+ Ty

8|n questo casa J < 0, quindi Tc ede nito in modo da essere positiva.

¥In un sistema che sia isotropo, non ha sensode nire una direzione preferenziale per i reticoli, che quindi ri-
spondono sempre come nel casodi campo parallelo . Nel casosia presente un'anisotropia, invece, il comportamento
per campo parallelo o perpendicolare puod esseremolto diverso.

Dtanh (xo + dx)  tanh (xo) + dxcosh 2xo+ O dx?
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che corrisponde ad una suscettivita isotropa

_ % EN 1
© o dkgV T+ Ty

che ha un andamento simile a quello della legge di Curie-W eiss, ma con un segno cambiato
per Ty, cosi che non si ha alcuna divergenza per T ! Ty. Viceversa, per T < Ty, dove
M (T) My, avremo
_ % &N 1 .
K7 4kgV T cos?(Ty=T)+ Tn

Per campi perpendicolari alla orientazione degli spin, invece, al di sotto della temperatura
di Néel possiamo impostare un'hamiltoniana classica sul modello della (2.14): considerando
una rotazione di un angolo dell'orientazione dei due sottoreticoli verso la direzione di H,
avremo2!

1 . 1
E()-= Ego g H sin +§ J cos:

All'equilibrio , per @&=@ = 0, avremo

tan = gO—JH :
€ una magnetizzazione (conil contributo di entrambi i sottoreticoli)
M = 2Mssin gOZ\E;N ;
con una suscettivita costante
_ % &N _ .
Y k(Tn):

Al di sopra della temperatura di Néel, in de nitiva, il sistema di spin non raggiunge una
con gurazione ordinata, e si comporta quindi in modo isotropo; al di sotto di Ty il retico-
lo si ordina lungo una direzione preferenziale, che determina di conseguenza una risposta
anisotropa.

D. Onde di spin

E possibile ricavare analiticamente alcune delle proprietad degli autostati di un sistema de-
scritto da un‘hamiltoniano di Heisemberg (2.12). Per fare questo € perd opportuno ricordare
alcune delle proprieta degli operatori di spin (appendice |A.5). Inoltre de niamo lo stato fon-
damentale di un sistema ferromagnetico (a T = OK) quello con tutti gli spin nello -stato
up: %
joi = i (R)i:

R
Indic hiamo con S(R) l'operatore di spin relativo allo ione nella posizione R. jOi é autostato
dell'hamiltoniano di Heisemberg perche, ricordando la (A.7)

X

. 1 .
H joi = JR RY° 5,(R)S, RO + 3 S*(R)S R°+S (R)S* R? joi=
RR 0
= J R R S;,(R)S; R JOI+§ S"(R)S RYjoi+S (R)S™ RYjOi =
RR © X
1 0 . o
= 2 J R R%j0i = Egjoi
4
RR 0
2L|| primo termine & linterazione classica U= m H, il secondosi pud giusti care osservando che, per =

descrive correttamente la variazione di J di energia corrispondente all'inversione di uno spin.
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dove abbiamo usato il fatto che jOi & costituito da autostati di S;, che S* (R9j0i = 0, visto che
ogni spin & nello stato j i, eche S* (R)S (RY = Rrgro, ma nella sommatoria sono esduse le
“autointerazioni”.

E chiaro che possiamo esprimere lo stato con lo spin R nello stato come S (R)j0i;
osserviamo l'effetto dell'hamiltoniano di Heisemberg su questo stato:

HS R j0i =

X 1
= JR RY S5,(R)S, R0+5 S*(R)S R°+S (R)S* R® s R joi=
RR © X
= JR RY S,(R)S, RS R jOi +

RR ©

X
JR RO %S*(R)S RS R joi+S (R)S* RS R jOi =
RR ©
X o 1 1 1 0 -
= JR R 5 RR 5 RR S R +3 ggS RV+S (R) g O
RR ©

Evidentemente S (R)j0i non & autostato di H, perché gli operatori S* (R)S (RY “tra-
sferiscono” I'eccitazione su un altro sito del reticolo.
Proviamo invece la combinazione lineare
1 X
jki = P eXRs (R)jOi; (2.16)
R

per la quale abbiamo

— X o 1 1 -
NH jki = €“"J R R 5 RR 3 RR S R jOi+
RRR ©
: 1 -
ekRJ R ROE rrS RY+S (R) g jOI =
RRR ©
1 X X X
7 JR R  €kRs R joi JR R ekRs R joi +
0
RR R R X .R X
+ €€KR 3 R R S (R)jOi;
R R

con qualche manipolazione algebrica possiamo riscrivere l'ultimo termine come

X X X
ékR" J R R S (R)joi= ¢€%Rs (R) ¥R R)J R R jOi=
R R R x R X
ekRJ R ekRs (R)joi = (k) €KRs (R)joi;
R R R

dimostrando in questo modo come (2.16) sia un autostato dell’hamiltoniano di Heisenberg:
" #
1 X X .
Hiki= = JR R°+ JR 1 €*R jki:
4 RR © R
Questo fatto suggerisce l'esistenza di stati eccitati dello stato ferromagnetico, con energia

pil bassa dell'energia necessaria a invertire uno spin (dell'ordine di J, per interazioni ai
primi vicini). D'altra parte, la rappresenta una sovrapposizione di stati con uno spin
invertito , cosiche la magnetizzazione diminuisce per ogni onda di spin “eccitata”.
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Con una trattazione approssimata (per gli stati (2.16) non vale il principio di sovrapposi-
zione, perché I'hamiltoniano di Heisenberg € un operatore a molti corpi) & possibile descrivere
con una statistica di Bose il numero di onde eccitate ad una data temperatura, ottenendo
un'‘andamento della magnetizzazione per T ! 0 proporzionale a T3, un risultato noto come
legge di Bloch.






Capitolo 3

Proprieta ottiche

3.1 Propag azione di onde elettr omagnetiche in un mezzo isotropo

A. Equazioni di Maxw ell

Come € noto, l'evoluzione temporale di campi elettromagnetici all'interno di un mezzo mate-
riale é descrivibile nella sua forma piu generale tramite le equazioni di Maxwell, che assumo-
no nel sistema gaussiano la forma

r H l%n:%j

r E+:B=0

r D=4 3.1)
r B=20

dove é la densita di carica elettrostatica, j la densita di corrente, E il campo elettrico e B
l'induzione magnetica, H il campo magnetico e D lo spostamento elettrico. j, H e D sono
in genere funzioni di B ed E; nel casoin cui ci si limiti ad una risposta di tipo lineare (ap-
prossimazione valida in un range piuttosto estesodi casistiche), le relazioni hanno carattere
tensoriale:

j=_E; D = _E; B=_H: (3.2)

| coefcienti tensoriali _, _, _ prendono rispettivamente il nome di conducibilita elettrica,
funzione dielettrica e permeabilita magnetica; oltre ad avere un valore ben de nito per campi
statici, quando si tratta di campi variabili nel tempo occorre sottolineare che queste quantita
presentano un valore diverso a secondadella frequenza del campo applicato, e sono quindi da
considerarsi a tutti gli effetti come funzioni della frequenza, _ (1), _(!), _(! ).

Dalle equazioni di Maxwell é possibile ricavare una relazione che descrive il trasporto di
energia da parte di un campo elettromagnetico variabile nel tempo; ricordando una relazione
di calcolo vettoriale facilmente ricavabile (vedi appendice ?7?), possiamo scrivere

1 1 .
r(E H)=Hr E Er H= _HB _E D+4j;

che si riordina come

c 1 .
77 (E H)+-— HB+ED+Ej=0 (3.3)
Considerando le de nizioni di de nizioni di densita di energia elettrica e magnetica,
L-ED , _BH
e - 8 ’ m = 8 ’

INel casodi un mezzo che risponda localmente e causalmente (D (x;t) dipende solo dai valori assunti da E nel
punto x, atutti i tempo precedentiat), si pud dimostrare che le risposte a componenti monocromatic he di frequenze
diverse sono disaccoppiate, e si possonoricavare interessanti relazioni tra le varie grandezze (paragrafo |3.2.B).

35
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valide nel casodi relazioni lineari tra E eD etra B eH, ci si accorgeche la (3.3) & un'equazione
di continuita, dove la variazione di densita di energia nel tempoE

giUetum)= g~ E?+ B? == HB+ED

e bilanciata dalla dissipazione per effetto Joule j E e dalla divergenza del vettore di Poynting
c
S= —E H; (3.4)
4
che descrive il usso di energia associato al campo elettromagnetico 3,

B. Equazioni delle onde in un dielettr ico isotropo

Nel casodi propagazione in un mezzo neutro, in regime lineare , con _e _ costanti ed isotropi
_C= 1le_= 1)e_ = 0dalle equazioni di Maxwell si ricava in modo abbastanza
immediato un'equazione di propagazione dei campi; utilizzando le relazioni lineari (3.2) e
derivando rispetto al tempo la prima equazione ricaviamo

1

-r B —2E =0

c C
mentre facendo il rotore della seconda otteniamo (considerando anche che, essendo in un
mezzo neutro ed isotropo, r E = 0)

1

oroB=rooCr E)=r %E:

Abbiamo cosiottenuto una equazione di propagazione per il campo elettrico ,

2 -0
r<e —E=0; 35
c? (3.5)
ed in modo analogo se ne ricava una per il campo magnetico,
2 o — N
r °H ?H =0

Si noti che in entrambi i casi ciascuna componente del campo é disaccoppiata dalle altre
due; ogni componente si propaga quindi secondo I'equazione delle onde, che ammette come
soluzioni onde piane della forma generale®

Vi) =fitk x )+ g(k x+11); (3.6)

inserendo tale soluzione nell'equazione delle onde (consideriamo g; = 0, per hon appesantire
inutiimente la derivazione) si ricava

X
f i00

K =0
j

J

2Derivazione valida nel casodi risposta lineare .
3l signicato sico del vettore di Poynting e dellequazione di continuita (3.3) diventa pitl chiaro scrivendo
I'equazione in forma integrale , sfruttando il teorema della divergenza:
z 1 z z
2 HB+E D dV= E jdv C(E H) dA
v 4 v e 4
4L'equazione delle onde ammette soluzioni diverse come onde sferiche, onde non omogenee etc. Delle soluzioni
in onde piane sono tali da avere ad ogni istante piani in cui il valore del campo € costante; una soluzione della
forma (3.6) e possibile solo in un mezzo non dispersivo, mentre in generale occorre scomporre la soluzione al
tempo t in onde piane armonic he, ciascuna delle quali si propaghera con velocita determinata dalla relazione di
dispersione ! (k).
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cioé | .
V= E = p—; (3.7)
che rappresenta la velocita di propagazione di un onda elettromagnetica piana nel mezzo

considerato®.
Consideriamo ora un campo elettrico ed un campo magnetico espressi come onde piane

E=Eof(k x !t); H=Hog k®x 1&;

inserendo queste espressioni nella secondadelle equazioni di Maxwell (3.1), sempre conside-
rando un regime lineare (B = H) si ottiene

X @ X @
+ —H1= 0= ikt — 0= =
r E CH. » EJ @iék ij k c ) Hk@ék
X X
= fo(k x 1t Ejokiék ij k ! Ogo KO x 14 — Hgék =
ij k C
10O
=f% Eg Ho= 0: (3.8)

La richiesta che tale relazione sia veri cata in ogni punto implica che f 9(x;t) = g°(x;t) ovun-
que, e quindi che f%= g% k%= k e! %= 1, quindi f e g differiscono al pill per una costante,
che corrisponde alla presenza di un campo elettrico o magnetico costante di fondo. Scegliendo
invece f = g otteniamo

r _—

ck ck k k
H=—— E=—-————  E-= -
! L jkj iK]
In modo analogo si ricava la condizione
" - k
E= —— H; 3.9
K (3.9)

da cui é evidente che k E = k H = 0, cioé k € parallelo al vettore di Poynting (3.4), ed i
campi elettrico e magnetico sono trasversali, cioé sempre ortogonali alla direzione di propa-
gazione dell'energia. Inoltre le relazioni mettono in luce delle condizioni aggiuntive rispetto
all'equazione di propagazione (3.5), che di fatto accoppiano il campo elettrico e magnetico.

C. Onde armoniche ed onde disomogenee; il formalismo complesso.

E molto comodoconsiderare il casoparticolare di onde piane armonic he, dato che soluzioni del-
la forma [3.6/possonosempre essere espressecome combinazioni lineari di soluzioni armonic he
f (x;t) = acos(k x !t); molto spessosi scrivono tali soluzioni utilizzando esponenziali com-
plessi, € (Kx 'D: & opportuno commentare brevemente questa scelta. In generale possiamo
esprimere un campo oscillante comela parte reale di una funzione complessa

V (x;t) = Re[z (x;1)];

5|l fatto che la (3.7) corrisponda alla velocita di propagazione si pud ricavare osservando quanto segue: con-
centriamoci su un punto x al tempo t, in modo tale che in quel punto f; (k x !1t) = fo; scegliamo un sistema di
riferimento con k k x, cosida avere fi (kx !t) = fo. Chiediamoci ora come si sposta nel tempo il punto x in cui
fi = fo. Considerando la condizione F (x;t) = fi (kx !t) fo = 0, edapplicando il teorema di derivazione della
funzione implicita ricaviamo

& _ =0 _!

@ @=@a k
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ed é immediato constatare che, per qualsiasi operatore lineare L,
LV (x;t) = Re[Lz (x;1)];

di conseguenza, quando sia pil comodoalgebricamente , € possibile considerare semplicemen-
te il campoV comela quantitd complessaz, badando ad applicare unicamente trasformazioni
lineari erecuperando la parte reale edil signicato sico soloalla ne.

Ritornando alla de nizione di un'onda elettromagnetica armonica piana, questa puo esse-
re determinata univocamente indicando il vettore d'onda k, il modulo e lo stato di polarizza-
zione del campo elettrico, visto che grazie alla (3.7) ed alla anche ! eH risultano ssati,
€ si puo scrivere come

E(x;t)= Eg cos e+ sin e g kx '0: (3.10)

dove e; ed e, sono due versori ortogonali a k e tra loro, e introduce la possibilita di uno
sfasamento tra le due componenti, in modo da descrivere anche stati con polarizzazione
ellittica.

Una generalizzazione delle onde armonic he omogenee (quindi con piani a fase costante e
ad ampiezza costante che coincidono) puo esserede nita con l'espressione

V(x;y)= U(x)e "'t
dove la parte spaziale € una funzione complessa che si pud scrivere come
U (x) = a(x) e 9%, (3.11)

€ evidente che in generale le super ci con ampiezza a(x) = coste quelle a fase g(x) costante
non coincidono. Inserendo la (3.11) nella (3.5) si ottiene la condizione

r’U+ —120=0
C
che U deve soddisfare per essere soluzione dell'equazione delle onde. Scegliendo
gx)=k r+ ;

si ottiene I'equazione di un‘onda in cui le super ci a fase costante sono piani.

D. Propag azione in un mezzo isotropo ed assorbente

Riconsideriamo quanto visto al paragrafo precedente, rimuovendo la condizione = 0. Le
equazioni di propagazione [3.5/si arricc hiscono di un termine ,

r’2e E 4-E=0
° 4
rH ZM *5-H=0

C

(3.12)

Proviamo ad usare come soluzione tentativa l'onda piana inomogenea (3.11)
E (x;t) = Eo(xX)exp[i (k x !1)];

restringendoci ulteriormente al casoparticolare in cui Eq(X) = Egexp( h Xx), che equivale a
considerare un'espressione formalmente analoga all'onda piana armonica (3.10), ma conside-
rando un vettore d'onda complessok = ki +i k». Il formalismo complessoé qui particolarmente
utile , perché le operazioni di derivazione corrispondono alla semplice moltiplicazione per i!
o per i k; ricaviamo, analogamente a quanto fatto nel caso (3.8),

0o @

X X
r E-= E; @exp[i (k x !t)]ex jk=expli(k x !1t)] Ejoi kiexk jk =ik E;
ij k ij k
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X @ _ . . X o _
r E= EP@ expli (k x !t =expli(k x !t)] Eliki=ik E: (3.13)

i ij k

Possiamo ora ricavare dalle equazioni di Maxwell una serie di condizioni che legano i campi
ed il vettore d'onda complessok:

k Hp= 'E + i ‘}— Eo
k Eo = 'E Ho
K Eg= 0 (3.14)
k Hp=0
mentre sostituendo nelle (3.12) si ottiene la relazione di dispersione
K k+ —12+i2 1 =0 (3.15)
C2 . . - . .

Attenzione: le (3.14) garantiscono che Eq Hg = 0, e la loro derivazione é del tutto legittima
visto che abbiamo applicato solo operatori lineari sui campi; d'altra parte, il prodotto scalare
tra i due campi non € lineare, e la quantita di interesse sico € ReEy ReHg, che pud tran-
quillamente essere diversa da zero; allo stesso modo, i campi non sono pitl necessariamente
perpendicolari alla componente reale del vettore d'onda. Nonostante la sempli cazione forma-
le che si ottiene introducendo il vettore d'onda complessg, lI'onda piana disomogenea & molto
diversa dall'onda piana in sensostretto .

Le soluzioni che abbiamo trovato si possono scrivere (separando le due parti del vettore
d'onda complesso) come

E (x;t) = Egexp[ k2 x]exp[i (kg x !1t)];
espressione che mette in evidenza comei piani ad ampiezza costante k, x = coste quelli a

fase costante k; x = costnon siano piu coincidenti.

E. Denizioni delle funzioni di risposta complesse

Per confondere ancora un po' le idee, introduciamo delle funzioni di risposta complesse che
racchiudono in un'unica quantitd il comportamento dispersivo e dissipativo del mezzodi pro-
pagazione. Ricordiamo che nel sistema CGSD = E + 4 P, e si de niscono la suscettivita

tramite P= E,equindi =1+ 4 . Introduciamo ora la costante dielettrica complessa,
. . .4
~= 1+1 2=1+4 1+14 ,= +I|— )
e l'indice di rifrazione complesso (d'ora in poi ci limiteremo alla condizione 1)
. p-
rR=n+i = =

Ora la (3.15) si puo scrivere come

k k= ! 2
che, solo nel casoin cui k1 k ko, si pud ridurre ak; = n! =cek, = ! =c
Analizziamo un caso concreto molto semplice: un'onda che si propaga conk; k k, k z, con
il campo elettrico polarizzato linearmente lungo vy:
h oy h i
E = eyEgexp EZ cos ! ~ t (3.16)
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si ricava facilmente dalle (3.14) che dever¥alere_ H _
| i

p ! nz
H= eEp 2+ n2exp 2 cos ! s t +arctanﬁ

l'assorbimento introduce uno sfasamento tra il campo elettrico e quello magnetico, oltre ad
un'attenuazione esponenziale, che mette in relazione con il coefciente di assorbimento
della legge di Lambert-Beer , per la quale il gradiente dell'intensita luminosa all'interno di un

campione assorbente vale
dl

E =
dato che l'intensita luminosa € proporzionale al quadrato della media temporale del campo
elettrico (3.16) abbiamo

h P
2 —z = 22—I;
c 0

h b g !
I = lgexp ZEz; E: ZEIOexp

dacui =4 = .

3.2 Relazioni di Kramer s-Kronig

A. Funzione di risposta causale

E possibile indagare I'andamento della funzione dielettrica in funzione della frequenza, e la
sua relazione con la conducibilita _, come segue; nel casoin cui la perturbazione vari len-
tamente nello spazida la risposta del mezzo all'applicazione di una perturbazione puod essere
descritta da una funzione di risposta causale G (t):
1 4
r(x;t) = P ) Gt t9p x;t0dt® (3.17)
dove il fattore 1=p 2 serve solo per ottenere nel seguito un risultato pit simmetrico .

La (3.17) esprime il fatto che lo stato del sistema al tempo t dipende dalla sua storia, cioéda
tutte le perturbazioni che ha subito ai tempi precedenti. La forma matematica ricorda molto
guella della convoluzione che si incontra nella teoria della trasformata di Fourier; postulando
che la funzione G(t) sia identicamente nulla per t < 0 (assunzione che non é altro che la
traduzione del principio di causalita: il sistema non puo rispondere ad una perturbazione che
deve ancora subire), si puo cambiare il limite di integrazione nella datal:

1 1
r(x;t) = P Gt t%p x;t0 dt®
1

Valgono ora le proprieta formali della convoluzione, che ricaveremo per completezza in
questo casoparticolare: eseguendoad entrambi i membri la trasformata di Fourier ’ si ottiene:

1“1 - R :
P r(x;t)e'tdt= p? P Gt t%p x;t0 dt%''dt=
1 1 1
Z
1 1 1 1 . .
=P p x;t° P G(y)€'Ydye' dt°=
l 1 i1 +0 l 1 il
P p x;t° e"‘dtop? G(y) €' Ydy;
1 1

®Diversamente , non & possibile supporre che la risposta del mezzo sia locale, ma bisogna introdurre funzioni
di risposta piu complesse che tengono conto della perturbazione subita dal mezzo anche in punti diversi da quello
per il quale si vuole calcolare la risposta.

"Utilizziamo qui la convenzione sica di sviluppare su una base e
scrive (con un cambio di segni rispetto alle convenzioni ti%ic he in analisi)

(1) = pz: f ()€ tdt

e quindi la trasformata di Fourier si
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in altre parole, la FT della risposta € uguale al prodotto della FT della perturbazione per la
FT della funzione di risposta causale.
In altre parole,

regt)y= (M)px;t):

se si puo trattare la risposta in approssimazione locale, le componenti monocromatic he della
perturbazione provocano una risposta monocromatica, cioé le componenti delle varie frequen-
ze sono disaccoppiate.

B. Lafunzione di risposta in frequenza

Questo approccio ci permette di studiare le proprieta della funzione di risposta in frequenza
1 4
(1) = P G(t)e'tdt: (3.18)
1

ser e pesprimono quantita sic he misurabili (quindi reali) anche G (t) e reale (eq. (3.17)), e
di conseguenzadalla (3.18) si ricava che (considerando de nita sul piano complesso)

()= 7(7: (3.19)

Inoltre , per Im! > 0, la relazione (3.18) garantisce l'analiticita di ('), purché G(t) < 1
perognit ('t = @Relte Mt gpert! 1 selm! > 0); sullasse reale (!) & analitica
solo se G (t) & integrabile su R, condizione non sempre veri cata da sistemi sici: per sistemi
metallici puod essere presente un polo per ! = 0.

Il limite per! ! 1 della (3.18) si puo sviluppare integrando per parti,

Z1 , Z1 . i1 Z1 P
G(ye''dt=  G()e'tdt= Gt +  GUt);€'ldt=
0 : 0 0 :
1 1 . 0
1 iG(0) GY0)
0 It -
+ G(t)!—ze' 0+...- i 2 +

1

= G,
- 0
dove con G(M (0) si intende limy, o G (t); dato che G(0 ) = 0 e che non & sico supporre

una discontinuita nell'origine della funzione di correlazione causale, anche G(0*) = 0, e lo
sviluppo mostra come per grandi !

1 1
Re (1) T2 Im (1) 3 (3.20)
Im
C
"
WO Re
Figura 3.1: Percorso di integrazione per la (3.21)
Consideriamo ora l'integrale nel piano complesso
z

(2) dz (3.21)

cz o
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lungo il contorno di gura dato lo sviluppo [3.20, l'integrale sul semicerchio esterno pud
esserereso piccolo a piacere, e vista l'analiticita dell'integrando all'interno del contorno (stia-
mo assumendo che (! ) non abbia poli in 0), l'integrale complessivo € zero. Possiamo dunque

scrivere Z Z, Z,
e @ T M), ) g
L V4 I 0 1 I ' 0 !0+ | 0
e per la formula di rappresentazione di Cauchy
@ 1w
dz = i (lg=P —~—d!
L Z 1 bt

dove P indica la parte principale dell'integrale 8. Possiamo ora ricavare le relazioni di Kramers-
Kronig: seRe ()= 1(!)elm ()= ()

15000y a0)

1(log)+i 2(l0g)= —P T, d =
1 H .
Zl - Zl
:EP 2(!)d, b 1(!)d!
1 bt 1 ot
cioe

o= 2P D

(o) - R '?)d' (3.22)

2\- 0 1 To"

Utilizzando ora la (3.19) € possibile con un po' di lavoro manipolare le relazioni (3.22):
Z 1 Z | Z 1
| ‘0 | |
1(lo)=P 72(')d! = lim 2(¢ )dl + 72(')(1!;
1 bt 1o b To 1o+ Yo

possiamo riscrivere il primo integrale

Z VA VA
to 2(!)d!_ ! 2(!)d!: ! 2(!)d!—
1ot o 1o lo . 1o+l
1 1 1 a4+
_ 2(1) 4 _ 20) g, 71 20y
1o+ !+ 1o 1o+ P tlo 1o+ ' tlo
ottenendo poi
Z VA Z VA
ot 2(1) 4 0 2(1) 4 4 o 2(1) 4 & o 2(1) 4 =
!o+'+'o lor Pt lo 0 L+ 1o 1, PHlo
2. () g, 10 2, o 1, 1
|2.| dt + |2.| dt = 2(') 7 :
0 ! Yo 0 P+ 1o 0 ! Yo I+ 1,
Sommando ora tutti i termini si ottiene
Z,, 1
_ 020 () 2! o(!) 28 2(M) .
1(!0)—I|!m00 ¥ I2dl+ LT I2d'—P0 ¥ |2d'
un risultato analogo si puod ottenere per la secondadelle (3.22), cosi che si ricavano
l':el ! !
1(lo)= 2P IZZ('gd (3.23)
2(l0)= 2ep ] 20k |

8La parte principale dellintegrale di una funzione con una discontinuita in xo si de nisce comeil limite (se
esiste
) Z, z X0 Z,
P f (x)dx = Iilm0 f (x)dx + f (x) dx:

a : a X+
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C. Applicazione al caso della risposta dielettr ica

Le relazioni di Kramers-Kronig trovano applicazione diretta nello studio della risposta del
mezzo all'applicazione di un campo elettrico; dalle de nizioni date nel paragrafo la
funzione di risposta édatada~ 1= 1 1+ ».

My - ey ML= 1L
o

0 0.5 1 15 2
WeWg

Figura 3.2: Costante dielettrica reale in funzione della frequenza, per un sistema con un unico
assorbimento deltoidale a! =1

Consideriamo ad esempio un materiale che assorbe ad un'unica frequenza ! 1 (2(!) =

C (! !,)), estudiamo come dipenda la costante dielettrica statica 1(0) dalla frequenza
dell'assorbimento: dalla prima delle (3.23) ricaviamo
Z
27trc ¢ 2C 1
1(0)= 1+ = %d! =1+ &=
0 - "1
zzl!C(! l1) 2C 1, 12
1(lo)=1+ — — 7 4 =1t — 5 =1+ [1(0) 17

La costante dielettrica statica etanto piu elevata quanto piu bassaé la frequenza e l'intensita
dell'assorbimento , ed ha un andamento caratteristico in corrispondenza della frequenza ! ;

(gura [3.2).

D. Oscillatore di Drude-Lorentz

Un sistema modello molto utile per la descrizione di campioni con un picco dominante nello
spettro di assorbimento é costituito dall'oscillatore di Drude-Lorentz. Consideriamo un oscil-
latore armonico di massa ridotta e carica ef cace €7, tale che dia origine ad un momento di
dipolo proporzionale alla coordinata normale s, p = €’s, e che, sottoposto ad un campo elettrico
E, subisca una accelerazione e’E= . L'equazione del moto per questo sistema, introducendo
uno smorzamento tramite una costante ,é
?
s+ s+12s SE=o0

tale equazione si risolve in modo molto semplice passando in trasformata di Fourier,

2
128+i1 §+128= 12 j1+128= g,

Per la polarizzazione P = %(p+ E ), dove rappresenta un termine di polarizzabilita
atomica, abbiamo quindi un'equazione in FT

72 —
p=N A, & e

2 i 2
Y 12 i1 +12
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Figura 3.3: Parte reale (linea continua) e complessa (linea tratteggiata) della funzione dielettrica per
un oscillatore armonico (3.24), con =!q = 0:25.

Il rapporto tra la polarizzazione e campo P=E & uguale alla funzione di risposta dielettrica
(~ 1)=4 , quindi (supponendo = costante)

4 N 4 N e”=
IR VA VAR Y +12°
denendo ~(0)=1+4 N +e”=13=V= g e~ ! 1)=1+ %M possiamo riscrivere
18(o0 1)

~(')= 1+ 2 (3.24)

- 2-
o+ 1g

Ricavando parte reale ed immaginaria di ~(! ), & possibile convincersi di come anche questo
caso particolare soddis le relazioni di Kramers-Kronig 9,

3.3 Propag azione nei dielettr ici e polar itoni

A. Grandezze macr oscopiche e corrispondenti atomici

Nel paragrafo 3.1.A abbiamo introdotto alcune grandezze (displacement, polarizzazione, in-
duzione magnetica e magnetizzazione), assunte come descrizione della risposta di un mezzo
allapplicazione di campi elettrici o magnetici. E utile mostrare come tali relazioni possano
esserericavate a partire dalle corrispondenti equazioni nel vuoto

1 — 4 ;
r B EF_—TJ
r E+ =B =0
) E=4C (3.25)
r B=20

con l'introduzione di opportune medie sulle quantita calcolate a livello nanometrico .

Consideriamo ad esempio la terza delle (3.25): a livello atomico sara presente in un so-
lido oggetto di studio una densita di carica con variazioni molto rapide, ™ (r), alla quale
corrispondera un campo elettrico che soddis r E™ = 4 ™. Il nostro obiettivo € mostrare
comesi ;()ﬁssanointrodurre la polarizzazione P ed il displacement D,tali cheD = E+ 4 P e
r D =00,

°E pero necessario correggere l'ipotesi di » costante, per evitare di avere un valore non nullo di lper! ! 1;
in effetti tale ipotesi ha sensosolo per valori di frequenze inferiori di quelli tipici dei moti elettronici.

10E & una qualche forma di media macroscopica del campo elettrico , e si considera un campione globalmente
neutro, cosiche una corrispondente media della densita di carica dia = 0,
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A questo scopo introduciamo una funzione di smearing, che abbia come unici requisiti
quelli di essereintegrabile su tutto lo spazio, normalizzata a uno, de nita positiva e nulla al
di fuori di un certo raggio di cutoff, grande rispetto alle dimensioni interatomic he, ma piccolo
rispetto alle distanze tipic he di eventuali campi applicati; richiediamo inoltre che sia pari, per
convenienza in quel che segue, e che sia ragionevolmente liscia:

Z
f(r) O r>rc) f(r)=0; daf (r)=12;, f( r)="1(r);

funzioni adatte possonoessereuna gaussiana od una lorentziana, opportunamente normaliz-
zate.
Possiamo quindi de nire una media del campo elettrico (o delle altre grandezze atomic he)
conun integrale della forma
VA
E(r)= dr¥ r°E™r °;

ricaviamo subito 1t
Z Z
r E(r)= d% °r E™"r =4 ¥ (© ™ (0,

che corrisponde ar D = Oseesolose

Z
dr r© ™ r =71 P(r): (3.26)

Si tratta quindi di trovare una de nizione microscopica per la polarizzazione (che corri-
sponda ad una densita di momento di dipolo) che soddis la (3.26).

B. Campo locale

Ammettendo che in risposta ad un campo esterno i costituenti atomici di un solido distorcano
la loro con gurazione dando origine ad una polarizzazione , e quindi ad un contributo medio al
campo macroscopicoall'interno del campione, bisogna anche considerare cometali componenti
microscopiche rispondano al campo locale, e quindi su scala microscopica, che é diverso dal
campo esterno applicato .

In pratica sullo ione considerato agisce un campo che é dato dal campo microscopico E™,
meno il contributo dello ione stesso; conviene allora dividere lo spazio in una regione “vicina”
di dimensioni dell'ordine di grandezza del raggio di cutoff introdotto nel paragrafo precedente,
ed una regione “lontana” sulla quale possiamo senza problemi effettuare una procedura di
media macroscopica; abbiamo cosiche il campo locale E'°¢(r) pud essere scritto comel?|

E'°(r) = Enar (1) + EFR (1) = Ey (1) + EfFTO() = E(n) + Ey (1) ERG°(r):
Il problema di ricavare la risposta di uno ione al campo macroscopico E (r) si riduce quindi

al calcolo dei contributi locale e macroscopico nella regione vicina. Scegliamo una regione a
simmetria sferica, supponendo inoltre che dal punto di vista macroscopico la regione abbia

1)1 gradiente & fatto rispetto ar e quindi non si applica af,

2]l campo locale in un punto & dato dalla somma del campo microscopico locale (quindi senza il contributo
dello ione in esame), sommato al campo microscopico nella regione distante; questo pud essere senza problemi
approssimato con una media macroscopica, analoga a quella per il calcolo di E macroscopico, ma limitata ai
contributi della regione lontana. Si pud poi introdurre esplicitamente E, a patto di sottrarre il contributo nella
regione vicina, che é gia calcolato nel termine locale.
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polarizzazione costante P (r); si puo dimostrare che il campo all'interno di una sfera unifor -

memente polarizzata @ 4 P=3. Nei casi a simmetria elevata anche E!°, si annulla 13, cosi
che

E ()= E() + P (1)

introducendo la costante dielettrica , tale che D = E, cosiche P = (  1)E=4 , abbiamo la
relazione

£ ()= 21 E();

introducendo poi la polarizzabilita del mezzo come la risposta al campo Iocale, P = VE'OC,

abbiamo 1 a4
iy (3.27)

che e la relazione di Clausius-Mossotti.

C. Accoppiamento fotone-f onone

Consideriamo un modello sempli cato di solido cristallino , che possiamo ottenere introducen-
do il concetto di campo locale nell'oscillatore di Drude-Lorentz, paragrafo [3.2.D: il ragiona-
mento € identico, solo che la risposta del sistema (polarizzabilita atomica e distorsione del
dipolo) € legata al campo locale e non al campo elettrico esterno, considerando gia I'equazione
in spazio reciproco

e72=
12 1 +12
siamo quindi di fronte ad una “condizione autoconsistente” per la polarizzazione, che é de-
terminata dalla risposta ad un campo locale che a sua volta dipende dalla polarizzazione .
Conviene a questo punto osservare che la descrive la polarizzazione in risposta al cam-
po locale, e che N=V = n=v, numero di dipoli per cella elementare: la polarizzabilita di ogni

cella elementare é quindi

ﬁ:% ol + |’—j+%|ﬁ; (3.28)

)=n o+ |2 i!_

e possiamo utilizzare la relazione di Clausius-Mossotti (3.27) per scrivere

() 1_4 ().

()y+2~ 3 v '

che e utile scrivere in funzione dei valori asintotici

0 1_4n , €7 ) 1+ &0 g+ =1
©+2 3v ® g 0 T AT hem=y g
(1) 1_4n ) 1+ &8D
(1)+2 3 v el 1 1 %% e|,

P
13| potenziale elettrico in r dovuto ad un dipolo p situato in r®&uguale a (r) = P Jr_qu ; possiamo

centrare in zeroil punto in cui stiamo calcolando il campo locale, cosida avere = op r ,—rlo,‘ =(p r9=r®.1
. L P P 3r0r0 @ P . . . . .

campoelettrico E = r ,cioéE = 0P ———— = L p ;lasimmetria_cubica del 5|st%ma impone

che il tensore L sia diagonale e abbia i termini sulla diagonale uguali. Ma TrL. = r%s + %,5 r02 =,

quindi nel casocubicoL_= 0O, edil campo locale calcolato sulla regione vicina & sempre nullo .

¥La polarizzabilita & de nita in genere come il coef ciente dello sviluppo lineare di un momento di dipolo
in funzione del campo applicato; per avere una de nizione dimensionalmente coerente con questa convenzione
de niamo =v il coefciente lineare della polarizzazione in funzione del campo locale, dove v & il volume di una
cella elementare: in altre parole de niamo  comela polarizzabilita di una cella elementare .
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come
) 1_ 1 1. 18 o 1 1 1
(1)+2 1 +2 12 1 +12 o+2 1 +2
dacui,denendo '2=12(1 + 2)=( o+ 2) econun po'di algebra

2
()= 1+ !!ZT(;)! j—)|$’

una relazione analoga a quella per l'oscillatore di Drude-Lorentz, tranne che per la diversa
de nizione deitermini 1, o, !T.

La propagazione di un 'onda elettromagnetica in un mezzo continuo dipende essenzial-
mente dalla funzione di risposta dielettrica (! ); in questo casoabbiamo mostrato come 'an-
damento di tale funzione dipenda in modo complesso dall'accoppiamento del campo elettro-
magnetico con i modi normali del mezzo, e dall'effetto del campo locale, che € in grado di
“spostare” la frequenza propria dell'oscillatore di Lorentz. Dato che la propagazione dell'on-
da si accompagna all'eccitazione di modi vibrazionali parliamo di polaritoni come dei modi
accoppiati fotone-fonone.

D. Polaritoni ed equazioni di Fresnel

Nel paragrafo precedente abbiamo mostrato come la costante dielettrica dipenda dalle pro-
prieta vibrazionali del reticolo (o piu in generale dalle eccitazioni elementari del campione,
fononiche od elettronic he); in effetti, tramite le relazioni di Kramers-Kronig , la risposta di-
spersiva € legata a quella dissipativa. In gquesto paragrafo ricaveremo invece, considerando la
funzione dielettrica complessa~come dato di partenza, i modi consentiti per la propagazione
di onde elettromagnetic he inomogenee della forma

Fki (x;t) = Re[Foexp[i (k x ! OI]; (3.29)
conFgek = ki + ik, complessi, in un mezzoneutro ( = 0) ed elettricamente anisotropo (con-
sidereremo _ e__comequantita tensoriali, mentre porremo _= 1). Sidimostrano facilmente
le seguenti relazioni (analoghe tensoriali delle (3.14)):

! — 4
0 —<cHo=
K Do= 0 (3.30)
k Bo=0:

Moltiplicando vettorialmente per k la secondarelazione, e sostituendo nella prima relazione
k Hy, otteniamo I'equazione delle ondéﬂ,

(k K)Bo+ (k Eo)k+ 5 +i 4?!5 1 2Eq= 0 (3.31)
Introducendo la funzione dielettrica complessala (3.31) corrisponde al sistema di tre equazio-
ni lineari nelle componenti del campo elettrico
oX 2, 12 X : 0 X 0_ -
E; kj+§ i (!,k)Ej+ki kjEJ-—O,
j i i
soluzioni non banali esistono solo quando si annulla il determinante dei coef cienti
1 2

X
=7 (R kik k2 =0 (3.32)
Questa equazione (di Fresnel) impone che per una data frequenza siano possibili soluzioni
della forma (3.29) solo per determinate direzioni del vettore d'onda (complesso) k, e quindi
rappresenta la formulazione piu generale della relazione di dispersione dei polaritoni.

m

5Negli anisotropi il campo elettrico pud non essere ortogonale al vettore d'onda, quindi si conserva il termine
con(k Eop).
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E. Modi trasversali e long itudinali per l'oscillatore di Lorentz

Consideriamo un'onda armonica, w = pe' K "; possiamo distinguere due casi limite
ONDA TRASVERSALE (p ? k):sihar w/ k p60Oer w/ k p=0
ONDA LONGITUDINALE (p kk):sihar w/ k p=0er w/ k p60.

Un'onda elettromagnetica deve pero soddisfare anche le equazioni di Maxwell, che nel casodi
una soluzione di prova tipo onda piana si riducono alle (3.30), ed abbiamo quindi la condizione
k Dg = 0, che (per un'onda longitudinale , con k k D o) puo essere soddisfatta solo per Dg = 0,
ovvero
(to)=0

Una condizione per avere onde trasversali nel limite ! ! 0 si ha considerando il limite
elettrostatico dell'equazione di Maxwell r E + %B_: 0, nel nostro casok Eg = 0, che unita
alla condizione di ortogonalita tra k ed Eq, impone E = 0, condizione soddisfatta solo quando

(7)! 1:

Nel caso dell'oscillatore di Lorentz, con l'effetto del campo locale e considerando il caso
ideale ! 0, abbiamo

2
(1)= 1+%'

che tende ad innito per! ! |1, eazeroper

che costituisce la relazione di Lyddane-Sachs-Teller.

Figura 3.4: Relazione di dispersione dei polaritoni per un oscillatore di Lorentz con ! 0.

Una soluzione esatta del problema (che non comprenda l'approssimazione elettrostatica)
si pud avere utilizzando I'equazione di Fresnel (3.32), che nel casospecico dell'oscillatore di
Lorentz si sempli ca enormemente/26;
2 X,
g“(! )= k'

m

18| sistema & isotropo, quindi il tensore dielettrico & diagonale; il campo elettrico & parallelo al displacement, e
quindi le soluzioni sonotutte trasversali.
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Prendendo poi il limite ! O, cosida avere una funzione dielettrica reale, e quindi vettore
d'onda reale, abbiamo la relazione di dispersione
p—
k== 1);
- O

che é tracciata in gura [3.4. Lo spettro che si ottiene € molto piu ricco dell'unico valore
possibile di frequenza ! ! ! 1 previsto nel casodi approssimazione elettrostatica: per ogni
valore di vettore d'onda k sonopossibili due soluzioni: abbiamo una branca fononica, che tende
a! 1 per grandi valori del vettore d'onda, ed una branca fotonica, che tende ad una dispersione
lineare kc=!" "1, tipica delle onde elettromagnetic he nei mezzi non dispersivi.






Capitolo 4

Superconduttivita

4.1 Descrizione fenomenolog ica della superconduttivita

A. Dati sperimentali

Gia nel 1911 Onnes osservo che la resistivita del mercurio raffreddato sotto ai 4:2K scende-
va ad un valore troppo basso per essere rilevabile; successivamente si osservo che parecchi
elementi e composti mostravano questo brusco abbassamento della resistivita al di sotto di
una certa temperatura critica Tc. Un modo per registrare resistivita molto basse é quello di
realizzare una spira circolare in materiale superconduttore , applicare un campo magnetico
mentre la spira é sopra alla T¢, raffreddare sotto alla Tc e rimuovere il campo. Per la legge di
Faraday-Lenz (equivalente integrale della equazione di Maxwell r E + %B_: 0) nel circuito
viene indotta una corrente |, in modo tale da conservare il campo all'interno della spira; la
corrente che percorre la spira tende a decrescere secondola relazione/

| (t) = l1ge REL: (4.1)

Un altra proprietd caratteristica dei superconduttori € la presenza di una discontinuita
nel calore speci co in corrispondenza della temperatura critica, fatto che caratterizza la tran-
sizione conduttore-superconduttore come una transizione termodinamica di seconda specie.
Al di sotto di T¢, il contributo elettronico al calore specico decresce esponenzialmente con
linverso della temperatura, ce/ e AKsT,

In ne , i superconduttori sonocaratterizzati da un perfetto diamagnetismo (effetto Meissner -
Ochsenfeld), cioe per T < T¢ il campo magnetico all'interno di un superconduttore € sempre
nullo . Questa € una proprieta aggiuntiva rispetto alla resistivitd nulla, come si pud osservare
considerando il seguente esperimento mentale: ipotizziamo che un superconduttore sia carat-
terizzato unicamente da conduttivita in nita; consideriamo un circuito C interno alla massa
del superconduttore , per la legge di Faraday-Lenz la corrente che scorre lungo il circuito &
proporzionale alla variazione del usso del campo nel tempo,

se la resistenza e nulla, il usso del campo non cambia nel tempo, e di conseguenzail campo
all'interno del campione & costante.

Seraffreddiamo un campione massiccio di superconduttore sotto alla sua T¢ ed applic hia-
MO un campo magnetico, questo verra “espulso” dal solido, che avra al suo interno campo
nullo; rimuovendo il campo esterno, il campo all'interno del campione continuera ad essere

H
HI circuito genera un campo magnﬁlco B Iglr) =1 ¢ %L; il usso dq_l| campo attra verso una super cie S che ha

il circuito comecontorno & (B) =1 (dS %3t =|cL. Datoche .E di=I1E=11 = 241 (B)= LL,
dove | & la lunghezza del circuito, la sezione del conduttore, L l'autoinduzione del circuito, la resistivita. La
(4.1) segueintegrando Rl = L.

51
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0. Seinvece applichiamo il campo a temperatura superiore a T¢, questo penetrera all'inter -
no del campione; raffreddando sotto a T¢ il materiale (che non ha altre proprieta oltre ad
una resistivita nulla) conservera un campo magnetico al suo interno che (per la discussione
sopra esposta) continuera ad essere presente anche dopo che sia rimosso il campo esterno.
Abbiamo cosi realizzato due stati diversi per il superconduttore sotto a T¢, semplicemente
cambiando l'ordine con cui abbiamo applicato il campo ed abbassato la temperatura: lo stato
di superconduzione non sarebbe dunque uno stato in sensotermodinamico .
Sperimentalmente si verica che allinterno di un campione superconduttore il campo é
sempre nullo, cosiche si conferma la natura di stato termodinamico di equilibrio per lo stato
superconduttore; questo effetto pud essere descritto come un comportamento perfettamente
diamagnetico, con = 1, cosi che per un campo esterno H®¢, allinterno del campione si
determina una magnetizzazione 4 M = H®! B = 0. Mantenere questo stato ha un costoin
termini di energia del campo magnetico, che deve essere compensato da una qualche forma
di stabilizzazione del sistema superconduttore rispetto allo stato normale; si prevede quindi
che esista un valore critico del campo esterno oltre il quale diventi piu conveniente lo stato
non superconduttore . Si verica in effetti che esiste un campo critico Hc, dipendente dalla
temperatura, al di sopra del quale non é possibile mantenere lo stato di superconduzione.

B. Equazioni di London

Partendo dalle osservazioni sperimentali € possibile ricavare una descrizione fenomenolo-
gica della superconduttivita; assumendo che gli elettroni che partecipano ad una supercor-
rente possano essere adeguatamente descritti come particelle Iibere, I'equazione del mo-
to si puo scrivere come mv. = ek, cioé (n é la densitd di elettroni che partecipano alla
superconduzione)

_ E:
k m
utilizzando questo risultato possiamo scrivere

1 d m o1
O=r E+ -B=— —r + —-B
C dt ne? J c

Integrando questa equazione si ottiene

m 01
—r j+ B =K;
ne2 J C

che pud essere combinata con I'equazione di Maxwell 3

4
r B=—j: 4.2
o (4.2)

utilizzando le relazioni dellappendice [A.1 otteniamo che*

roj= K -B
cm c

4 . 4 ne? 1
C

Vedremo ora come sia possibile ottenere delle soluzioni in accordo con l'effetto Meissner -
Ochsenfeld ponendo K = 0. Consideriamo per esempio una geometria con un semispazio

2Rimuovendo i termini di scattering dalle equazioni semiclassiche si avrebbe una variazione costante del
momento cristallino , e quindi un andamento oscillatorio degli elettroni.

3Consideriamo la variazione del displacement nel tempo trascurabile; questo assunto non ha importanza in
quel che segue. Inoltre utilizziamo il campo B anziché H perché stiamo studiando correnti microscopiche; diver -
samente, dovremmo scrivere r H = 0, e considerare la magnetizzazione derivante da correnti microscopiche
pari al rotore della magnetizzazione, arrivando quindi al medesimo risultato .

r B=0
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L.,

Figura 4.1: Geometria per il calcolo della profondita di penetrazione di London.

©
©
©
©
©

N

occupato da un solido superconduttore , con un campo uniforme B = B?; B?; BY alla super-
cie esterna (gura [4.1). Per ognuna delle tre componenti ci si trova a risolvere un'‘equazione
differenziale della forma

@f
@ =a+ bf, (43)
cona = “(:LmezK eb= 4?nmi?_ Come é possibile mostrare per differenziazione , una soluzione
della (4.3), con condizioni al contorno f (0) = cef?0)=dé
h i
1 p_ [ p_ p_
f(x)= 5 2a+ a+tbct bde bX+ a+bc  bd e
per ottenere che il campo si annulli per x ! 1 occorre porre a= 0,d = ch. Abbiamo di
conseguenzaricavato la condizione K = 0, e (imponendo la continuita di B alla super cie)
r
2
_ _ R0, x= .  _— cm |
Bi(x)=Be * ; = 2 e’
ed inserendo questa soluzione nella (4.2)
. _ 4 = . RO.RO .
j= e’ 0 BBy : (4.4)

Abbiamo cosi ricavato due importanti risultati 5: in primo luogo, un set di due equazioni
(equazioni di London)

- net
mo 2 (4.5)
r j= —B
mc

che descrivono due importanti proprieta fenomenologiche dei superconduttori, e che devono
esseretra i risultati di qualsiasi teoria microscopica che si proponga di razionalizzare i feno-
meni legati a questa classe di materiali; in secondoluogo, abbiamo ricavato quanto il campo
magnetico esterno penetri all'interno di un superconduttore , e comesi originino delle correnti
super ciali parallele alla super cie , in grado di schermare ef cacemente il campo: la profon-
dita di penetrazione di London varia a secondadel materiale e della temperatura, ma per
T ragionevolmente inferiori a T¢ @ dell'ordine di poche centinaia di A.

C. Analisi termodinamica

E interessante studiare le proprieta termodinamic he macroscopiche di un sistema supercon-
duttore; l'energia libera di Gibbs all'interno di un campo magnetico H sara§

G=U+pV MVH TS;

SRisultati simili possono essere ottenuti per geometrie pill complesse di quella considerata, che comunque &
una buona approssimazione di un campione massivo con una super cie ragionevolmente regolare, immerso in un
campo magnetico altrettanto regolare.

6Alla consueta espressione U + pV TS aggiungiamo il termine dovuto all'interazione conil campo magnetico,

M VH (energia di interazione tra il dipolo MV edil campoH).
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cosi che (trascurando il termine pV) potremo scrivere il differenziale di G(T;H) come
dG= SdT MVdH:

Possiamo ora considerare il con ne di fase tra lo stato normale (n) e superconduttore (s),
nel piano H T, ottenendo cosila curva Hc (T): al conne di faseil G per la transizione
n ! s éuguale a zero, cosi che il bordo di fase & de nito implicitamente dalla condizione

G(H;T) = 0, e troviamo

dHC _ @ G:@- _ Ss Sn _ i Sn Ss
dT @ G=@ MV M.V, VMs M,

dove abbiamo anche sfruttato il fatto che la transizione non comporta modi c he strutturali, e
quindi avviene a volume costante.
Sfruttando poi il fatto che4 Mg= H eM, Oricaviamo il S della trasformazione:

V dHc
Ss Shn= -—H ; 4.6
S n 4 C daT ( )
cosiche il calore latente Q=T Se
Hc dHc
= VT——=: 4.7
Q 4 dT (4.7)

Dato che dHc=dT & sempre negativo, la (4.6) mostra come Sg < S, cioeé come la fase super-
conduttiva sia pit “ordinata” di quella normale. La (4.7) mostra invece comeil calore latente
sia zeroquando H ! 0.

Calcoliamo ora la variazione di calore specico: Cp = (@U + pV) =@)ﬂ quindi

d @ @ @
Ch= —=(G+TS)= — +S+T — =T — :
’ dT( : a , a , a ,
Dalla (4.6) ricaviamo quindi la differenza di calore specico,
!
VT dHe . dHc 2
s n- YY" .
“ ST Hegr t o

per H = 0, T = T¢ otteniamo la differenza in corrispondenza della transizione , in assenzadi
campo,
I dHc 2
S C; — .
P T4 dT

4.2 Teoria BCS

A. Coppie di Cooper

Come mostreremo in questo paragrafo, la presenza di una pur debole interazione attrattiva
tra elettroni determina l'instabilita dello stato fondamentale di un gasdi elettroni; una possi-
bile fonte di interazione attrattiva puo esserespiegata comeun'interazione ritardata, mediata
da vibrazioni del reticolo: osserviamo infatti (in una descrizione puramente classica) che al
passaggio di un elettrone negativo, gli ioni del reticolo tenderanno a spostarsi dalla loro posi-
zione di equilibrio , formando un accumulo di carica positiva, che & in grado di esercitare una
forza attrattiva sugli altri elettroni.

"Scriviamo per estesol'entalpia per non fare confusione conil campo magnetico H .



4. Superconduttivita 55

° . . . . . . » s é Pl . ° .
. . . . . . . .
. )
.
° ° L4 M
o— o—>
L] ° °
) .
e . ° . . . . e . .
° . . ° . ° ° L4 L] e e . ° .

Figura 4.2: Simulazione del passaggio di un elettrone (in blu) all'interno di un reticolo di ioni positivi
(in rosso) legati da un potenziale armonico smorzato alle loro posizioni di equilibrio (in nero). Il ritardo
nella risposta del reticolo dipende dalla massa degli ioni e dalla velocita dell'elettrone .

Come & mostrato in gura [4.2, la risposta del reticolo é ritardata rispetto al passaggio
dell'elettrone , per via dell'inerzia dei pesanti ioni positivi; di conseguenzail secondoelettrone
percepisce la forza attrattiva solo quando quello che ha causato la deformazione € ormai suf-
cientemente lontano da non interagire piu in modo repulsivo per via del potenziale coulom-
biano schermato . Da un punto di vista quantomeccanico l'interazione pud essereinterpretata
come uno “scambio” di momento tra i due elettroni, mediato da vibrazioni reticolari.

Consideriamo lo stato fondamentale di un gasdi elettroni liberi ed indipendenti, con tutti
i livelli allinterno della sfera di Fermi occupati; aggiungiamo ora una coppia di elettroni, con
momento ki ek, ed energie °(k1) e °(k,) appena superiori ad f; af nc hé sia conservato il
momento cristallino totale, deve pero esserek; + ko = G.

IR\

Figura 4.3: Volume dello spazio delle fasi disponibile che soddisfa le condizioni di conservazione del
momento cristallino e dell'energia, per due elettroni conk; + k, = G.

L'interazione mediata da un fonone comporta la conservazione dell'energia totale della
coppia (che quindi puo variare per ciascun elettrone su una scala di ~! p, energia tipica di un
fonone), mentre il momento cristallino deve essereconservato. Questi due vincoli di conserva-
zione riducono sensibilmente la frazione di spazio delle fasi disponibile come nuovo stato dopo
I'evento di scattering , che € massimo ( gura per G = 0; il principio di esdusione di Pauli
garantisce che non possa avvenire che per interazioni successiveuno dei due elettroni perda
energia no ad avere un‘energia minore di T problema si riduce quindi alla soluzione
dell'equazione di Schroedinger

2

2~—m r2+41r 2 i+V(ryr)j i=Eji: (4.8)

La funzione d'onda puo essere costruita nel casopiu generale a partire da stati di onde piane,

8n effetti, questa & l'unico ruolo giocato dagli altri elettroni in questo esperimento ideale: il problema & equi-
valente a quello di due elettroni interagenti, conun potenziale effettivo nello spazio reciproco che gli impedisce di
assumere momento k < Kg.
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come L X
roira) i= 5 glkykpekineker

|_3
kikz

la conservazione del momento totale impone che g(k1;k2) = k;«k k,: k9(K), la conservazione
dell'energia edil principio di esdusione di Pauli che

k< ke k> IO2m(F+~!D)=~2) g(k) =0

cosiche
Coo_ 1 X ik (r1 r2)
hr ;1o =13 g(k)ye "\t T2 (4.9)
k

E comodo de nire g(k) in modo che sia pari (g( k) = g(k))@, ma questo fa si che la parte
spaziale della funzione d'onda (4.9) sia simmetrica:
X _ X .
o 1=y gloe Ko = 2T g ekt = g i

L3 L3
k k

di conseguenza, la parte di spin deve essere antisimmetrica, cosiche la funzione d'onda € di

singoletto .
Inserendo nell'equazione di Schroedinger (4.8) abbiamo
1 X 222 : :
L3 o E g ek e v gk et 1= o;

k

moltiplicando per e 1k°(r1 r2)= 3 ed integrando su r1 e r3%0 otteniamo

2-2k? 1 X
E gk)+ =  Vikg k® = 0;
o 9k)+ 3 . k;kod
1 Z
Vk;koz F d3r1d3r2e LG r2)V (re;ro) e'k(” rZ); (4.10)
costruiamo un modello elementare supponendo che l'elemento di matrice del potenziale di
interazione in spazio reciproco, Vo sia negativo e costante, Vk.xo = Vo < 0. Possiamo cosi
scrivere A Ve X
_ . _ Vo 0.
9(K) = 5mz—— A=—35 9Kk}
2m E L kO
sommando su k otteniamo
X X 2-22 Y,
gk)= g k° E
§ 0 § 2m L

cosi da ottenere, sempli cando ,

Vo X 2-%2 .
1= 2 E
L3 2m

la somma si estende solo agli stati per cui g(k) 6 0, e su un solo tipo di spin (ovvero sulle
coppie di elettroni (k "; Kk #)). Trasformando la sommatoria in un integrale , e passando ad
un integrale sulle energie

Z
X 222 c 1_L3 *feD() 1, | sD(f), 2F*+21p E
. 2m - i 2 2 E 4 2 E
°Con g( k) = g(k) avremmo una funzione d'onda antisimmetrica, ma romperemmo la simmetria di

inversione dello spazio reciproco.
0stiamo ricavando l'equazione di Schroedinger in spazio reciproco.
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se ora esprimiamo l'energia della coppia di elettroni E comela somma di 2 ¢ (I'energia che si
avrebbe aggiungendo al sistema due elettroni non interagenti) e di un termine di eccesso",

otteniamo 5 . o
l:VO (4F)|n ".D;

cioé
"= 2o 2~ p exp[ 4=VpD ( £)]
= ~'D =VoD ( F
1 exp[4=wD ( r)]
L'energia della coppia di elettroni € quindi inferiore a quella di due elettroni liberi: in al-
tre parole, in presenza di una debole interazione attrattiva, il gas di elettroni liberi diventa

instabile rispetto alla formazione di coppie legate.

B. Stato fondamentale BCS

L'abbassamento di energia conseguente alla formazione di una coppia di Cooper (paragra-
fol4.2.A) provoca in effetti la formazione di numerose coppie, che perd non possono essere
trattate come oggetti indipendenti, ma interagiscono fortemente in ragione del principio di
esdusione di Pauli.

Per affrontare questo problema é utile introdurre un formalismo che consiste in una forma
rudimentale di secondaquantizzazione: de niamo j1ki ejOki i ket corrispondenti alla coppia
di Cooper (k "; k #) rispettivamente occupata e non occupat; lo stato piu generale per una
coppia é dato dalla combinazione lineare

iki = Uy jOKi + Vi jaKi ;

dove jukj2 e jvkj2 rappresentano rispettivamente la probabilita che la coppia sia assente o
presente (cosi che, per normalizzare la funzione d'onda, deve essere juyj® + jvij> = 1). Per
semplicita supporremo che i due parametri della combinazione lineare siano reali. Lo stato
fondamentale del sistema pu0 essererappresentato dal prodotto dei ket di singola “particella”,

Y
jBCSi = [uyjOki + vy j1ki]:
k

Introduciamo poi degli operatori di creazione ed annic hilazione , che possonoessererappre-
sentati con le matrici di Pauli (appendice A.5); non si ha pero alcun guadagno nell'introdurre
guesta rappresentazione , ed € pit conveniente restare ad un livello piu formale de nendo gl
operatori tramite la loro azione su un set completo di kets. De niamo quindi

a jOki = 0; acjiki = joki; a’jiki = 0; aljoki = jiki;

da cui tra l'altro seguonole relazioni

n 0
alal = aax =0 a:a =1L

Utilizzando questi operatori possiamo descrivere lo scattering da (k "; k #) a (k°"; k°#
tramite l'operatore a{oak; considerando il corrispondente guadagno in energia Vo Vo
avremo che %Laj.ay descrivera il contributo dovuto al termine k! kO e

X
H= —  ala (4.11)

Hin rappresentaziope delle posizioni si pud pensare j1(k)i come la funzione d'onda a due particelle

brojroj 1(k)i = b5 €X't 72+ e (1 720 ‘mentre il ket per la coppia non occupata corrispondera a due

elettroni non vincolati.
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descrive il guadagno complessivo@; la sommatoria comprende sia i termini k! k°che k°! Kk,

e si estende su una crosta sferica per ~! p attorno ad . Possiamo ora calcolare
MBCSjH jBCSi = 3 [up MOpj + vp Mipj] ok  [Uq]Oqi + vqjlgi] =
p kk © q

Vo X Y . . P . .

= 3 [up MOpj + vp hipjlvko OK™ vy jOKi [uqjOgi + vqjlqi] =
0 0
kk O p6&k 9 q6k 3
Vo X X VoX o
= L—g 4 Upovov Uy + V2D = L—g Uk OV OV U ;
k  k%k k%

abbiamo eliminato il termine per k = k%perché (come si vede dalla (4.10)) corrisponde ad un
termine costante del potenziale in spazio diretto , che possiamo senz'altro porre uguale a zero.
Introducendo poi un termine di energia cinetica per lo stato k, 2 x = 2 ~?k?=2m 2 |
possiamo scrivere I'energia totale dello stato fondamentale BCS come
X V X 0
Wgcs = 2 Vk2 K L_g’ Uk oVkoVk Uk, (4.12)
k

k Ok

energia che dobbiamo minimizzare rispetto alle ampiezze di probabilita di occupazionevy e u.
Evitiamo di dovere impostare il problema coni moltiplicatori di Lagrange (bisogna garantire
la normalizzazione degli stati di ogni coppia), de nendo vi = €OS g € Uy = sin , in modo da
avere il vincolo v, 2 + ug? = 1 automaticamente incorporato .

La (4.12) diventa cosi

X V X 0
Wgcs = 2 LCOZ |« —2 sin2 g sin2 o
k A o

e la condizione di minimizzazione il fatto che si veric hi per ogni k

@Vgcs : Vo X o Vo X o .
0= ———= sin2 —— C0S2 sin2 yo; tan2 y = — sin2 yo;
@ k k 53 k KO k k 53 KO
kO kO
de nendo
— VOX OV u VO X S|n2 . E q 2+ 2
= — ougo = — 0, =
L3 kOUk 2L3 k k k
KO KO
scriviamo tan2 i = =k, edaidentita trigonometric he elementari troviamo
., 4sin? ycog  _ 4x(1 x)
t=tan“2 ¢ = 5 = >
(2co2 ¢ 1) (2x 1)
che si risolve come
vl=cod =1 1 pe =11 k. (4.13)
K k=32 T+t 2 Ex '
2Quando diciamo che “lo scattering k ! k° comporta un guadagno di energia” occorre precisare i termini:

cerchiamo un autostato di (4.11), e quindi l'operatore a’.ax lascia invariato lo stato fondamentale del sistema;
parlando di scattering non intendiamo quindi un'evoluzione della funzione d'onda, che passa dall'avere la cop-
pia (k"; k#) occupata a quella (k°"; k°#), ma piuttosto della possibilita di mescolare i due stati, con un
conseguente guadagno energetico.

BIn questa notazione k va considerato come un indice di particella, nel senso che ayx agisce solo sui ket jki,
e come l'identita sui ket diversi (nel senso del paragrafo [1.1.H, & I'estensione allo spazio prodotto dell'operatore
de nito sullo spazio di singola particella di indice k); anche i prodotti scalari si riconducono ad un prodotto di
prodotti scalari tra stati di singola particella (ad esempio, hikjhok%jiki j1k% = hikjjiki hok%j1k% = 1 0= 0).
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Figura 4.4: Andamento della (4.13).

L'andamento della funzione €& rappresentato in gura ed e evidente l'analogia con
la funzione di Fermi-Dirac a temperatura nita. Un'analisi piu approfondita permette di
mostrare come sia molto simile alla funzione FD calcolata alla temperatura di transizione Tc.
Possiamo ora inserire i valori calcolati di vy nella (4.12), ottenendo

0 X X 2L3
Wgcs = 1 — « VU = 1 — i v
k k K 0

L'energia di condensazigne (differenza tra Wgcs e I'energia dello stato fondamentale non

superconduttore , W9 = |, . 2 k) si ottiene scrivendo
X 2L3 X X 2L3
Wges=2 W’k v - 2 Vi + 2 Vii? k i
k 0 k<k ¢ k>k ¢ 0
X X 23 X X 213
2 1 Uk2 k + 2 Vk2 K = Wr? 2 Uk2 k t 2 sz K )
k<K k>K £ Vo k<k ¢ K>k ¢ Vo

le due sommatorie possonoessere calcolate passando agli integrali in energia: il procedimento
€ piuttosto noioso, ed il risultato (approssimando la densita di stati nella crosta ~! p con
quella ad g)risulta essere

1
Wges Wy = 2P (F) L3
Per 6 0 abbiamo quindi un guadagno energetico nella transizione dallo stato normale a
quello superconduttore .
C. Stati eccitati e apertura del gap

Per calcolare I'energia del primo stato eccitato del sistema, occorre calcolare la minima energia
necessaria a rompere una coppia di Cooper; per questo, riscriviamo 14

0 X 2 23 X 2 .2 2 23
Wges =2  W”« =2 v uw?® w?® E =
Vo Vo
k k
X X 213 X
= 2 Vi Ex + Vi Uy = 2 Vi "Ex;
Vo

k k k

14Ricordiamo che vg =31 &, u? = & 1+ g5, quindi U’ w? = y=Ex, e2uw = =E, ela

de nizione di = Y§
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la rottura di una coppia di Cooper equivale a porre uguale a zero v, per uno stato prece-
dentemente occupato (v = 1), cosiche la differenza di energia tra i due stati risulta essere

q__
Wics WQes=2E, =2 2+ 2: (4.14)

il minimo di energia si ha eccitando una coppia con i = 0, e quindi si dimostra l'esistenza di
un gap di ampiezza 2

Possiamo anche immaginare di aggiungere un solo elettrone allo stato fondamentale BCS;
dalla equazione ({WD ricaviamo che ciascuno degli elettroni ottenuti dalla rottura di una
coppia ha energia x>+ 2, cosiche possiamo ricavare che l'elettrone aggiunto incrementa
di almeno l'energia di Wé)cs- | livelli possibili per un elettrone aggiuntivo hanno energie
della forma® s

~2)2 2 X
Ex = —_— + ; 4.15
k s F (4.15)
ed é possibile ricavare la densita di stati, che ha un polo per Ex = , etende alla densita di
stati di elettrone libero per Eg (gura [4.5).
De
5 &
] 4
<3
s
x 2
&
(%]
01
2 4 6 8 10
Exeer

Figura 4.5: Andamento della densita di stati per un elettrone “iniettato” in un sistema nello stato
fondamentale BCS, riferita alla DOS per un elettrone libero.

Per nire , € utile trovare un'espressione esplicitg per il gap , che gioca un ruolo tanto

importante nella teoria: dalla de nizione = t’% ko(\/kouko e dall'identita 2ugvk = =Ex
ricaviamo la condizione X
SR .
2L3 K k2 + 2’
da cui, passando all'integrale ,
Z Z
1= Vo & FFTe LD () 1 d_vo "o D(+ g), 1 d
- 5 3 S ——m4Y — & =
2L3 F ~lp 2 ( F)2+ 2 2 ~lp 2 2+ 2
Z
D D 1 D o~
Vo CF) p————d =\ (F) arcsmh—D;
2 0 2+ 2
cioé
= ~l p=sinh(2=\pD ( g)) 2~ pe ZVP(F): (4.16)

15Si puo descrivere l'aggiunta di un elettrone da un punto di vista many body, dicendo che I'energia complessiva
del sistema incrementa di ", oppure in un‘ottica di elettroni indipendenti dire che I'elettrone aggiuntivo ha energia
". In ogni caso la e concettualmente diversa dall'energia necessaria a rompere una coppia di Cooper, e
rappresenta piuttosto una sorta di “af nita elettronica” del sistema.
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Tale funzione non & sviluppabile in serie di Taylor per Vo ! 0 (la funzione complessa e ™2
non é analitica in z = 0), e questo € un indizio del fatto che la teoria BCS non possa essere
ottenuta da uno sviluppo perturbativo .

I gap pud essere misurato sperimentalmente in molti modi, per iniezione di cariche,
spettroscopicamente, ed osservando come l'andamento esponenziale del contributo elettronico
al calore specico sia in accordo con la presenza di una regione di energie proibite al di sopra
dello stato fondamentale .

D. Superconduttor ia T 6 0K, temperatura critica.

Allaumentare della temperatura, vi € una probabilita non nulla di trovare elettroni nello
stato non superconduttore , ovvero di avere coppie di Cooper che si rompono. Inoltre & possibile
mostrare comeil gap diminuisca conla temperatura, annullandosi in corrispondenza di T¢,
quando lo spettro continuo di un conduttore normale viene recuperato.

1r
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Figura 4.6: Andamento del gap in funzione della temperatura normalizzata rispetto alla Tc, nor-
malizzato rispetto al gap a OK. La teoria BCS prevede un andamento universale per questa
curva.

Tale dipendenza viene calcolata piuttosto semplicemente nella teoria BCS, introducendo
nell'equazione autoconsistente per  la probabilita alla Fermi-Dirac di trovare occupato il

~2K2

2
livello di elettrone libero Ex = o F + 2 edi conseguenzadi trovare vuota la

coppia di Cooper jki. Tale probabilita gle

1
f(K;T)= P=— ;
exp —er— +1

e quindi la probabilita di trovare occupata la coppia (k"; k# el 2f ( k;T). Ricaviamo
quindi

= V0% ol 2 (kTi= 28 e 2 (T
- — 0 0 - —a
L3ko koUk ks o Pﬁ ks DS
:ﬁz F+=lo 13D ()1 2f ( F;T)OI:@Z~!DD(+F)1n2f(;T)d_
2L _ ., 2 “—( 24 2 2 2 T2y 2

18)| potenziale chimico viene introdotto nella derivazione della funzione di Fermi-Dirac come un moltiplicatore
di Lagrange, per normalizzare la distribuzione di probabilita. In questo casonon c'é un vincolo di numero di
particelle costante (che vengono “prodotte” per rottura di coppie di Cooper), equindi = 0.

La coppia esiste solo se entrambi i liveli k e k di elettrone singolo sono liberi: di conseguenza
p(coppiaoccupata) = (1 f(«;TN@Q f( «:T)) 1 2f («;T), considerando come indipendenti gli stati
di occupazione dei due livelli e scartando il termine quadratico .
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l'andamento di in funzione di T (gura 4.6) si ricava dalla soluzione (numerica) di

Z ., :
_2 = 1 L G T)d: (4.17)
VoD (F) o 2+ 2
La (4.17) comprende come caso particolare anche quella per T = OK, visto che in tal caso
f()=0.
Imponendo = 0, troviamo un'espressione per la temperatura critica,
Z
2 _ “7'ctanh =kg Tc .
VoD (r) o ’
che possiamo approssimare@ come
VoD 1:14~
1= YD CE) D.  kgTe = L1141 p exp[ 2=\oD ( £)]: (4.18)
2 kg Tc

Confrontando le espressioni per il gap (4.16) e per la temperatura critica (4.18) si nota
come (0) = 1:76kg Tc, e come siano entrambi proporzionali alla frequenza di Debye ! p;
guesta proporzionalita cifa daun lato ri ettere su quanto pesositrovi ad avere nella teoria un
parametro che abbiamo scelto come stima (piuttosto arbitraria) della massima energia per un
fonone coinvolto in un processodi interazione elettrone-elettrone , e su comela teoria andrebbe
elaborata per considerare in modo piu dettagliato lo spettro vibrazionale del materﬂ'jatli oggetto
di studio; d'altra parte, dato che le frequenze vibrazionali sono proporzionali al= M dove M
€ la massa degli ioni, prevediamo che per diversi isotopi dello stessoelemento dobbiamo avere
una variazione di Tc € con M 2. Questa dipendenza, vericata in modo pill 0 meno
guantitativo per elementi diversi, € comungque una dimostrazione del ruolo delle vibrazioni
reticolari alla base del potenziale attrattivo V.

E. Supercorrenti

La teoria n qui sviluppata permette di ottenere accordo quantitativo accettabile per molti
parametri di un superconduttore, ma non spiega ancora come lo stato fondamentale BCS
possa sostenere delle correnti senza dissipazione.
Sengs=2 ¢ la densita di coppie di Cooper che partecipano ad una supercorrente di densita
is» avremo?9
js= nsev; mv=-k;

in altre parole, ogni elettrone che prende parte alla supercorrente deve subire una variazione

di vettore d'onda pari a m
k = isi
cosi che la corrispondente coppia di Cooper dovra subirne una di K = 2k, cosi che dovremo

descrivere il passaggio di corrente come una trasformazione della coppia
K

", E". _ .
(k" k#) k+ o'kt o#

la parte spaziale della nuova funzione d'onda si puo scrivere (sul modello della (4.9)) come

, 1 X i k iK=2(ri+ 1 krX ik
brosrp) S Ki = K g(k)ek(rn ra)gk=2(ri+rz) - Fe' g(k)e“r;
k k

18Riscriviamo l'integrale come Moo =2ke T ah y gy: la tangente iperbolica tende rapidamente ad 1, cosi che
per ~' p=2kg T 1 lintegrale tendera all'integrale di 1=y a meno di una costante, e sara quindi uguale a
C + In~! p =2kg T, dove la costante si puo calcolare in modo da tenere conto dell'errore compiuto nell'integrazione
per piccoli y. Chiaramente questo sviluppo e valido per ~! p=2kg T 1.

9Continuamo ad utilizzare una terminologia da elettroni liberi, anche seil procedimento ha un certo grado di
arbitrarieta.
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introducendo la coordinata del centro di massa, R = rq + rp,=2, e quella interna alla coppia
r = ry1 rp Dato che il potenziale di interazione dipende in effetti solo dalla distanza tra
gli elettroni della coppia, V (r1;r2) = V(r1 r2) = V (r), e che l'effetto della corrente & solo
l'introduzione di un fattore di fase, ininuente al ne del calcolo degli elementi di matrice

Z
1

55 PR KTV (e IOR = Vyo(0):

Viko(K) = k%K Vik;Ki =
Di conseguenza, il solo effetto della corrente € la traslazione di K =2 dello spazio reciproco,
ma tutte le proprieta dello stato fondamentale (incluso il gap ) rimangono invariate; I'unico
modo di cambiare lo stato energetico del sistema e quello di eccitarlo attra verso il gap: sele
collisioni inelastic he coni fononi non sonoin grado di fornire questa energia, la supercorrente
non potra essere degradata, mentre le collisioni elastiche (che pure potrebbero cambiare la
velocita delle coppie di Cooper) devono soddisfare un requisito di quantizzazione del usso
magnetico (paragrafo 4 ), che diminuisce drasticamente la probabilitd di questi eventi2°.
D'altra parte, sel'energla cinetica di una coppia di Cooper supera il valore di 2 , & prevedi-
bile la rottura della coppia ed il collasso della supercorrente; la variazione di energia cinetica
per un elettrone della coppia é
~2(k+ K=2)?2 ~2k2  ~2K2 2k K = ~2KeK

= +
2m 2m 8m 2m 2m

in prima approssimazione, considerando solo gli elettroni nelle vicinanze di k2L Di conse-
guenza se

~ke 2m _ 2~kg .

2m nee~ nseJs

cosi che possiamo stimare l'esistenza di una corrente critica pari a

2 2E 2

, nse.
Ic e

Possiamo ricavare il campo critico nel casodi un conduttore cilindrico massiccio, percor-
so da corrente nel senso della lunghezza: per il teorema di Ampére (forma integrale della

equazione di Maxwell r = 2.j) abbiamo che
| Z
H d= 4 j ds;
c

scegliendo comecircuito di integrazione una circonferenza sulla super cie del ¢avo, per la sim-
metria del problema il campo sara costante e parallelo alla supercie ,quindi H dl =2 rH.
Per quanto riguarda la corrente, possiamo considerare (in analogia con quanto ricavato dalle
equazioni di London (4.4)) un decadimento esponenziale dalla supercie ,j (r9 = joe 9=,
ricavando??

4 .
2rH= —2r :
c LJo
il campo critico e quello che corrisponde alla corrente critica indotta,

4 , 4 nse
He = — = — :
C c tc c " ke

2 a spiegazione proposta & solo qualitativa, e non molto convincente: in effetti il gap & piti piccolodi ~! p, e
quindi esistono fononi con energia suf ciente a rompere una coppia di Cooper. Una giusti cazione rigorosa della
persistenza delle supercorrenti richiede un trattamento formale molto pit completo, e mostra comel'alto grado di
coerenza dello stato BCS renda necessaria l'interruzione della supercorrente su scala macroscopica, con un costo
energetico molto piu elevato.

2lsonoquelli cruciali nella formazione dello stato fondamentale BCS, e sono anche quelli per i quali & maggiore
la variazione di energia cinetica. h i

27 dS=2 jo 0re(r = tdr®= 2 joe Tt Lret L L2 e 2 jor L
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Abbiamo quindi mostrato la presenza di un valore limite di corrente che un supercondut-
tore éin grado di sostenere, oltre che un campo magnetico in grado di distruggere lo stato fon-
damentale BCS; inoltre , dato che sia jc che H¢ sono proporzionali a , € possibile prevedere
che abbiano la stessa dipendenza dalla temperatura di

F Lo stato fondamentale BCScome condensato coerente

Analizziamo piu in dettaglio la struttura della funzione d'onda BCS: dato che la probabilita
di occupazione degli stati all'interno dello stato fondamentale wy = v, ? differisce dalla fun-
zione di Fermi a OK in un intervallo di attorno a g, € sensato ritenere che il maggior
contributo nella funzione d'onda della coppia di Cooper provenga da quella regione di energie
(sono gli stati di particella singola parzialmente occupati che hanno il maggior guadagno dal
termine di scattering Vi.ko), € quindi l'incertezza in energia épari a E 2 , cui corrisponde
un'incertezza sul momento di

dpo_m 2 m

p= E_p_FE:NkF;

e dal principio di indeterminazione si ricava un'incertezza sulle posizioni

L'estensione spaziale della funzione d'onda della coppia di Cooper € cosi cp X, che per
un tipico rapporto g= 10°, e ke 10°cm ! fornisce una dimensione tipica dell'ordine
dei 10°A. Con una stima del numero di coppie di Cooper pari a circa 10 2 volte il numero di
elettroni (utilizzando la stima g= 10%), abbiamo una stima di 10*° coppie per cm?, e dato
che ogni coppia si estende su 10 1°=10 2cm?3, abbiamo che nello stesso volume altre 10*=10’
coppie di Cooper avranno il loro centro di gravita.

Le varie coppie sonoquindi ben lontane dall'essere indipendenti, ma sono strettamente in-
terconnesse; consideriamo ora lo stato fondamentale BCS come prodotto delle funzioni d'onda
di singola patrticella , includendo il termine di trasporto,

briiroj (Ki=éeXRuj 0
cosiche P
iBCS;Ki €K iRijBCS;0i:
Basandoci sull'elevato grado di coerenza delle funzioni d'onda delle coppie, compiamo ora

un‘approssimazione pesante: consideriamo il momergo totale dovuto al usso di corrente,
~K = ~N¢pK, e la posizione del centro di massa R = j Rj=Ncp; abbiamo quindi

iBCS;Ki €K RjBCS;0i :

consideriamo lo stato fondamentale BCS come il usso di una superparticella formata dal
condensato di tutte le coppie, con massa Ncpm e carica Ncp €, posizione R e momento ~KE.

In questa approssimazione possiamo ricavare la densita di corrente come valore di aspet-
tazione dell'operatore (P = i-~r )

] = 72(2mNcp)(J“mP+ Pijrihrj): (4.19)

ZBproprio perché le coppie sono strettamente collegate, questa & un'approssimazione piuttosto discutibile .

2Da un certo punto di vista, questa approssimazione corrisponde al teorema di meccanica classica che prevede
che il modo del centro di massa di un sistema di particelle interagenti in un campo esterno sara descrivibile comeil
moto di una particella materiale con massa pari alla massa totale, concentrata nel centro di massa, e che subisce
la somma delle forze agenti sulle singole particelle . In questo caso, stiamo anche ignorando le collisioni con il
reticolo, che andrebbero considerate come “forze” esterne, in grado di cambiare il momento del condensato.
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G. Efetto Meissner-Ochsenfeld e quantizzazione del usso

In presenza di un campo magnetico possiamo calcolare la densita di corrente utilizzando
l'operatore (4.19), dove come operatore momento usiamo

: 2e
P= I~I’R+?NCPA;

con A potenziale vettore, tale che r A = B. Normalizziamo ad 1=L2 lo stato fondamentale
BCS, cosiche lBCS;0j BCS;0i = 1=L3; abbiamo quindi

Z
. A . e 1 i . 2e i
js= BCS;Kjf'jBCS;Ki = o 13 d*rR KR i~ g+ NcpA e KR4
e e

. 2e .
+e KR o o+ =NgpA KR :0jBCS;0i = —— —NcpA 2~NcpK ;
e i~ R cNee € B CS;0 BCS;0i >mi3 ¢ eP cpP :

applicando il rotore, considerato che K & costante (equindi r K = 0)econng= 2N¢p=L3

. e’n
rjs= mCSB;

che e la seconda delle equazioni di London, che abbiamo gia mostrato essere equivalente
all'effetto Meissner.

Possiamo andare un passopiu in |a, considerando il fatto che la fase della funzione d'onda
BCS é' = K R, cosiche possiamo formalmente scrivere K = r z' . Consideriamo ora un
cammino chiuso allinterno di un campione superconduttore, ed il caso piu generale in cui
" R non énota: | |
€Ng

|
js di = % A d+

rg' d: (4.20)

H R H R
Per il teorema di Stokes, ar d= gr F dS,cosichne A d = B dS;lavariazione
della fase su un percorso chiuso deve essereuguale ad un numero intero di volte 2 , perche la
funzione d'onda sia univoca. Abbiamo quindi

I z
m 1 h
—— js di+= B dS= —N;
Ne€2 Is C 2e
scegliendo il percorso di integrazione nella massa del semiconduttore, dove la densita di
corrente e nulla, abbiamo Z
1 h
- B dS= —N:
c 2e

il usso del campo attra verso qualsiasi super cie che abbia come bordo un circuito chiuso
interno al superconduttore deve essere uguale ad un numero intero di “quanti” di usso, pari
a hc=2e. La formula di London segue come caso particolare per N = 0.

In realtd tutta questa dimostrazione va vista come una discussione molto approssimativa,
che peraltro presenta numerose inconsistenze: se infatti accettiamo il nostro assunto inizia-
le di avere' = K R; la funzione che rappresenta la fase & analitica, e l'integrale del suo
gradiente lungo un percorso chiuso sara inevitabilmente zero, in palese contraddizione conil
fatto che all'interno di un anello superconduttore si possonomantenere inde nitamente cam-
pi di parecchi Tesla. Seinvece ammettiamo che la fase possa avere espressioni pit generali,
addirittura non analitic he in R®, non & pil garantito che B si annulli all'interno di un super-
conduttore, e non avremmo potuto ricavare I'equazione di London. In realta, all'interno di un
superconduttore massivo semplicemente connessoil procedimento con cui abbiamo ricavato
' = K R éragionevole, ma seil campione ha forme diverse (come ad esempio un anello) il
centro di massa delle coppie di Cooper nirebbe per trovarsi al centro dell'anello, fuori dalla
massa del superconduttore. E evidente che in tal caso necessario un approccio diverso, pil
formale, che permetta di ricavare rigorosamente la (4.20).






Appendice A

Stumenti ma tema tici

A.1 Formulario di calcolo vettoriale

Di seguito sono riportate una serie di relazioni utili riguardanti equivalenze tra espressioni
comprendenti operazioni vettoriali e differenziali; nel seguito si considereranno f;g;h::: fun-
zioni scalari in R3, A;B:::: campi vettoriali di componenti Aiz1:2.3;Biz1:2:3, €=1.2.3 | versori
della base canonica di R3, j €la delta di Kroenecker e j il simbolo di Riccil.

X X X

A B= AiBi, A B= AiBjex jjk, ik Imk = il jm  im jl
i ij k k

A (B C)=(A C)B (A B)C

A (B C)+B (C A)+C (A B)=0

(A B) (C D)=(A C)(B D) (A DB ©

(A B) (C D)=[(A B) D]JC [(A B) C]D

_X @ ) _X @\i 2 _X @f

rf= iX@ie,,r A= @ r f = | @IZ ) )

r 2A = r2Aie;, r A= %ek ik, (B r)A= e Bj%ji
i ik i '

r (rf)=0 r (rf):rzfj,r r A)=0 J

r (fg)=frg+grf, r2(fqg) ="fr?g+gr2f+2(f) (rg),

r(fFA)=fr A+A (rf), r ({FA)=Ffr A+(rf) A

r ( A)=r (@ A) r?A, r (A B)=B (r A) A (r B)

r(A B) =A (r B)+B (r A)+B r)A+((A r)B

r (A B)=A(r B) B(r A)+(B r)A (A r)B

A.2 Funzione di Fermi Dirac

Riportiamo in questa sezione gli andamenti e le espressioni analitic he delle prime derivate
della funzione di Fermi-Dirac:

1y =1sei=j, j =0sei6j; jx=0sei=j,j=koppurei=Kk, 123 = 1e jx cambia segno per ciascuno
scambio degli indici (ad esempio, 213 = 321 = 1,ma 231 = 1L

67



68 Sviluppo di Sommerfeld
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A.3 Sviluppo di Sommerfeld

Tutte le volte che si deve calcolare una media di ensemble per un sistema di fermioni, ci si
trova ad avere a che fare conintegrali della forma

Z 1
hgi = . g()f ()d;
dove f () = [exp(( )=kgT) + 1] ! & la funzione di Fermi-Dirac . Quando g() ! O per
I 1 edha un andamento al piu polinomiale per ! 1, e possibile integrare per parti,
de nendo 7
G()= g °d°

1

ed ottenendo quindi
z 1

hgi = [G()f ()]} 160%d:
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per le condizioni imposte sulla g( ), il termine integrato si annulla, e ci si trova a calcolare
Z,

Per valori ragionevoli di kg T, la derivata della funzione di Fermi-Dirac & piccata attorno a
, ed ha quindi sensosviluppare G( ) attorno a , ottenendo quindi

Z
@ ,_ R ot @
, 0 @t w0 @ 9T
R Z, 2n
- (2n 1) ( ) @ .
=GO+ IO e g 4 AD

n=1

dove abbiamo considerato che (vista la parita di f () attorno a ) soloi termini pari dello
sviluppo contribuiscono alliintegrale , e che ovwviamente G(™ = g(" 1,

Possiamoin ne effettuare il cambio di variabili x = ( )=kg T,
Z, 2n Z1 2
) @ 2n x" et 2n
——  — d = (kgT ———dx = (kg T)“" an;
. o] @ (ks T) . e+ 1) x= (ks T)"" an

dovei primi coef cienti a, sonoriportati in tabella [A.1l

ai ap as ay
26 7 =360 31 °=15120 127 ®=604800
1.6449 1.8941 1.9711 1.9925

Tabella A.1: Valori dei primi coef cienti nello sviluppo (A.2)

La procedura descritta (nota come sviluppo di Sommerfeld) permette in de nitiva di otte-
nere
hgi = . g()f ()d = . g()d +  an(ksT)*"g®" V(): (A.2)

n=1

A.4 Funzionali

Un funzionale éuna funzione che associaad una funzione un numero, ad esempio F : L2 RS I
C.
De niamo il differenziale F di un funzionale F comela parte di F[f + f] F[f] che
dipende linearmente da f, e possiamo scrivere
z F
F= ——fXdx A.3
oo T (A3)

dove F=f (x) e la derivata funzionale di F rispetto alla funzione f nel punto x. Possiamo
de nire esplicitamente F=f tramite

z
FIf+ 1 FI[f]_ . _ F )
|I!m0 = II!mO__ T (x)dx :
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per (x)= (X Xg) otteniamo

F . FIf+ (x xo FIfl
o M, '

(A.4)

L'oggetto de nito dalla (A.4) é piuttosto complessq in quanto dipende sia dalla funzione f
che dal punto Xp.

E possibile mostrare come per i funzionali valgano dei teoremi analoghi a quelli per le
funzioni, e comesia ad esempio possibile applicare un metodo di ricerca degli estremi vincolati
analogo a quello dei moltiplicatori di Lagrange.

Consideriamo ad esempio la minimizzazione dell'energia di Hartree (1.1), in rappresenta-
zione delle posizioni: vogliamo calcolare

Z Z
X 1X o : oy :
— Er(a@M’T+V) n(+5 e om0 o (r2i*V +
n nm
#
x
nm o dr o (r) n(r) =0
nm
Il primo termine da
1 Z Z
im = M)+ (TEV) k() (k) (THV) k() =
' z
Ii.mo} d*r 1 O (THV) k() =(TH+V) k1%

il termine di interazione elettrone-elettrone da

122 X
im =4 drycfr, k() (D)’ + ot 10 (r)iRvEs +
' K
né 7
Prad®ra o (r)if) n (r2)iPVEE =
2 né k 3
1 - X
=lim =4 &’y ()t %) n(r2)?vis 5=
' K
né X 7
d3rj n(r)jzvee roro k rO
né k
mentre il constraint di normalizzazione risulta
X . 1 z 2 0 £ ? 0
nk |I'm0— dr k(r)"' r r n(r) dr k(r) n(r) = nk n T
n ° n

E anche possibile ricavare una regola di derivazione di un “funzionale composto”: sia F =
F [f (x)], possiamo scrivere il differenziale (A.3)

Z
F
T f (x) dx;
seora, in ogni punto, f & funzionale di una funzione g, possiamo scrivere
Z
f(x)= & g x% dx®

g(x9
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cosi che b E ot
X
F x% dx%x;
00 909 °
da cui
F 2 F fw

000 - T g9

Consideriamo comeesempio il calcolo delle derivate di un funzionale della densita rispetto
ad un orbitale di Kohn-Sham: abbiamo

X ?
(M0 5 i Nl= () i (r);

calcoliamo
2 3
—?%%=q%34ij?«>iu>+ MG ENLING ﬁ HORIGEE

ror% (r):
Utilizziamo questo risultato per ottenere
Z Z

EL] _ E (") @ _ E

d°r =

NG Q) -

A.5 Opera tori di spin

Ricapitoliamo (senzaricavarle) alcune delle proprieta dell'operatore di spin S; per descrivere i
sistemi con spin 1=2 € comodointrodurre il formalismo delle matrici di Pauli, che costituiscono
una rappresentazione delle proprieta di trasformazione degli operatori di spinE:

110 . _ 1 01 . _1 0 i

275 o9 10 XT3 10 0 T3 4 o

introduciamo anche gli operatori di inversione (di incremento e di decremento nel linguaggio
della teoria del momento angolare)

01 | 00

0o S =S is= L (A.6)

St =S +iS, =

Gli autovalori di spin sono corrispondentemente rappresentati da vettori
- 1 . 0
=y sdi= g
autovalori di S,. Si vericano cosile proprieta consuete degli operatori di spin,
Siji=2iii Sji=ii
S'ji=0 S'ji=ji; Sji=0 S ji=ji:
Osserviamo poi che le (A.6) permettono di calcolare (S e T sonogli operatori di spin di due
particelle)

1
S T=ST,+ST+STy=ST,+5 ST +s T (A7)

2Gli operatori di spin agiscono su uno spazio di Hilbert di dimensione 2, e sono completamente de niti dalle loro
proprieta di commutazione, che ne de niscono tra l'altro i possibili autovalori. Le matrici di Pauli si trasformano
secondole medesime proprieta algebric he, e sono quindi un comodostrumento formale per studiare sistemi a spin
1=2.
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