CAPITOLO 5

IL CAMPIONAMENTO DEL SEGNALE

51 -1L TEOREMA DEL CAMPIONAMENTO

L'eaborazione di segndi compless e |'effettuazione di misure ripetitive e lunghe induce lo
sperimentatore dl’uso di Sstemi di cacolo automatico. L’ eaborazione mediante cacolatore di
segndi andogici € difficoltosa perché tae é la codruzione di cacolatori andogici, soprattutto per
problemi di stabilita
La rappresentazione mediante delta permette una descrizione precisadi x(t) mediante una sequenza
di infiniti numeri, ciascuno dei quai rappresental’ areadi una delta.
La domanda e se per la rappresentazione precisa di X(t) occorra una infinita continua di numeri:
ad essarigponde il teorema dd campionamento che puo essere enunciato come segue.
Sax(t) un segnde avente T.F. X(w) echedaabanda limitata (-B,B ), cioé

X(w) =0 wl {-2pB,2pB}
Il segnde x(t) € completamente determinato dalla conoscenza del vaori istantanel (“campioni”) pres
ad intervali di tempo coganti

Ts £1/2B

cioé con frequenza (di Nyquist)
(5.1) ns=1Ts 2 2B
In dtri termini, il teorema afferma che se sono noti i campioni del segnde pres negli idanti T, €
possihile daess ricavareil vaore dd segnde in quaungue dtro istantet.
Per la dimostrazione, supponiamo chei campioni Sano prelevat in manieraidedle, filtrando il segnde
X(t), in accordo con la (4.12), con una sequenza di finestre tempordi di durda infinitamente

breve, cioé con unafunzione pettine di periodo T, ottenendo cosi’:
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x(0) = X(04,d(t-KTy)
(52) v

S noti, ricordando la (1.21), che ogni campione € rappresentato da una delta, la cui area el vaore
del campione stesso.

Allora, nd dominio ddlle frequenze
¥

(53) XS(W) = X(W)*Wsé.nd(w ‘nWs)
¥

Pertanto, per la (2.54), lo spettro di x(t) e quelo di x(t) ripetuto indefinitamente sull’asse w ad
intervali Ts. Tale spettro € mogtrato in Fig. 5.1 per
‘|X(n)| il caso ws = 2w, con Ws=2p B.

/_ _\ — Come 9 osserva, essendo X(w) a banda limitata,

se Ws 3 2w leripetizioni non S sovrgppongono eil

“motivo” dello spettro non e deformato. Ne segue

x"r)] che con un filtro passa-basso idede (4.8), di

£= \ / {\ 1 i \/ ! \\’ frequenzadi taglio wg, S puo riottenere lo spettro
“lm, e, L ® o ® del segnde x(t) da quello dd segnde campionato
Fig. 51

X(t).

Filtrando lo spettro Xs(w) 9 hainfatti, per [a(4.8):

¥
(5.4) X(W)* Wed ,d(W-nws) X, (W) = weX(w)e'"
-¥
che & lo spettro X(w) a meno di un fattore di scdain ampiezza, ws, e di un ritardo lineare di fase, -
Wt,, inessenzidi per quanto detto nel par. 4.1.
Nel dominio del tempo, ricordando la (4.8) e (4.9) 9 ha

Wg SenWp(t -to)

— = WeX(t-t
P ws(t-to) (t-to)

x(t)g (d(t-KT)*
(5.5) ¥

il segnale x(t) pud essere ricodruito per ogni t facendo passare la sequenza del campioni in un

filtro passa- basso ided e con frequenza di taglio eguale awg.
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Ricordando la(1.17), s puo riscrivere la (5.5) come segue

(5.6) %é X(KTL)d(E KT

-¥

senwe(t-t)

We(t- t,) Xt-to)

einfine , trascurando per comoditail fattore di sca2p e ponendo il ritardo t, =0

_ . senwis (t - KTs)
) ) = 4,0 el

cioe x(t) é ricogtruibile sommando delle sinc centrate sugli igtanti di campionamento, come mo-
sratoin Fig. 5.2. Intad modo, g ritrovano i vaori di x(t) in-
temedi tra i campioni. Questa operazione § chiama

A “interpolazione’, elasinc e anche nota come funzione di

‘@0‘¢ "/ interpolazione di Shannon. S osservi che quedta in-
e terpolazione € non causde: laricogruzione dd vaore x(to),

t, 1 KT, ha bisogno dela conoscenza dei campioni futuri, che definiscono anpiezza e igante di

centramento delle sinc, come gppare ddlaFig. 5.2.

S noti ndla Fg. 5.2 come gli zeri della sinc centrata sul  campione k-mo cadano sugli dtri igtanti di

campionamento (* k). Cio puo essere facilmente verificato. Ovviamente deve essere cod’, poichéi

vaori dei campioni non devono essere dterati sommando le sinc.
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52 -CAMPIONAMENTO DI DURATA FINITA

Non sappiamo redizzare un campionamento idantaneo: una  “gate lineare’ redizzabile in

laboratorio ha un tempo di attivazione finito Dt. I risulteto

del campionamento pud essere schematizzato come in

o~ Fig. 5.3, ove per samplicitas & assunto che lafinestradel

Fig, 83

filtro Saidede nd paragrafo seguente viene considerato

il caso generde. Ogni campione contiene ora “infor-
mazione’ in piu rispetto a caso del campionamento istantaneo, per cui e ragionevole aspettars che
non cambi  niente.

Lafunzione peso de filtro pud essere espressa come:

¥

(5.8) fit) = ékﬂ%(t-kTs)
II segnae campioneto e pertanto:
59 X = XOM) = X(OANE(t-KT.)

Facciamonela T.F., ricordando la (3.56):

Dt
¥ Sen(nws?)
(5.10) X (W)= X(w)* énWSDt—Dtd(W- nws)
¥
n —_
Ws >
0 anche
Dt
y sen(nws?)
(5.11) Xs(w) = énDt—Dt[X(w)*de(w- nwy)]
¥ nw5?

Quindi, adifferenza dd caso dd campionamento istantaneo (5.3), il motivo ripetuto indefinitamente &
ora“pesato” dala sinc, Fig. 5.4.
Con un filtro passa-basso ideale (4.8) chetagli awg S ha
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Dt
¥ %‘](n Ws_)

(5.12)5nDt—Dt2[X(W)*wsd(w- Nwo)lP ., W) =wsDEX(w)e ™
¥ nWs_
2
e lo spettro originde viene recuperato, a ﬂ
meno della cogtante di ampiezza wiDt e del /_ _7\((m)|
ritardo di fase wt,. Tuttavia, occorre sottoli- — == =

neare che per recuperare |0 spettro  del

segnde originde occorre  conservare

esdttamente la forma dd  campione, come

mostrato  in  Fig. 5.3: cioé occorre

memorizzare x(t) istante per istante entro
Rig. 3.4

Dt.

Il campionamento non istantaneo ha interesse nella tecnica di trasmissone a distanza dei segndi

mediante modulazione di ampiezza ad impuls (P.A.M.). Il processo di modulazione € illustrato in

Fig. 5.5, mentre il processo di trasmissione e ricostruzione pud essere schematizzato comein Fig.

5.6.

La durata finita de campioni rende invece problemeatica

mi/\\/t> I'eaborazione  dell’'informazione sotto forma numerica

i) | || || || |:| |:| (cacoli mediante un cacolaore digitde, trasmissone

t P.CM.,, ..): a@biamo quindi |a necessita di associare a

x{)f - . . .
— clascun campione un  numero che ne rappresenti il vaore,
Fig. 5.5 Fig. 5.7. Ladomanda e con che criterio va scelto questo

numero, e con quai conseguenze sulla ricostruzione del segnade x(t). Un criterio ragionevole, che

puo essere implementato

mediante un ) — D!

sample-and-hold  (SH.)
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seguito da un convertitore anaogico-digitale (A.D.C.), Fig. 5.8, e quello ddlamedia

Dt
KTsr=
(5.13) c(kTy = 1 O X(t)dt
(B ™
KTs —
0 anche
1¥ ~
c(kTs)=a(‘)x(l O E(I - KT,)dl
(5.14) ¥ 2

_ 1

= E[X(t) * é %(t) P

Pertanto, il segnale campionato é rappresentabile come:

% = &,C(KT)({-KT
(5.15) . ‘¥~ ,
= E[X(t)*O(t)]ikd(t-kTs)
‘A
x() x{t)
R g o I
’ —>
X xiaan O g
Pig, 5.7
Dt
1 Ssernw — ¥
Xs(W) = H[X(W)Dt Dt ]*Wsind(w'
w2
(5.16) 2

Questo equivde a campionare in
manieraidedeil segnde

Xa(t) = x()*P (t)
ed il segnde x(t), non x(t), potra essere
ricostruito dai campioni.

Nel dominio delle frequenze:

nwe)

Se s confronta questo risultato con la (5.3), S vede chea X (w) e stata sodtituitala funzione:

Dt
senw —

w2t
2

Xi(w) = X(w)
(5.17)

= X(w)H(w)
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cioe X(w) risulta filtrato nd filtro H(w): lo

Spettro  del segnde campionato € la

xO—>]| Samplacndholl —>| ADC
58

Fig. ripetizione indefinita di Xy(w), non di X(w) e

I’ operazione di ricostruzione restituisce X (t), non il segnale vero x(t).
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53 -CAMPIONAMENTO REALE

In redtd, il campionamento di durata finita di Fig. 5.3 € una idedizzazione, i @mpionatori che
sgppiamo redizzare non sono capaci di transizioni istantanee e finiscono per redizzare delle
finestre non rettangolari, ma descrivibili con funzioni F (t)

& piuttosto complesse, come schematizzato in Fig. 5.9, ove &

modratalafunzione peso

T, 2 t

g 89 (5.18) f(t) = Sk F (t-KT)

S pud assumere come vaore del campione, posizionato

dl’istante kT;

c(KTs) = C) X()f(t)dt
(5.19) ;s

che & unamedia pesata. S pud anche scrivere:

¥

c(KTs) = OXM)f (t-KTs)dt = XO®* f (D),

¥

(5.20)
essendo h(t) = F (-t) larispostaimpulsva dd campionatore.

Pertanto, il segnae campionato e rappresentabile come

(5.21) Xs(t) = [X(t)* h(t)] Skd(t-KTs)

Questo e equivaente acampionare in manieraidedeil segnde

(5.22) Xa(t) = x(t)*h(t)

come S deduce da corfronto con la (5.2). éxy(t) il segnde che potra essere ricodtruito da
campioni, non x(t).

S potrebbe pensare di ricavare x(t) per deconvoluzione

(5.23) X(t) = xa(t) "+ h(t)

ma in praicalafunzione F (t) de campionatore reale raramente € conosciuta con precisone.
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54 - CAMPIONAMENTO DI SEGNALI DI DURATA FINITA
Nel paragrafo precedente S € vido un primo limite pratico dla utilizzabilitd del teorema del
campionamento, cogtituito da campionatore che 9 € capaci di costruire. C'é ancora un aspetto
importante che non bisogna perdere di visa quando S vuole effettuare un campionamento. Infatti,
occorre notare che un segnale a banda limitata ha necessariamente durata infinita, come & mostrato
chiaramente dalla ricostruzione per interpolazione, Fig. 5.2 (la Snc S estendeda+¥ a-¥).
Un segnde fisicamente redizzabile ha sempre durata finita
(5.24) Xr(t) =0 ti (-T/2T/2)
e s puo facilmente verificare che & abandaillimitata. Infetti, § pud scrivere formamente
(5.25) xr(t) = X(E)P 1/2(t)
essendo  x(t) un segnde di durata infinita, a banda limitata, coincidente con X (t) entro
I'intervdlo di esgenza di quest’ultimo, cioé

Xr(t) t1 (-T/2T/2)

X(t) =

arbitr. dtrove

Per trasformata.di F.

T
senw —

Xt(w) = X(w)*

"2

che non éabandalimitata
S noti tuttavia che lasinc 9 va smorzando d crescere di w; questo corrisponde d fatto che X+ (w)
tende a zero d crescere di w (tutti | Sstemi redli sono passa-basso). Pertanto, s pud pensare di
troncare |o spettro trascurando lafrazione d di sopradi una opportuna ws :

Xt(w) =0 wi {-wg,wg)
In ta modo, il segnde x;(t) risulteraapprossmato con un numero N finito di campioni

N=T/Ts =Tns=2BT
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e s puo dimostrare che
(5.26) yX1 (W)~ 1/BT wi (-wg,Wg)
Quindi, I'errore di gpprossmazione e tanto piu piccolo quanto piu BT € grande (quindi, T grande e

T, piccolo).
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55 -CAMPIONAMENTO NEL DOMINIO DELLE FREQUENZE

Gli andizzatori di spettro moderni cacolano la T.F. per punti, non continua (per questioni di
precisone), dache la x(t) da notain forma continua, Sa che lo Sain forma campionata. Lo
r srumento pertanto opera un campionamento dello spettro.

=l Il problema e determinare con che passo Dng vanno cacolati questi punti per

DF_L, una corretta ricostruzione dello spettro.

Fig. 5.10 Consderiamo il caso di un segnde rede causde

(5.27) X(t) <=>X(w); x(t)=0 tI {0, T}

rappresentato in Fig. 5.10.

Poiché x(t) e la T.F. di X(w) ed & a supporto limitato (0, T), per il teoremadi Shannon basta
campionare X(w) con passo

(5.28) Dns £ UT

In redta, I'analizzatore di spettro cacola separatamente ReX(w)] e ImM[X(w)]: € a questi che
occorre gpplicareil teorema A questo SCopo, possiamo scrivere

(5.29) X(t) <-> Re[X(W)] +jIm[X(w)]

(5.30) X(-t) <-> Re[X(-w) + jIm[X(-w)]
Per le proprietadi SmmetriadelaT.F.
(5.31) X(-t) <-> Reg[X(W)] - jIm[X(W)]

S noti che x(-t) e x(t) ribdtao intorno dl’asse ddle

xahta ordinate. Dalle (5.29) e (5.31) s ha
T T » (532 Re[X(W)] <->Y2[x(t) + x(-1)]
QG (5.33) Im[X(W)] <-> %2 [X(t) - x(-1)]
T V’\_’ La Fg 5.11 modra chiaramente che il supporto dei secondi
.\/\/1 T membri nelle due ultime relazioni e 2T, per cui Re.] e Im[.]
Fig. 511
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devono essere campionati con passo Dng £ 1/2T.
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5.6 -INTERPOLAZIONE APPROSSIMATA
L’interpolazione di Shannon € non causae, ed € in ogni caso difficile daredizzare, per la difficolta
di generae la gnc. In pratica, ¢ 9 pud accontentare di una interpolazione lineare, che
approssmaquella dell’ occhio umano.

Occorre vautare la bonta dell’ gpprossmazione. A tade scopo,

consderiamo la Fig. 5.12. Detto x(t) il segndle vero (ottenibile con

e |-
? - Iinterpolazione di Shannon) e Xx'(f) qudlo ottenuto  con
Teia
interpolazione lineare, 9 puod definire I’errore rdativo di ross-
KT (K+D) P> po € p appl
Fig. 512 mazione
(5.34) e =max {[x(t) - X ()]/x()}

e cecae la frequenza di campionamento ng che garantisca un errore non superiore aun e
assegnato. Si puo far vedere che é

(5.35) wewg 3 2.2/Ce

essendo wp la pulsazione di taglio congderata per il segnale. Per esempio, se s assume e = 0.01,

deve essere w3 22wg, cioe un oversampling di 11.

B. Marangdli, Appunti di FiScade Dispostivi Elettronici



-5.14-

57 -EFFETTODEL SOTTOCAMPIONAMENTO

Sax(t) un ssgnale abanda limitata e lo S campioni ad

TX-I una frequenza ns < 2B. Lo spettro dd segnade
J X Y \ campionato apparira comein Fig. 5.13.
m s. Lo spettro dd segnale originde non € piu ricuperabile,

perché s e “riempito” con contributi inesistenti nel segnae x(t). Questo fenomeno s chiama “a-
liasing’”.

L'diasing e importante quando S deve campionare un segnae di cui non é conosciuta l’ estensone
Spettrde, e de quale comungue S vogliafare unaandis entro una assegnata banda[-B, B], per
esempio la misura della densita spettrde. Se 9 invia x(t) cos come € ndl’andizzatore di Spettro
predisposto per campionare a ns = 2B, selabandarededi x(f) e>> B, I effetto del riempimento
puo dare risultati di molto erreti.

L'effetto dell'diasing pud essere ridotto filtrando x(t) prima di

xH| . campionarlo, usando un filtro passa-basso che tagli dla
e e
,r" . \ frequenza we.
1 1
: 'hp L'effetto di  un filtro idedle H(w) = P ,g(w) € mostrato in
-on I oo
Flg. 5.15 Fig. 5.15. L’analizzatore di spettro che hadl’ingresso questo

filtro (filtro antiriempimento) operera su uno spettro non a-
terato entro labanda [-B, B].

In redta, sgppiamo codruire solo gpprossmazioni  di un filtro

idedle (per esempio, filtri di Chebychev, Butterworth, Cauer, ..);

pertanto, la ripetizione indefinita ded filtro non sard come
tratteggiato in Fig. 5.15, bensi comein  Fig. 5.14, ove wg €lafrequenzadi taglio dd filtro, laquale
viene assunta come limite di banda. Ddla figura e chiaro che un filtro redle riduce ma non dimina

I'diasing. Il messmo riempimento S haa w = wg, come appare ddla Fig. 5.14. L'effetto g attenua
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sovracampionando, ma per questo occorrono campionatori pitl veloc e quindi pitl costos. Pertanto,
la qudita di un andizzatore di spettro dipende marcatamente da quella dd filtro antidiasing: piu il
filtro & “ripido”, meno 9 € codtretti a sovracampionare per mantenere la percentude b di diasng
sotto un assegnato livelo. Negli andizzatori di spettro commercidi, dotati di filtro antidiasing,

Slitamente1.2 £ a £ 2, per b ~1%.
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58 -CAMPIONAMENTO DI SEGNALI A BANDA RELATIVA STRETTA

In Fig. 5.16a &€ mogtrato lo spettro di un segnale

“passa-banda’. La Fig. 5.16b mostra lo spettro

dello stesso segnadle  campionato con  frequenza

doppia della massma frequenza contenuta ndlo

Spettro del segnde originde, cioéa

(5.36) ns = 2(n. + B)

Le Fig. 5.16c,d mostrano gli spettri dd segnde

sottocampionato rispetto d limite di Nyquist (5.36),

a due frequenze opportune n’s e n”s, entrambe

minori di Ns.

E' chiaro che il segnde sottocampionato comeinc) e d) pud essere recuperato integramente,
con un filtro passa-banda idedle, non essendoci diasing. € anche chiaro che questo e possibile
solo con una opportuna scelta della frequenza di campionamento la quae deve garantire che
nessuno degli spettri ripetuti S sovrgpponga aquelo dd segnale originde. Per esempio, dale Fig.
b) e ¢) appare che qualoras campionasse an*s tade che

(5.37) N's<N*s<ng

le ripetizioni s sovrapporrebbero alo spettro del segnale originde, che pertanto non potrebbe piu
essere recuperato.

Determiniamo le condizioni per un sottocampionamento corretto. Detta ns la frequenza di

campionamento, essa deve essere

k-m k+1 -ma tadeche:
- FN\/F :’.“\ la k-ma ripetizione dello spettro
O 0w (@ qela otewta  dila
Fg. 5.17 convoluzione di X(w) con d(w -
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kwy) deve avere la parte negativa di X(w) (cioe quella compresa fra [-ne-B, -n+B]) d piu
affiancataa Snidradla parte pogtivadi X(w).

la (k+1)-maripetizione deve avere laparte negativad piu affiancata a destra della parte postiva di
X(w).

Cio émodtrato in Fig. 5.17.

Le due condizioni possono essere stritte andliticamente come segues

(5.38) -nc+B+kns<n.-B
(5.39) -Nc-B+(k+1) ns>n.+B
Daquestes ha

(5.40) kns < 2(n¢ - B)

(5.41) (k+1) ng>2(n. + B)

0 anche

2(n.+ B) 2(n.- B)
— < ns < — 7
(5.42) k+1 k

essendo K il massmo intero che soddisfalarelazione.
Per esempio, consderiamo il caso chesia

n.=1MHz B =5kHz
S haddla(5.44)

2(n.+ B) < 2(n.-B)
k+1 k

dacui k <995. Ses prende k =99, s trovadalla(5.44)
20100 < ng < 20101 Hz
cherichiede un controllo molto stringente su ns. Con k=50, s ha
39411 < ns < 39800 Hz
Con k=25

77307 < ng < 79600 Hz
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